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    PREFÁCIO




    Este trabalho versa sobre alguns tópicos de análise combinatória. A autora traz os dois Lemas de Kaplansky (com as suas respectivas generalizações), o Princípio da Inclusão e Exclusão, as permutações caóticas e o Teorema de Lucas sobre casais. Adicionalmente, são apresentados alguns exemplos de geometria combinatória.




    É uma obra oportuna, pois há pouco material em língua portuguesa sobre geometria combinatória. Além disso, o livro apresenta tópicos tratados em alguns livros didáticos voltados à licenciatura matemática, mas que não fazem parte da rotina do professor de matemática do ensino básico.




    Na parte de geometria combinatória, a autora expõe o problema de construção de polígonos convexos dado um conjunto de pontos em posição geral.




    É demonstrado que com cinco pontos em posição geral, é possível construir um quadrilátero convexo. Outro resultado é sobre a construção de pentágonos convexos. É visto que com nove pontos em posição geral, é possível construir um pentágono convexo. Contudo, nem sempre, com oito pontos em posição geral, é possível construir um pentágono convexo.




    Luís Felipe Gonçalves Fonseca




    Professor de matemática da UFV-Florestal


  




  

    1. INTRODUÇÃO




    A Matemática é uma ciência de ampla importância para a vida em sociedade, seus métodos são essenciais para as várias situações cotidianas, as diversas áreas do conhecimento e para as atividades profissionais. Além do mais, é necessária para o progresso da humanidade, para a compreensão de problemas e de determinados acontecimentos. O estudo dessa ciência é fundamental para a formação do indivíduo no que tange ao desenvolvimento de suas competências e habilidades e, principalmente, do raciocínio lógico e dedutivo.




    Os problemas de contagem estão diretamente relacionados à história da Matemática, e é por meio deles que as pessoas têm os primeiros contatos com essa ciência. O “contar” é um deles, pois exige que o indivíduo saiba enumerar os elementos de um conjunto. A Análise combinatória é a área da matemática que tem como característica o estímulo do raciocínio lógico e dedutivo, sendo abordada na maioria das vezes, por meio da resolução de problemas de contagem que analisam situações do cotidiano.




    No entanto, do que trata a Análise Combinatória? Muitos pensam que trata apenas de problemas de enumeração de elementos, permutações, arranjos e combinações. Contudo, a Análise Combinatória trata de uma gama de problemas e de técnicas, seu estudo vem crescendo fortemente, e é muito utilizada na teoria dos grafos, modelagem matemática e na análise de algoritmos.




    De acordo com os registros [10], os primeiros estudos relativos à Análise Combinatória ocorreram em torno de 300 anos antes da Era Cristã. Depois disso, muitos matemáticos se dedicaram ao estudo desse conteúdo, tais como: Niccolò Fontana Tartaglia (1499-1559), Blaise Pascal (1623-1662), Isaac Newton (1646-1727), Daniel Bernoulli (1700-1782), George Pólya (1887-1985) e da Teoria das Probabilidades, como Jerônimo Cardano (1501-1576), Johannes Kepler (1571-1630), Pierre-Simon Laplace (1749-1827), dentre outros grandes matemáticos.




    Para a resolução de problemas de Análise Combinatória é exigido criatividade e compreensão das situações, entretanto, muitos estudantes resolvem as questões empregando fórmulas de maneira mecânica e sem reflexão, não considerando as particularidades do problema. Esses problemas podem ainda se tornar mais difíceis quando são empregados com maior complexidade. O Problema de Lucas, um problema de 1891, que se encontra no capítulo 4 deste trabalho, é um exemplo disso, foram necessários mais de 50 anos para que fosse solucionado.




    A criação de novas técnicas de tratamento da Análise Combi-natória, para estimular professores e estudantes, durante o processo de ensino-aprendizagem no Ensino Médio, de modo a minimizar as dificuldades encontradas por eles, é bem-vinda. Neste trabalho fizemos o estudo de temas que possam ser explorados de forma diversificada por meio da metodologia de resolução de problemas, bem como a criação de propostas que possam motivar os professores e seus alunos durante o processo de ensino-aprendizagem de conteúdos da Análise Combinatória.




    Portanto, a criação de uma proposta coerente com a realidade dos estudantes requer a apreciação do currículo do Ensino Médio, com base nos documentos oficiais e relativo ao ensino da Análise Combinatória, para que seja construída uma sequência didática que contemple os temas de forma significativa e que possa ser aplicada pelo professor em suas aulas, por meio do uso de novas técnicas, que o possibilitem explorar os conteúdos em sua transversalidade.




    As principais referências bibliográficas utilizadas para o desenvolvimento do presente trabalho foram: [4], [9], [13], [16], [17], [18] e [19].


  




  

    2. LEMAS DE KAPLANSKY




    Iniciaremos este capítulo introduzindo a ideia de Combinações Completas que é importante para a compreensão dos Lemas de Kaplansky.




    2.1 COMBINAÇÕES COMPLETAS




    As combinações completas, que também são chamadas de combinações com repetições, que denotamos por CR, serão de grande importância para o desenvolvimento deste trabalho. Antes de introduzirmos o conceito de combinações completas, é interessante relembrar a definição de permutação simples, permutação com repetição e de combinação simples. Essas definições podem ser encontradas em [13].




    Uma permutação simples é qualquer agrupamento ordenado de n objetos distintos, de modo que, se denominarmos Pn o número das permutações simples dos n objetos, então




    Pn = n(n − 1)(n − 2)...1 = n!.




    Uma permutação com repetição é um tipo de permutação em que existem elementos repetidos. Considere n o número de elementos e que entre n elementos existem n1 iguais a a1, n2 iguais a a2, ..., nr iguais a ar. Podemos calcular a quantidade de permutações com repetição a partir da seguinte fórmula:




    [image: ].




    Os agrupamentos formados com os n elementos de um conjunto serão considerados combinações simples se os elementos dos agrupamentos diferenciarem apenas pela sua natureza, isto é, importa somente quem participa do grupo e não a ordem. Se tratarmos da contagem do número de maneiras de escolher p, dentre esses n elementos sem considerar a ordem, então criamos uma combinação destes elementos sem repetição. A fórmula para obter esta combinação é dada por:




    [image: ].




    Diferente das combinações simples, as combinações completas consideram os casos em que existem elementos distintos e elementos repetidos e possui a seguinte definição.




    Definição 2.1: [image: ] é o número de soluções inteiras e não negativas da equação:




    x1 + x2 + x3 + ... + xn = p.




    Vejamos um exemplo para o cálculo da CRnp:




    Exemplo 2.1.1: De quantos modos é possível comprar 4 canetas em uma papelaria que vende 6 cores diferentes?




    Não basta fazermos [image: ]=15, porque não estaríamos considerando as possibilidades da compra de duas canetas da mesma cor, por exemplo.




    Pensando que as variáveis c1, c2, c3, c4, c5 e c6 equivalem a quantidade de canetas adquiridas da cor 1, cor 2, cor 3, cor 4, cor 5 e cor 6, respectivamente, temos a equação:




    c1 + c2 + c3 + c4 + c5 + c6 = 4. (2.1)




    Então, determinando as soluções inteiras e não negativas da equação, é possível encontrar a solução do problema. Note que uma possível solução seria: c1 = 1, c2 = 1, c3 = 1, c4 = 1, c5 = c6 = 0, na qual foi escolhida uma caneta da cor 1, uma caneta da cor 2, uma caneta da cor 3 e uma caneta da cor 4, que será representado por (1, 1, 1, 1, 0, 0).




    Utilizando o símbolo (•) para representar as 4 canetas, que serão compradas, e os 5 sinais de (+) usados para separá-las, que equivale ao número de variáveis menos um, podemos representar as soluções por meio da representação simbólica a seguir. Tal simbologia possui uma correspondência biunívoca com as soluções da equação (2.1), conforme veremos:




    • + • + •• + + + ⇒ (1,1,2,0,0,0).




    + + ••• + + + •⇒ (0,0,3,0,0,1).




    + •• + + + + ••⇒ (0,2,0,0,0,2).




    As representações acima mostram que a mudança de posição de cada uma das (•) com relação aos sinais (+) gera uma nova solução. Quando dois sinais (+) estão juntos, o valor da variável daquela posição é igual a zero. Com isso, podemos chegar às soluções permutando os 9 símbolos, as quatro (•) e os cinco sinais (+), desconsiderando as repetições das (•) que aparecem 4 vezes e dos sinais (+) que aparecem 5 vezes. Isso equivale a:




    [image: ].




    No entanto, esse resultado corresponde ao número total de soluções inteiras e não negativas da equação: c1 + c2 + c3 + c4 + c5 + c6 = 4, que equivale as combinações com repetições. Isso é o mesmo que:




    [image: ].




    Teorema 2.2: O total de soluções inteiras e não negativas da equação: x1 + x2 + x3 + ... + xn = p é dada por:




    [image: ].




    Demonstração. Note que na equação existem n incógnitas que somadas devem resultar em p. Com o uso dos símbolos, nesse caso, tem-se p sinais (•) e n − 1 sinais (+). Logo:




    [image: ]. (2.2)




    A seguir veremos mais um exemplo.




    Exercício 2.1.1: (Enem 2017) Um brinquedo infantil caminhão-cegonha é formado por uma carreta e dez carrinhos nele transportados, conforme a figura.




    

      [image: ]

    




    No setor de produção da empresa que fabrica esse brinquedo, é feita a pintura de todos os carrinhos para que o aspecto do brinquedo fique mais atraente. São utilizadas as cores amarelo, branco, laranja e verde, e cada carrinho é pintado apenas com uma cor. O caminhão-cegonha tem uma cor fixa. A empresa determinou que em todo caminhão-cegonha deve haver pelo menos um carrinho de cada uma das quatro cores disponíveis. Mudança de posição dos carrinhos no caminhão-cegonha não gera um novo modelo do brinquedo.




    Com base nessas informações, quantos são os modelos distintos do brinquedo caminhão-cegonha que essa empresa poderá produzir?




    a) [image: ]




    b) [image: ]




    c) [image: ]




    d) 64




    e) 46.




    Solução: Existem um total de 10 carrinhos no caminhão-cegonha. Como foi informado, deve haver em cada caminhão um carrinho da cor amarela, um da cor branca, um da cor laranja e um da cor verde. Subtraindo essa quantidade de carrinhos, os quais as cores já estão determinadas, restarão 6 carrinhos que podem ser de cores variadas ou da mesma cor. Considerando a quantidade de carrinhos da cor amarela como c1, da cor branca como c2, da cor laranja como c3 e da cor verde como c4, que devem totalizar 6 carrinhos, tem-se:




    c1 + c2 + c3 + c4 = 6.




    Usando os símbolos, teríamos 6 sinais (•) e 3 sinais (+). Fazendo uma combinação dos 9 símbolos escolhe 6, que equivale a encontrar as soluções inteiras e não negativas dessa equação, podemos chegar a solução do problema. Assim:




    [image: ].




    Concluindo a resolução do exercício.




    Veremos a seguir os Lemas de Kaplansky.
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