

  

    [image: capa]

  




  




  

    [image: Expediente]

  




  

    [image: Rosto]

  




  




  

    [image: Créditos]

  




  




  

    La mémoire, c’est qu’du vent qui secoue les feuilles de nos palmiers du temps.




    Francis Lai & Michel Legrand – “Toute une vie”
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    INTRODUÇÃO




    Não existe provavelmente alguém que tenha exercido uma influência tão grande no desenvolvimento da matemática do século XX como David Hilbert. Sua criatividade e amplo interesse nas ciências lhe concederam status permanente na galeria de grandes nomes como Euler, Gauss e Poincaré.




    Seus caminhos, personalidade científica e atuação nas Universidades de Königsberg e Göttingen foram responsáveis por muito da matemática estudada e desvendada na primeira metade do século passado.




    Prova disso é que Hilbert foi o criador de uma verdadeira “escola” de seguidores, o que deu origem a uma grande diversidade de áreas de estudo, temas e trabalhos publicados por seus orientandos de doutorado como Otto Blumenthal (1898), Edward Kasner (1899), Georg Hamel (1901), Oliver Kellog (1902), Erhart Schmidt (1905), Hermann Weyl (1908), Alfred Haar (1909), Richard Courant (1910), Wilhelm Ackerman (1925) e Otto Neugebauer (1926), para mencionar apenas alguns dos 69 computados em Reid (1996, p. 205). De acordo com um deles, um de seus grandes colaboradores:




    […] I seem to hear in them from afar the sweet flute of the Pied Piper that Hilbert was, seducing so many rats to follow him into the deep river of mathematics. […] In the fullness of my innocence and ignorance, I made bold to take the course Hilbert had announced […] Most of it went straight over my head. But the doors of a new world swung open for me, and I had not sat long at Hilbert’s feet before the resolution formed itself in my young heart that I must by all means read and study whatever this man had written. 1




    Certamente tal fascinação teria a ver com a enorme amplitude de interesses científicos de Hilbert, um dos últimos a percorrer praticamente todo o edifício matemático de seu tempo e, para o qual a investigação científica se fundamentava na resolução de problemas. Sua confiabilidade nos processos mentais de dedução do raciocínio matemático permitia ter como princípio fundamental a certeza de que todo problema admite uma resposta, seja por uma prova rigorosa de sua solução, seja pela demonstração da impossibilidade de sua existência.




    [...] This conviction of the solvability2 of every mathematical problem is a powerful incentive to the worker. We hear within us the perpetual call: There is the problem. Seek its solution. You can find it by pure reason, for in mathematics there is no ignorabimus.3




    Esta diversidade de sua obra pode até ser percebida de forma difusa e inconstante. Mas um olhar mais apurado permite identificar a unidade subjacente no método empregado: a elaboração de um caminho teórico de dedução, tendo por condutor o método axiomático, revivido e levado ao extremo. Esta construção não apenas lhe permitiu criar ferramentas para o estudo de muitas áreas da matemática; a estratégia lhe permitiu ser, por exemplo, um dos primeiros a utilizar sistematicamente em sua obra a noção de estrutura, ainda então uma novidade, considerando e agrupando os objetos matemáticos de estudo segundo suas relações e não por sua natureza.




    Por outro lado, nem tudo são flores sempre. O tema que lhe foi mais caro também o foi para seu suposto insucesso: a questão dos fundamentos para a matemática.




    ∞




    No início de 1900, Hilbert estava no auge de sua carreira profissional, consagrado como matemático e reconhecido internacionalmente por suas muitas contribuições. De forma natural vem percorrendo o seu caminho do formal: método axiomático e provas existenciais em teoria dos invariantes, teoria dos números e seu Zahlbericht (teoria dos corpos de números algébricos), obra de referência que direcionou muitas das pesquisas relacionadas no séc. XX, análise e equações integrais, axiomatização da física, e sua obra maior, a unificação das geometrias euclidiana e não euclidianas com a publicação da obra Grundlagen der Geometrie (Fundamentos da Geometria). Neste mesmo ano ainda, as pistas ficam mais claras e Hilbert deixa antever o que se pode considerar a primeira etapa de fato, na direção de um programa de fundamentação, quando publica o artigo intitulado Über den Zahlbegriff (Sobre o conceito de número), expõe explicitamente o problema que envolve a demonstração da consistência da aritmética e apresenta uma construção axiomática dos reais, além de uma defesa clara em favor do método axiomático contrapondo-o ao método genético.




    Sua participação no 2º Congresso Internacional de Matemáticos realizado em 1900 na cidade de Paris, no qual apresentou sua lista de 23 problemas em aberto, evidencia sua forma de conduzir e interpretar o trabalho matemático. Logo de início, Hilbert esclarece a que veio e dá mais uma pista de suas intenções: a possibilidade de continuação natural de suas investigações a respeito dos fundamentos da geometria, confrontando os problemas e dúvidas advindos da associação entre os conceitos de consistência e existência, desta vez com relação à aritmética; a busca de uma prova de consistência!




    Durante algum tempo a ideia parece adormecida no meio de tantos professados interesses. Mas, o aparecimento dos paradoxos da lógica e da teoria dos conjuntos, assim como de uma grande gama de questões envolvendo a legitimidade do uso de coleções infinitas em matemática, deu origem a profundas divisões na comunidade científica, gerando um crescente e rico debate sobre os fundamentos da matemática.




    A discordância entre os diversos pontos de vista dá origem a três escolas distintas que se complementam e se opõem: o logicismo que surgiu com Frege e foi revitalizado por Russell, que argumentou que todos os princípios matemáticos poderiam ser reduzidos a leis lógicas; o intuicionismo, criação de Poincaré e Brouwer, que rejeitava os métodos da matemática clássica que levaram aos paradoxos e o formalismo de Hilbert, que procurava axiomatizar toda a matemática, demonstrando rigorosamente que os axiomas nunca levariam a contradições. Estas concepções do que seriam os propósitos da matemática e de como atingi-los viria a nortear todos os trabalhos em fundamentação na década seguinte.




    A partir de 1920, nosso personagem assumiu um ambicioso programa de fundamentação, explorando mesmo as bases de nossa disciplina e revisionando a estrutura da lógica a serviço da matemática, encorajado por uma confiança cega de que era possível provar que a matemática, adequadamente axiomatizada, não permitiria a existência de contradições. Por meio desta ideia primordial, qualquer referência ao infinito esquivo e paradoxal poderia ser ignorada.




    O programa de Hilbert foi oficialmente apresentado pela primeira vez fora de Göttingen apenas em 1922, em uma palestra na Sociedade Alemã de Cientistas em Leipzig.




    A partir daí, uma nova fase do pensamento hilbertiano passa a ser amplamente divulgada e o projeto aprimorado.




    Em 1925 e 1927 se encontram os textos mais importantes oriundos de conferências apresentadas em Münster4 e Hamburgo, ambas com caráter de divulgação e esclarecimento do projeto.




    Mas, o preço da consistência é feito de indecidíveis!




    Os teoremas de incompletude de Gödel mostraram não ser realizável o projeto de Hilbert. Não foi possível provar a certeza incontestável da matemática que tem uma condição incerta, mas mesmo aos trancos e barrancos, progride.




    ∞




    Nosso texto não irá tratar de um fracasso simplesmente, idolatrado e dispersado pelos quatro cantos do mundo, mas sim, do sucesso de um fracasso, ofuscado pela visão de que se não se chegou ao topo, o caminho não foi importante.




    Não pensamos assim. A história da lógica matemática que o diga; os inúmeros trabalhos posteriormente desenvolvidos e a teoria da prova que o confirmem.




    Um dos nossos objetivos é o de contar esta história do desenvolvimento das questões voltadas para os fundamentos da matemática na perspectiva de Hilbert e nos primeiros quarenta anos do séc. XX, investigando suas motivações, o método que emprega e o alcance de suas teorias. Para tanto, não existe uma definida preocupação com a técnica ou com a filosofia por trás de todo o debate fundacionalista. Estes aspectos se inserem naturalmente, de acordo com as necessidades da narrativa.




    O que temos então é a descrição histórica do caminho percorrido por nosso personagem na construção de seu projeto maior para a matemática, o que inclui cursos ministrados e palestras proferidas, guiada por uma linha temporal que se volta sobre si mesma em diversas ocasiões, retornando ao ponto referencial mais próximo, como Hilbert, em suas idas e vindas.




    Hilbert personificou o ideal do matemático para a geração entre as duas grandes guerras. Definitivamente patrocinou a matemática moderna, que foi configurada como uma ciência axiomática de estruturas abstratas, o que marcou uma ruptura com a matemática do passado, focada em números, fórmulas e figuras construtíveis em primeiro lugar. No espelhar de sua eloqüência, devemos reconhecer que a matemática que conhecemos hoje é mais existencial do que construtiva.




    IMAGEM 1 – Portrait de David Hilbert – Imagem de David Hilbert feita a lápis.
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    David Hilbert5




    




    

      

        1 WEYL, 1944, p.614.




        [...]. Eu parecia ouvir nisso de longe a flauta doce de Hamelin que era Hilbert, seduzindo tantos ratos para segui-lo no profundo rio da matemática. [...] Na plenitude da minha inocência e ignorância, atrevi-me a querer seguir o curso que Hilbert havia anunciado [...] A maior parte disso bateu direto na minha cabeça. Mas as portas de um novo mundo abriram-se para mim, e eu não havia ficado muito tempo aos pés de Hilbert antes que a resolução se formasse no meu jovem coração, que eu deveria, de qualquer maneira, ler e estudar o que este homem escreveu. (Tradução nossa)


      




      

        2 HILBERT, 1900 apud GRAY, 2000, p. 248.




        [...] Esta convicção da resolubilidade de cada problema matemático nos dá um forte estímulo para o trabalho. Ouvimos dentro de nós o perpétuo chamado: Eis o problema, procure sua solução. Você pode encontrá-la através do pensamento puro, pois na matemática não há ignorabimus. (Tradução nossa)


      




      

        3 Ignoramus et ignorabimus é uma expressão em latim que significa ignoramos e ignoraremos, e expressa o pessimismo acerca dos limites do conhecimento científico, por volta do século XIX. O fisiologista alemão Emil du Bois-Reymond é o autor dessa frase na sua obra Über die Grenzen des Naturerkennens de 1872. Em resposta a esta famosa expressão frisando limitações no campo do saber e em defesa de um maior otimismo na área das pesquisas científicas, Hilbert dirigiu as seguintes notórias linhas aos membros da Sociedade de Cientistas e Físicos da Alemanha no seu discurso de aposentadoria no outono europeu de 1930: Wir müssen wissen. Wir werden wissen. (Nós precisamos saber. Nós iremos saber). O epitáfio em sua lápide em Göttingen contém seu nome e, logo abaixo, essas mesmas palavras.


      




      

        4 Em português, Monastério, distrito urbano do Estado Federal da Renânia, norte da Westfália, Alemanha cuja universidade é a 4ª maior do país e das mais antigas (1780).


      




      

        5 Portrait of David Hilbert, Courtesy of the artist Anna Gorban, the cover image of the theme issue ‘Hilbert’s sixth problem, Phil. Trans. R. Soc. A 2018 volume 376, issue 2118, https://royalsocietypublishing.org/toc/rsta/376/2118. A utilização deste arquivo é regulada nos termos da licença Creative Commons.


      


    


  




  

    1OS CAMINHOS DE HILBERT




    Neste primeiro capítulo daremos uma “piscadela” no que foi a vida e a obra de David Hilbert. Consideramos isto necessário para atingir maior grau de compreensão de seus propósitos como um todo, antes de nos determos de forma mais apurada em seu projeto maior associado à questão dos fundamentos da matemática: o Programa de Hilbert.




    1.1. IDAS & VINDAS





    David Hilbert nasceu em 23 de janeiro de 1862, em Wehlau, localidade próxima a Königsberg6, capital da Prússia Oriental, conhecida pelo histórico problema das Sete Pontes de Königsberg, resolvido por Euler (1736), que deu origem à teoria dos grafos.




    Seu pai, Otto Hilbert, era juiz de condado na época de seu nascimento e sua mãe, Maria Therese, filha de um negociante, tinha interesse nas ciências. Sua educação teve por base o aprimoramento das virtudes prussianas de seu pai, como pontualidade, fidelidade ao dever, diligência, disciplina e respeito pelas leis, além da leveza e curiosidade científica de sua mãe.




    Parte de sua infância se passou em meio aos conflitos que fizeram parte do processo de unificação da Alemanha com a Prússia, oficialmente realizado em 1871. No ínterim, seu pai assumiu novo cargo de juiz em Königsberg e se mudou com toda a família.




    Até a idade de oito anos, Hilbert estudou em casa orientado, supõe-se por sua mãe, e, “cresce banhado pelas tradições em torno da figura do filósofo Immanuel Kant, filho da terra, e cujas palavras lhe permeariam a infância.”7 Para Kant8, a matemática era uma forma de conhecimento que só poderia ser adquirida a partir da razão pura e certamente suas ideias exerceram grande influência sobre Hilbert.




    Em 1870, entrou oficialmente para a Vorschule da Royal Friedrichskolleg, onde recebeu a educação básica necessária para ingresso no Gymnasium. Até então, a instrução recebida se limitava aos aspectos mais simples de sua língua materna e rudimentos da aritmética básica.




    O Friedrichskolleg Gymnasium, onde foi admitido em 1872, era uma conceituada instituição de ensino, tradicional e rígida em seu currículo, centrada no estudo do latim e do grego. Para Hilbert, porém, não existiam ali oportunidades para pensamentos independentes e criativos. O estudo das ciências não era oferecido e a matemática era relegada a segundo plano. Mesmo assim, era a única área pela qual tinha algum destacado interesse.




    No seu último ano nesta instituição, 1879, Hilbert foi transferido para o Wilhelm Gymnasium, cujo currículo encorajava a criatividade e era mais voltado para a matemática. Nesse momento então, incentivado por seus professores, demonstrou vivo interesse e compreensão acirrada dos conceitos matemáticos, primeiros sinais de suas extremas habilidades na área.




    No inverno de 1880, Hilbert foi admitido na Universidade de Königsberg, uma das mais conceituadas de seu tempo, por onde passaram professores como Jacobi, Richelot e Neumann, este último fundador do primeiro instituto de física teórica de uma universidade alemã. Contrariando a tradição familiar em advocacia, Hilbert se matriculou no curso de matemática, parte integrante da faculdade de filosofia.




    Durante os quatro anos seguintes, assistiu a diversos cursos, como os de Weber, colaborador de Dedekind, e de Lindemann, que acabara de provar a transcendência de π (1882). No mesmo período, cursou também um semestre na Universidade de Heidelberg, assistindo aos cursos de equações diferenciais de Fuchs.




    Nesse tempo de estudante universitário, Hilbert veio a conhecer seu melhor amigo Minkowski, além de Hurwitz, dois dentre todos aqueles que exerceram grande influência sobre seus trabalhos, e cuja amizade lhe proporcionou intermináveis caminhadas e conversas sobre matemática nos arredores de Königsberg.




    Minkowski tinha sido admitido na universidade um semestre antes de Hilbert e seu talento em matemática era reconhecido por todos. Tinha passado um ano em Berlim e em 1883 recebeu, aos 18 anos, o Grand Prix des Sciences Mathématiques da Academia de Ciências de Paris ao resolver um problema proposto em 1881 – o cálculo do número de decomposições distintas de um número inteiro como soma de cinco quadrados - que serviu de base para sua tese de doutorado, defendida em 1885.




    Na primavera de 1884, foi a vez de Hurwitz, aos 25 anos, se estabelecer em Königsberg como professor Extraordinarius9.




    A convivência com esses amigos proporcionou a Hilbert ampla visão da matemática contemporânea e das diversas escolas existentes na Alemanha naquele momento, como os estudos em geometria de Klein e a algébrico-analítica em Berlim, com professores do porte de Weierstrass, Kummer e Kronecker.




    ∞




    Completados os quatro anos necessários para a finalização do doutorado, Hilbert acata a sugestão de Lindemann, seu orientador, e se dedica a resolver um problema em aberto da teoria dos invariantes algébricos10, tema de muito interesse nos círculos matemáticos da época, tendo pleno sucesso. Em 11 de dezembro de 1884, Hilbert é aprovado no exame oral e se torna apto para o processo de defesa pública11 com questões de caráter científico, realizado em 7 de fevereiro de 1885.




    O título de Doutor foi apenas o começo de uma bem-sucedida carreira acadêmica. Para exercer a docência na universidade seria necessário ainda ser aprovado no Habilitation12, apresentando um segundo trabalho original, de maior alcance que sua tese de doutorado. Desta forma, obteria o título denominado venia legendi13 e poderia aceder ao Privatdozent. Nesse meio tempo, Hilbert foi aprovado em maio de 1885 no exame estatal para professor de escola secundária, o Staatlich Prüfung.




    Sua preparação para o Habilitation incluía ampliar seu campo de interesses e se aprofundar em teoria dos invariantes. Sendo assim, Hilbert aceita uma sugestão de Hurwitz e resolve passar um semestre em Leipzig, onde se encontravam outros pesquisadores desta área, além de Klein, figura já lendária no meio matemático.




    Aos 23 anos, este tinha obtido uma cadeira na Universidade de Erlangen e em sua aula inaugural apresentou um programa de unificação de todas as geometrias existentes (Programa de Erlangen), por meio de grupos de transformações. Hilbert assistiu a seus cursos e teve participação brilhante nos seminários, o que chamou a atenção de Klein, a ponto de lhe sugerir que fosse passar um semestre em Paris, então um centro de excelência em matemática, antes de seu retorno a Königsberg. Além do contato com vários matemáticos franceses de renome como Jordan, Hadamard, Picard e Poincaré, dentre outros, o maior proveito de Hilbert nesta viagem, foram os encontros com Hermite, cujas conversas giravam em torno da teoria dos invariantes.




    Hermite o aconselhou a tratar de duas questões específicas: a generalização das leis de reciprocidade para formas ternárias e a solução do problema mais importante dessa teoria: a busca de uma base de invariantes para polinômios de três ou mais variáveis, o Problema de Gordan. Encorajado por tais conselhos, Hilbert deixou Paris com novo ânimo, passando por Göttingen para visitar Klein, recém-admitido, e Berlin, onde manteve contato com Kronecker.




    De volta a Königsberg, Hilbert termina de escrever seu trabalho para o Habilitation, ainda envolvendo a teoria dos invariantes, e o apresenta em julho de 1886; aprovado, consegue se estabelecer como Privatdozent. Observe-se que Klein teria desejado que o trabalho fosse apresentado numa universidade de maior destaque, onde Hilbert pudesse interagir mais fortemente com outros especialistas e tivesse acesso a melhores oportunidades de docência e pesquisa. Este, porém, preferiu se manter em sua zona de conforto com a proximidade de Lindemann e o estímulo de amigos como Hurwitz. O isolamento de Königsberg seria superado com visitas frequentes a outras universidades alemãs que lhe proporcionaram ampla familiaridade com as diversas correntes e controvérsias em discussões com influentes matemáticos da época. Vista como um todo, sua obra foi construída a partir desse conhecimento, adquirido com base teórica formada por métodos investigativos inovadores e muitas vezes surpreendentes.




    Em seu primeiro ano como Privatdozent, Hilbert lecionaria sobre diferentes assuntos, o que o auxiliaria a completar também sua própria formação docente, se dedicando assim a seguir os conselhos de Hermite.




    TEORIA DOS INVARIANTES




    No início de 1888, Hilbert reassume seu projeto de viagens e tem como primeira escala a Universidade de Erlangen - Nuremberg, onde se encontraria com Gordan, que vinte anos antes havia conseguido provar a existência de uma base finita de invariantes para o caso de formas binárias de qualquer grau. O resultado foi então estendido para a existência de uma base finita de invariantes algébricos simultâneos para qualquer sistema finito de formas binárias. A demonstração utilizava métodos construtivos complexos, o que envolvia muitos cálculos, necessários para a exibição da base procurada.




    Porém, para o caso de formas ternárias, o problema se encontrava em aberto e era seu principal objeto de estudo: obter um resultado semelhante para polinômios de três ou mais variáveis, conhecido como o Problema de Gordan. As conversas e reuniões entre eles marcaram a direção tomada por Hilbert que, a partir de então, passou a se dedicar de forma intensa na resolução do problema.




    Pouco tempo depois, Hilbert escreveu a Klein “[...] com a ajuda estimulante do professor Gordan, uma sequência infinita de inspirações nasceu em mim e me veio uma demonstração maravilhosamente curta e precisa da finitude dos sistemas de formas binárias.”14 Sua demonstração não construtiva, era mais simples e original que a de Gordan que, ao tomar conhecimento e averiguar o método de demonstração empregado, a classificou como teologia15.




    A partir deste momento se definiria sua predileção pelo método axiomático, o que permearia toda a sua obra. Em 1890, ele apresentou a resolução final do Problema de Gordan, o resultado tão esperado para polinômios de três ou mais variáveis, demonstrando o Teorema Fundamental da Teoria dos Invariantes:




    A álgebra A dos invariantes associados a qualquer família finita de formas n - árias é sempre finitamente gerada, ou seja, para qualquer g∈ A, existe uma família finita de invariantes f1 , f2 , f3 ,…, fr e um polinômio P com r variáveis, tal que g pode ser escrito na forma g = P ( f1 , f2 , f3 ,…, fr).




    Na resolução do problema, Hilbert o reduz a uma série de resultados gerais que impulsionariam muitos outros em áreas como a geometria algébrica, a teoria dos números e a álgebra comutativa. Em particular, foi preciso provar dois importantes resultados:




    I. uma generalização do Teorema Fundamental da Álgebra, importante resultado em geometria algébrica, que relaciona variedades e ideais16 em anéis de polinômios sobre corpos algebricamente fechados, o chamado Nullstellensatz17 (teorema dos zeros de Hilbert).




    II. o Teorema da Base de Hilbert18, de vital importância para o posterior desenvolvimento da álgebra comutativa em geral e da geometria algébrica em particular.




    É importante assinalar que a demonstração de Hilbert ultrapassa os limites do que se queria de fato acrescentar à teoria dos invariantes algébricos, ao apresentar técnicas inovadoras importantes e considerar o conjunto dos invariantes como uma estrutura algébrica19, um ideal, objeto de estudo de Kronecker e Dedekind, que utilizavam o conceito para descrever sistemas de números ou funções. O problema é assim recolocado numa perspectiva abstrata absoluta e, como consequência, estabelece novos caminhos para o estudo das estruturas algébricas tendo em vista a sua aplicação em níveis subjacentes dos objetos estudados. Esta visão será retomada na década de vinte por Emily Noether e sua escola.




    Àquela altura, a novidade da técnica impressionou, fruto da necessidade de introduzir novos conceitos e métodos para avançar no estudo de alguns problemas clássicos. Porém, a demonstração não era construtiva. Tratava-se de um teorema geral de existência, um método indireto de demonstração, adotado por Hilbert em caráter mais geral.




    [...] The value of pure existence proof consists precisely in that the individual construction is eliminated by them, and many different constructions are subsumed under one fundamental idea so that only what is essential to the proof stands out clearly; brevity and economy of thought are the raisons d’être of existence proofs. […] To prohibit existence statements […] is tantamount to relinquishing the science of mathematics altogether.20




    Os métodos diretos de demonstração têm uma vantagem evidente por nos dar uma resposta explícita do que procuramos e que pode servir em outros contextos. Trata-se de, com recursos algébricos, fazer uma manipulação rotineira de símbolos. Porém, quando o problema é desconhecido e não sabemos com certeza se tem solução, essa forma de fazer matemática pode ser frustrante e demorada, sendo preciso uma inspiração única para encontrar o caminho que leva à solução desejada.




    Já os indiretos, como as provas de existência ou as demonstrações por recorrência ou indução, tem por objetivo fundamental provar que algo existe ou não. Em geral, no caminho que se percorre, surgem conceitos novos e resultados auxiliares. As demonstrações assim direcionadas deixam muitas vezes pistas para determinar um procedimento de cálculo para o que se acaba de mostrar a existência.




    Porém, muitos especialistas não aceitavam esse tipo de demonstração e os argumentos envolvidos. Ao enviar seu trabalho para publicação no prestigiado Mathematische Annalen21, Klein, então editor-chefe, pediu que Gordan fizesse a revisão. Em resposta, Gordan não contestou a importância e validade do resultado, mas sim, a validade e clareza da etapa indutiva da demonstração. Hilbert, no entanto, se recusou a fazer quaisquer alterações no seu trabalho que já havia sido revisto e aprovado por outros especialistas na área. Klein passou então uma semana com Gordan para acalmar os ânimos e, a seguir, decidiu aprovar a publicação.




    Restava ainda silenciar opositores, como Kronecker, de grande influência no pensamento matemático e política científica alemã da época, e que tinha concepções diferentes sobre métodos indiretos como o utilizado por Hilbert. A seu ver, demonstrações de existência deveriam passar forçosamente pela construção e exibição do objeto cuja existência se desejava provar. Ver para crer! Sua forma de trabalho priorizava os procedimentos algoritmos explícitos, identificado como um finitista ferrenho que não aceitava a existência de números transcendentes e quiçá dos números algébricos mesmo sob certas condições.




    Kronecker defendia um formato comum para tratar de todos os problemas da matemática, por meio das propriedades de polinômios com um número finito de variáveis sobre o corpo dos racionais ou corpos cujos elementos fossem definidos como quocientes de tais polinômios22. Sua visão da matemática a colocava como um domínio que incluía toda a teoria dos números algébricos e a geometria algébrica que deveriam ser concebidas como duas metades do mesmo sujeito. Os elementos básicos seriam, de um lado, os inteiros e racionais; de outro, as variáveis. Estes elementos poderiam se combinar de acordo com as quatro operações da aritmética básica e a extração de raízes era substituída pela equação correspondente. Por exemplo, a consideração de √5 seria substituída pela da variával x na equação x2 – 5 = 0. Seu programa de trabalho era aceito por alguns matemáticos e ele o justificava de forma pragmática ao considerar que seria mais fácil estudar problemas teóricos da álgebra considerando uma equação e todas as suas raízes do que apenas uma solução particular. Sobre os números algébricos, Kronecker dizia ser contraproducente considerá-los separadamente, isolados e sem ligação com as equações que os definiam.




    Hilbert assumia posição contrária. Para ele, os procedimentos construtivos necessários para desenvolver um algoritmo se constituíam muitas vezes em obstáculos para a resolução de problemas. No entanto, para responder às críticas, decidiu abordar o assunto de forma construtiva, reduzindo os cálculos a certas questões envolvendo anéis e que tinham sido previamente estudadas por Kronecker e seus seguidores, conhecedores de métodos construtivos de resolução; uma estratégia talvez, para evitar o enfrentamento. Ao longo do trabalho, utilizou uma série de ideias e técnicas que iriam revolucionar a geometria algébrica. O trabalho foi publicado por Klein em 1893. Mas a partir daí, Hilbert passou a ser conhecedor e adversário dos pontos de vista de Kronecker, aos quais se referia apenas para refutá-los.




    Para os matemáticos no entorno, a partir de então ficaram evidentes e, até certo ponto assustadores, esses aspectos do conceito de demonstração em matemática para Hilbert, e que viriam a ser adotados por ele na maioria de seus trabalhos posteriores.




    [...]A characteristic feature of Hilbert’s method is a peculiarly direct attack on problems, unfettered by algorithms; He always goes back to the questions in their original simplicity. […] His strength, equally disdainful of the convulsion of the Herculean efforts and of surprising tricks and ruses, is combined with an uncompromising purity.23




    ∞




    Os anos seguintes foram de muitas mudanças. Hilbert se casa com uma prima em 1892, Käthe Jerosh. Em 1893, nasce seu único filho, Franz Hilbert e, no mesmo ano, Hurwitz aceita uma posição no Instituto de Tecnologia de Zurique e indica Hilbert para ser professor Extraordinarius em Königsberg. Pouco depois, Lindemann assume o cargo de Ordinarius na Universidade de Munique, sendo substituído por Hilbert que, por sua vez, em 1894, indica Minkowski para seu cargo anterior vago.




    Em dezembro, Hilbert foi convidado por Klein a assumir o cargo de Ordinarius em Göttingen. Aceito o convite, lá chegou na primavera de 1895. Esta pequena cidade, consagrada ao estudo da matemática, seria o seu porto seguro até o fim de sua carreira. A influência de Hilbert na ciência do séc. XX se deveria não apenas ao sucesso de suas pesquisas e resultados, mas também aos seus estudantes e à vida matemática de Göttingen.




    TEORIA DOS NÚMEROS




    Nesse meio tempo, Minkowski explorava a aritmética das formas quadráticas em n variáveis, e suas pesquisas sobre esse tópico o levavam a considerar certas propriedades geométricas em um espaço com n dimensões. Suas pesquisas nesse campo culminaram na apresentação de um método geométrico que viria a resolver inúmeros problemas de teoria dos números, a geometria algébrica24. Por conta disso, o tema mais recorrente das conversas com o amigo Hilbert era a teoria dos números.




    Tratava-se de uma área cuja tradição alemã havia começado com Gauss, o grande nome da matemática durante a primeira metade do séc. XIX, para o qual, a aritmética tinha um profundo significado e a colocava no patamar de “rainha da matemática”. Porém, não havia unanimidade quanto a isso. Para muitos, mesmo com problemas importantes, o tema não passava da manipulação de resultados menores sem levar a lugar algum.




    Hilbert, por sua vez, considerava que muitos matemáticos brilhantes tinham pesquisas na área e ainda o faziam por conta de sua importância em outros domínios da matemática de relevância inquestionável. Antes mesmo de abandonar a teoria dos invariantes, no início de 1891, ele já apresentava novas provas da transcendência do número π e do neperiano, mais simples e diretas do que as de Hermite e Lindemann. Hilbert volta-se então para a teoria dos números algébricos25, ramo em ascensão na segunda metade do séc. XIX, por conta da evidência dos trabalhos de Kummer, Dedekind e Kronecker.




    O ramo teve sua origem quando Gauss levou a teoria dos números para além dos inteiros e racionais e considerou o anel dos inteiros algébricos26, Z[i]= {a+bi;a,b ∈Z}. Em seus trabalhos sobre resíduos quadráticos, ele mostra que neste anel, a fatoração em elementos primos existe e é única, a menos da ordem dos fatores. Retomando a questão, Kummer, por conta de investigações acerca do último Teorema de Fermat, abordou o problema da fatoração de elementos irredutíveis27 em um anel qualquer de inteiros algébricos. Como em tais anéis, em geral, não vale a propriedade da fatoração única em números primos, Kummer foi levado a criar o conceito de número ideal28, para os quais provou um teorema de fatoração única. Procedendo assim, abordou e resolveu muitos casos particulares relativos ao Último Teorema de Fermat. Mais tarde, Dedekind introduziu a noção atual de ideal de um anel e obteve resultados estruturais importantes. Em especial, ambos, de forma independente e por métodos diferenciados, provaram um resultado análogo do teorema fatoração única de um inteiro, desta vez para ideais: Todo ideal não vazio de um anel de números inteiros de um corpo pode ser decomposto de forma única como um produto de ideais primos29 do mesmo anel.




    Pois bem, Hilbert apresenta uma nova demonstração deste resultado, na qual, pela primeira vez, utiliza sistematicamente conjuntos infinitos. O que não era de se estranhar já que a formulação de Dedekind para a teoria dos ideais dependia essencialmente de seu uso, porém apenas dos finitamente gerados.




    A prova foi exibida na reunião anual da Deutsche Mathematiker-Vereinigung30 - DMV, realizada em Munique, em setembro de 1893.




    Por conta de tal sucesso, é provável que o prestígio dos amigos tenha sido a motivação para que, a seguir, a DMV os convidasse a preparar um relatório sobre o estado das pesquisas desenvolvidas e resultados já consolidados em teoria dos números. Foi decidido que Hilbert pesquisaria sobre a teoria dos números algébricos e Minkowski trabalharia nos aspectos geométricos da teoria dos números. Este último se retirou do projeto que ficou inteiramente a cargo de Hilbert, responsável pelos resultados mais avançados.




    Em 1897, a obra estava concluída com 350 páginas: Die Theorie der algebraischen Zahlkörper31 (conhecida por Zahlbericht); rigorosa, sistematizada e colocando em ordem a enorme quantidade de resultados dispersos existentes à época, uma brilhante síntese dos trabalhos de Kummer, Kronecker e Dedekind. Mas não apenas isso. O texto também continha as próprias ideias de Hilbert que utilizava muitas das técnicas que havia desenvolvido em teoria dos invariantes, com extrema manipulação dos procedimentos da álgebra abstrata.




    [...] Thus we see how far arithmetic, the Queen of mathematics, has conquered broad areas of algebra and function theory to become their leader. […] Nowadays the erratic progress characteristic of the earliest stages of development of a subject has been replaced by steady and continuous progress through the systematic construction of the theory of algebraic number fields. The conclusion, if I am not mistaken, is that above all the modern development of pure mathematics takes place under the banner of number: the definitions given by Dedekind and Kronecker of the concept of number lead to an arithmetization of function theory and serve to realize the principle that, even in function theory, a fact can be regarded as proven only when in the last instance it has been reduced to relations between rational integers.32




    É preciso destacar a importância que Hilbert relega então às técnicas da teoria dos conjuntos, não apenas no que diz respeito aos desenvolvimentos de Cantor, mas principalmente até então, aos trabalhos de Dedekind que revolucionaram a álgebra.




    Sobre este último, pouco se estranha já que Hilbert, quando universitário, fora aluno de um de seus colaboradores, Weber, primeiro a utilizar a teoria dos conjuntos num livro de álgebra. Quanto a Cantor, tratava-se de uma esplêndida novidade, trazida por Minkowski que, ao ministrar um curso sobre o infinito em 1895, lhe escreveu:




    [...] The “actual infinite’is an expression that I took from a paper by Cantor, and for the most part I included in my lectures theorems of Cantor which have a general interest. Only a few did not want to believe in them. The actual infinite in nature, about which I mainly spoke … was the positions of points in space … On this occasion I perceived anew that Cantor is one of the most ingenious living mathematicians. His purely abstract definitions of the power [cardinal number] of points on a line segment with the help of the so-called transfinite numbers is really wonderful.33




    Porém, vieram a se conhecer apenas em 1897, quando de uma visita de Cantor a Göttingen. A partir de então, ambos mantiveram extensa correspondência e Hilbert, em princípio, claramente assumiu a defesa dos transfinitos de Cantor. No Nachlass de Hilbert podem ser encontradas algumas notas de dois cursos de férias, ministrados em 1898 para professores do secundário. Num deles, identificado por Feriencursus: über den Begriff des Unendlichen – Ostern 189834, Hilbert quis mostrar a conexão entre a matemática dita escolar e as recentes pesquisas, utilizando o que ele considerava o mais importante conceito da área: o infinito.35 Ele destaca ainda o tratamento equivocado até então ao se tentar transferir as propriedades de conjuntos finitos para os infinitos, em contraste com o moderno tratamento dado pelos cardinais transfinitos de Cantor. Na Alemanha, Hilbert foi o primeiro a oferecer cursos sobre a teoria dos conjuntos. Amor à primeira, segunda e terceira vistas. A partir de então, Hilbert defenderia Cantor e seu paraíso como se de si mesmo fosse.




    O Zahlbericht se constituiu em obra de referência e direcionou muitas das pesquisas relacionadas no séc. XX.




    […] not really a Bericht in the conventional sense of the word, but rather a piece of original research revealing that Hilbert was no mere specialist, however gifted. ... he not only synthesized the results of prior investigations ... but also fashioned new concepts that shaped the course of research on algebraic number theory for many years to come.36




    Nos anos seguintes, Hilbert se dedicou ainda a investigar muitos aspectos da teoria dos números, publicando em 1898 um trabalho sobre as leis de reciprocidade de ordem superior. Em 1899 e 1902, apresentou uma análise exaustiva da aritmética das extensões quadráticas em corpos de números algébricos, que havia começado a desenvolver anos antes.




    Um pouco mais tarde, recuperando-se de uma crise de estafa em 1908, Hilbert ainda resolveu abordar um dos problemas em aberto na teoria, o chamado Problema de Waring, enunciado por Waring em 1770 em sua obra Meditationes Algebraicae37, sem demonstração: Para cada inteiro n existe outro inteiro associado k(n), de tal forma que qualquer inteiro m pode ser representado pela soma de, no máximo, k(n) potências de ordem n.




    A seguir, no mesmo ano, Lagrange provou que todo inteiro é soma de quatro quadrados, ou seja, k(2) = 4. Por exemplo, 14 = 12 + 12 + 22 +32. Muito se passou até que, em 1859, Liouville provou que k(4) ≤ 53 e vários outros autores obtiveram cotas para k(n), quando 2 ≤ n ≤ 10. Daí para frente, pouco se avançou na direção de uma prova geral.




    Então, em dezembro de 1908, Hilbert resolve a questão e prova a conjectura, confirmando mais uma vez sua força intelectual na abordagem de problemas da área. O método, como seria de se esperar, levou a marca de Hilbert: a prova apresentada foi de natureza existencial, sem exibição explícita de k(n).




    GEOMETRIA




    Ainda no decorrer da elaboração do Zahlbericht, durante o inverno de 1898/1899, Hilbert surpreendeu a todos ao oferecer um curso sobre os fundamentos da geometria euclidiana, Grundlagen der Euklidischen Geometrie38, além de anunciar uma série de outros cursos similares. Aparentemente Hilbert fazia uma de suas habituais mudanças de rumo no decurso de suas investigações em matemática. Mas, o que desconheciam é que ele já se encaminhava para tal desde os tempos em Königsberg. Tratava-se, portanto, de mais um aprofundamento da visão abstrata e estrutural da matemática que Hilbert possuía.




    Mas qual foi o caminho trilhado até chegar nesse interesse nada casual, os fundamentos da geometria?




    Comecemos então por tratar sucintamente da geometria naquele tempo, nos estendendo um pouco mais, por conta da importância do método axiomático que irá permear toda a obra de nosso principal personagem.




    ∞




    O séc. XIX se caracterizou por um grande desenvolvimento da geometria. Foram criados novos ramos como a geometria projetiva, a geometria diferencial e as geometrias não euclidianas, hiperbólica de Gauss e Bolyai; e elíptica de Riemann.




    Nesta perspectiva, surgiram diversas propostas de fundamentação e unificação, com destaque para a de Klein.




    Pietropaolo & Silva (2014, p. 305 - 307) enfatizam que, no ano de 1870, Felix Klein, com seu professor Sophus Lie, se reuniram em Paris com o matemático Jordan, um pesquisador dedicado a difundir os estudos de Galois para estudar os recentes avanços obtidos no estudo das simetrias. Jordan explicita que as isometrias estavam organizadas em dois grupos: discretos e contínuos: no primeiro caso, eram grupos formados por isometrias de cristais; no segundo, constituídos por isometrias que notoriamente se modificavam, passando de um conjunto de transformações geométricas aplicado a pontos ou figuras no plano para outro conjunto de transformações quando se modificavam os coeficientes das equações que caracterizavam a isometria. Dessa maneira, uma rotação aplicada a um ponto do plano poderia facilmente ser transformada em reflexão ou translação aplicada no mesmo ponto, modificando os coeficientes da equação de rotação.




    Em seu trabalho, Klein conclui que as propriedades dos entes geométricos permanecem invariantes, independentemente do conjunto de transformações aplicado sobre ele. Jordan acreditava que esse grupo contínuo de transformações constituía a geometria euclidiana e a geometria afim, e que a teoria dos grupos seria utilizada no futuro para reestruturar as diferentes geometrias.




    Depois de estudar com Jordan as pesquisas de Galois referentes a esse tema, Klein e Lie decidem se dedicar integralmente a formalizar uma teoria para o estudo dos grupos contínuos. Em 1870, Sophus Lie fundamenta sua teoria para os conjuntos de transformações relacionando-os aos sistemas algébricos. Depois de estudar as diversas propriedades de curvas tangentes no plano, Lie definiu as estruturas dos conjuntos de transformações. A teoria de Lie permitiu caracterizar as propriedades dos grupos e subgrupos de transformações geométricas.




    Em 1872, Klein torna-se professor da Universidade de Erlangen e, no mesmo ano, apresenta um programa expondo uma nova estruturação para a geometria fundamentada nas teorias de Lie para os grupos contínuos de transformações, que passou a ser conhecido como Programa de Erlangen.




    Nesse programa, Klein utiliza as transformações geométricas para relacionar as geometrias. Para ele, a geometria é o campo da matemática que estuda as propriedades das figuras que permanecem invariantes diante da aplicação de um determinado conjunto de transformações. Ou seja, seria definida em uma determinada dimensão por um certo grupo de transformações que interagem nessa dimensão. Modificando as estruturas desses grupos, criam-se outros grupos, e dessa maneira outras geometrias. Os grupos de transformações afins são criados por alterações estruturais do grupo das isometrias, os quais constituem a geometria euclidiana. O mesmo ocorre com as transformações projetivas concebidas a partir de alterações do grupo afim. Partindo-se do grupo projetivo de transformações, são criadas as geometrias não euclidianas.




    Mas existiam ainda as propostas envolvendo a utilização do método axiomático, como a de Lie que, seguindo as teorias de Klein, também tinham por base a utilização de grupos de transformações, e a de Pasch.




    Este último, o que melhor representa o enfoque axiomático em geometria até então, foi quem teve provavelmente o maior impacto no pensamento de Hilbert, ao propor uma axiomatização da geometria considerando apenas a intuição empírica e o uso da lógica. Em seu livro Vorlesungen über neuere Geometrie39(1882), Pasch demonstra teoremas fundamentais da geometria projetiva a partir de um conjunto finito de axiomas, deduções puramente lógicas e sem utilizar coordenadas nem diagramas de qualquer espécie. Além disso, considerou axiomas de medida, na tentativa de definir uma ordem no plano euclidiano. O mais importante deles, o Axioma de Pasch40, complementa a geometria euclidiana e, uma de suas variações mais modernas é conhecida como Postulado da Separação do Plano41. Pasch teve muita influência na escola de matemáticos italianos preocupados com os aspectos formais e lógicos das axiomatizações da geometria e da aritmética, cujo representante mais expressivo foi Peano.




    Mas ... voltemos a Hilbert e seu caminho em direção à geometria.




    O suposto estranho interesse em 1899 pela geometria, não era tão estranho assim. De fato, ele já tinha certa experiência no tema, de seu tempo de aluno e ao ministrar cursos ainda em Königsberg. Ao todo foram 14 cursos, dos quais, geometria linear no início de 1889, teoria das curvas algébricas planas em 1890 e geometria projetiva em 189142.




    Neste último, Hilbert, logo de início, apresentou os três diferentes enfoques com que se poderia, a seu ver, abordar o estudo da geometria: o intuitivo, presente na geometria escolar e projetiva, além da topologia, de caráter estético e pedagógico; o axiomático, no qual Hilbert tinha um interesse epistemológico; e o analítico, com uso de coordenadas, sem dúvida o mais importante para a matemática, já que permite se chegar a resultados mais gerais e profundos. Além disso, renunciando ao uso de coordenadas, Hilbert baseava suas demonstrações em propriedades elementares sobre incidência de retas, pontos e planos; e o uso da lógica. Não descrevia os princípios fundamentais nem estudava os axiomas por si só e suas possíveis correlações e dependência. Estava interessado nas questões fundacionais associadas à geometria projetiva, independente de axiomas.




    Em 1893, Hilbert participou de uma reunião da DMV em Halle onde assistiu a uma conferência de Wiener sobre os fundamentos da geometria. Os argumentos apresentados lhe impressionaram, ao defenderem ser desnecessário ater-se a ideias preconcebidas de elementos ideais como ponto, reta e plano, bastando apenas a coesão entre os conceitos e a dedução lógica adequada entre os mesmos. Wiener afirmava também que era possível provar os teoremas fundamentais da geometria projetiva e, em particular, os teoremas de Desargues, de Pascal e de Pappus, sem recorrer a argumentos de continuidade.




    No mesmo ano, Hilbert anunciou outro curso de geometria, dessa vez sobre as geometrias não euclidianas, adotando o enfoque axiomático de Pasch e partilhando ideias de Wiener. Ele toma para si o fato de que os axiomas podem revelar um caráter especial da geometria como ciência natural, já que os mesmos são elencados a partir da experiência, do uso direto de nossos sentidos. O curso teve apenas um inscrito e Hilbert se propôs a ofertá-lo novamente no ano seguinte, 1894, dessa vez com o nome de “fundamentos da geometria”.




    No período que se seguiu, Hilbert se dedicou a ampliar seus conhecimentos sobre a aplicação do método axiomático em geometria, como o trabalho de Peano, uma versão dos resultados de Pasch, um tipo de tradução para uma linguagem da lógica simbólica que ele mesmo tinha inventado, e ainda, a proposta de Hertz para a fundamentação da mecânica.




    Em seu enfoque para tratar as diferentes teorias, Hertz afirma que uma teoria da física nada mais é do que uma imagem que formamos de certo conjunto de fenômenos da natureza.




    Então, já que podemos formar imagens distintas do mesmo fenômeno, que critérios poderíamos utilizar para afirmar que uma imagem é melhor que outra? Para tentar responder a este questionamento, Hertz introduziu os conceitos de permissibilidade, correção e adequação de uma imagem: é permissível se não contradiz as leis da lógica; sendo permissível, é correta se suas relações internas não contradizem as relações entre os objetos que a descrevem na natureza; finalmente, entre as imagens permissíveis corretas da mesma imagem, a mais adequada será a mais simples.




    Há um paralelismo importante entre os conceitos de permissibilidade e correção de Hertz e os conceitos de consistência e completude de Hilbert para uma teoria da matemática. Para Hilbert, consistência tem a ver com a impossibilidade de obter contradições internas na própria teoria e a completude garante que todas as afirmações verdadeiras no contexto da teoria são dedutíveis do seu conjunto de axiomas.




    No inverno de 1898, já em Göttingen, Hilbert oferece a seus alunos um curso sobre os fundamentos da geometria euclidiana, uma prévia do que viria a ser sua obra de maior relevância.




    Já na conferência de abertura, Hilbert declarou mais uma vez o principal resultado que esperava obter a partir de uma axiomática envolvendo a fundamentação da geometria: por meio de axiomas, uma descrição completa dos seus fatos básicos, a partir dos quais todos os teoremas conhecidos poderiam ser derivados. E mencionou a fonte base para sua formulação: a introdução da obra Princípios de Mecânica de Hertz.43




    Hilbert afirma que esta metodologia não deveria se limitar à geometria, enfatizando explicitamente a afinidade essencial entre a geometria e as ciências naturais. Esse talvez seja o primeiro indício explícito das idéias de Hilbert na direção de um programa de fundamentação, via axiomatização, não somente para a matemática, mas também para outras ciências, como a física, em particular, a mecânica.




    Juntamente ao curso oferecido sobre os fundamentos da geometria, Hilbert aprimorou suas notas de aulas e escreveu uma monografia sobre o tema que se transformou num clássico. Seu texto apresentava uma proposta de axiomatização da geometria que superava de longe todas as outras anteriores, um sistema simples e completo de axiomas para provar todos os teoremas da geometria euclidiana, incluindo demonstrações de consistência e independência dos axiomas e uma análise do papel desempenhado pelas propriedades arquimediana44 e de completude45 na geometria.




    Porém, enquanto a axiomatização proposta por Euclides se baseava em evidências e intuição física, Hilbert assumiu uma posição diferente, assegurando que os conceitos de ponto, reta e plano, na verdade, não tinham relevância matemática. O que importava era o estabelecimento dos axiomas por meio da conexão entre tais objetos. A linguagem utilizada é a tradicional de Euclides, mas sem definições de noções primitivas, considerando os axiomas uma determinação implícita de tais noções. A proposições iniciais e teoremas seguem por dedução lógica, abstraindo a natureza dos objetos geométricos considerados. Os axiomas servem para caracterizar uma estrutura como em álgebra, dependente apenas das relações entre os objetos, e das leis que determinam as operações. O método axiomático assim empregado por Hilbert na geometria é tão abstrato quanto o método da álgebra.




    Além disso, como iremos perceber mais adiante, essa forma de “investigar” mostra claramente o modo como Hilbert manipula os procedimentos que necessita para chegar aos resultados que pressupõe serem válidos. Desta mesma forma iria agir em sua proposta de fundamentação da matemática.




    No sistema de Hilbert, cada conjunto particular de objetos matemáticos que verifique os axiomas é um modelo de geometria.




    Os vinte axiomas propostos por Hilbert estão divididos em cinco grupos, de acordo com as propriedades que se quer destacar: oito de incidência, quatro de ordem, cinco de congruência, dois de continuidade e o axioma das paralelas.




    Após a análise dos resultados oriundos de cada grupo, Hilbert apresentou um estudo sobre a independência dos axiomas e sua consistência, utilizando sistematicamente a construção de modelos: provar a independência de um axioma A em relação ao sistema de axiomas S, significa que o sistema de axiomas T, obtido ao se acrescentar em S a negação de A, deve ser consistente.




    Foi dessa forma que Hilbert mostrou a independência46 do seu sistema de axiomas e a sua consistência relativa47, construindo diversos modelos formados por números algébricos ou números reais, usando seu amplo conhecimento nestas áreas.




    Essa redução pode ser caracterizada como uma solidariedade lógica entre teorias diversas:




    Hilbert baseia o estudo da compatibilidade dos axiomas num método que chamaremos de solidariedade lógica. Em Ciência, o método utilizado para demonstrar a compatibilidade é o método de equivalência lógica desta ciência com outra ciência bem fundamentada e estruturada, ciência esta que não cabe motivos para se duvidar de seu corpo teórico. A equivalência lógica (para nós, solidariedade lógica daqui por diante) estabelecida por Hilbert foi feita entre a geometria e a aritmética. E seu principal objeto foi demonstrar a consistência da geometria via solidariedade lógica com a aritmética para poder demonstrar todos os teoremas da geometria de acordo com o corpo teórico por ele estabelecido.48




    Seu texto final, Grundlagen der Geometrie49, foi publicado pela DMV inicialmente em 1899, numa edição comemorativa (Festschrift) em homenagem a Gauss e Weber, eméritos de Göttingen, e continuou a ser reeditado, se transformando numa das maiores referências do uso do método axiomático em matemática, após Euclides e Legendre. As ideias subjacentes nele contidas iriam influenciar toda a matemática “moderna” do próximo século, sendo base para a corrente formalista em matemática.




    Segundo Plato (2006, p.492 - 494), revisor da edição transladada para o inglês e publicada em 2004 sobre o título David’s Hilbert’s Lectures on the Foundations of Geometry – 1891-1902:




    […] Hilbert’s book Grundlagen der Geometrie of 1899 has played a peculiar role in the development of the foundations of mathematics. It has been hailed as the dawn of a new era, as in Weyl’s 1944 paper ‘David Hilbert’s mathematical work’. However, Hilbert’s topic, the study of axiomatic geometry in the synthetic tradition of Euclid, has been an absolutely marginal field in 20th century mathematics. ... The importance of Hilbert’s geometry is to be searched elsewhere than in its influence on research in geometry, so out-dated after a century that journals dedicated to geometry would not even publish such material anymore. Hilbert’s role was rather, as Weyl emphasizes, to show the possibility of formalization of mathematical arguments to the extent that one can check their correctness without the need to think of their intuitive content. Thus, geometry gave a model for how to formalize mathematics and how to pose the central foundational questions, such as those of consistency, completeness, and decidability.50




    Por conta da publicação do Grundlagen der Geometrie, Hilbert recebeu a Medalha Lobachevsky51 em 1904.




    ∞




    No início de 1900, Hilbert estava no auge de sua carreira profissional, consagrado como matemático e reconhecido internacionalmente por suas muitas contribuições. Havia respeito a suas colocações e teorias, podendo oferecer opções e sugerir caminhos. Ele não se nega a fazê-lo.




    Identifica-se neste ano o que se pode considerar a primeira etapa de fato, na direção de um programa de fundamentação para a matemática, quando ele publica um artigo intitulado Über den Zahlbegriff, no oitavo volume do Jahresbericht DMV. Hilbert expõe explicitamente o problema que envolve a demonstração da consistência da aritmética e apresenta uma construção axiomática dos reais, além de uma defesa clara em favor do método axiomático contrapondo-o ao genético.




    PROBLEMAS MATEMÁTICOS – PARIS, 1900




    Ainda no início de 1900, Hilbert recebeu um convite dos mais importantes cujo aceite iria influenciar o desenvolvimento das pesquisas em matemática durante todo o século que se iniciava: proferir uma palestra plenária no 2º Congresso Internacional de Matemáticos que seria realizado em Paris, no verão. Havia a dúvida sobre qual tema abordar e, como em muitas outras ocasiões, Hilbert procurou os conselhos de Minkowski, de opinião que deveria escolher um tema mais técnico, tendo em vista a plateia de especialistas que estaria presente.




    No 1º Congresso, do qual havia participado em 1897, duas conferências o tinham impressionado: a primeira, de Hurwitz, bastante técnica, tratava da história da teoria das funções; a segunda, de Poincaré, o único matemático da época cuja amplitude de interesses e conhecimentos se comparava à de Hilbert, abordava um tema clássico na tradição científica de Göttingen, as relações entre a análise e a física matemática. Hilbert estava tentado a fazer uma conferência com caráter de réplica ao discurso de Poincaré, apresentando uma visão alternativa, em defesa do valor intrínseco da matemática. Porém, Minkowski o alertou sobre as afirmativas de Poincaré, expressas de modo vago e difíceis de serem contraditas e lhe sugeriu que aproveitasse a ocasião para uma discussão acerca da direção que deveria seguir o desenvolvimento da matemática no século que se iniciava52.




    A dúvida persistiu ainda por um bom tempo e apenas em meados de julho, o tema da conferência tinha sido escolhido e o texto estava pronto: Mathematische Probleme53, que continha uma lista de problemas cuja investigação acreditava ser crucial para o desenvolvimento da matemática do séc. XX.




    A apresentação oral da conferência foi realizada na manhã de 8 de agosto, com a participação de cerca de 250 matemáticos e começava com uma série de questionamentos:




    [...] Who of us would not be glad to lift the veil behind which the future lies hidden; to cast a glance at the next advances of our science and at the secrets of its development during future centuries? What particular goals will there be toward which the leading mathematical spirits of coming generations will strive? What new methods and new facts in the wide and rich field of mathematical thought will the new centuries disclose? 54




    Os problemas apresentados por Hilbert podem ser classificados em quatro grandes áreas: fundamentos da análise, geometria e física, teoria dos números, álgebra (invariantes, geometria algébrica) e análise (cálculo variacional e análise complexa). Alguns dos problemas tinham formulação mais geral, outros, mais específica; em outros ainda, uma vaga indicação de como se poderia estabelecer um plano de trabalho na busca da solução. Por conta do tempo disponível para a apresentação, Hilbert enumerou apenas os dez primeiros e posteriormente publicou um artigo estendendo a lista para 23 problemas. Cabe aqui, por conta do envolvimento com a questão dos fundamentos da matemática, destacarmos os seguintes problemas sugeridos:




    i) Provar a hipótese do contínuo55 de Cantor (1º) - Hilbert apresenta o seu primeiro problema da seguinte forma:




    [...] Depois de explanar o conceito de número cardinal de um conjunto, como introduzido por Cantor, afiança que “as investigações de Cantor de tais agregados de pontos sugere um teorema muito plausível, que, no entanto, apesar dos ingentes esforços, ninguém foi bem sucedido em prová-lo. Eis o teorema: Todo sistema de infinitos números reais, i.e., todo agregado de números (ou pontos) é ou equivalente ao agregado dos números naturais, 1, 2, 3, ... , ou ao agregado de todos os números reais e, portanto, ao continuum, isto é, aos pontos de uma reta; com respeito à equivalência, há, portanto, somente dois agregados de números, o agregado enumerável e o continuum. Desse teorema seguiria, imediatamente, que o continuum tem o número cardinal seguinte àquele do agregado enumerável; a demonstração desse teorema formaria, portanto, uma nova ponte entre o agregado enumerável e o continuum.56




    Na continuação, Hilbert define, ainda na linha de Cantor, o conceito de boa ordem57 e propõe a questão, também devida a Cantor, de bem ordenar o conjunto dos números reais. Hilbert sugere de fato a resolução de dois problemas. Em anos seguintes, Hilbert se dedicaria a tentar resolver tais questões, porém, sem sucesso.




    ii) Provar a consistência dos axiomas da aritmética (2o) – Hilbert estabeleceu a possibilidade de continuação natural de suas investigações a respeito dos fundamentos da geometria, confrontando os problemas e dúvidas advindos da associação entre os conceitos de consistência e existência, desta vez com relação à aritmética.




    iii) Axiomatizar teorias da física (6o) – Hilbert estava muito interessado na axiomatização de distintos ramos da física para lhe dar um formato semelhante ao que fez na geometria. Sua atenção se concentrava na mecânica e no cálculo de probabilidades (que estava associado a certas questões da física como a teoria cinético molecular).




    iv) Determinar, em um número finito de operações, se uma equação diofantina tem solução (10º) (conhecido como problema de decisão58 de Hilbert)59 – O problema foi recolocado por Hilbert em 1928 no âmbito da lógica: Um Entscheidungsproblem60 é resolvido quando conhecemos um procedimento que permite, para qualquer expressão lógica dada, decidir sua validade. Ele ainda impôs que tal procedimento deveria ser mecânico61 e seria usado para decidir se uma prova está correta ou não. Até meados de 1930 ele ainda acreditava que não existiria um problema insolúvel.




    Ao final da conferência, Hilbert concluiu com uma breve discussão: a lista de problemas que acabara de expor não apenas comprovava a variedade, riqueza e extensão da matemática, mas também sua unidade orgânica:




    [...] But, we ask, with the extension of mathematical knowledge will it not finally become impossible for the single investigator to embrace all departments of this knowledge? In answer let me point out how thoroughly it is ingrained in mathematical science that every real advance goes hand in hand with the invention of sharper tools and simpler methods which at the same time assist in understanding earlier theories and cast aside older more complicated developments. It is therefore possible for the individual investigator, when he makes these sharper tools and simpler methods his own, to find his way more easily in the various branches of mathematics than is possible in any other science. The organic unity of mathematics is inherent in the nature of this science, for mathematics is the foundation of all exactknowledge of natural phenomena. That it may completely fulfil this high mission, may the new century bring it gifted masters and many zealous and enthusiastic disciples. 62




    Da lista de Hilbert ainda existem problemas sem solução e alguns foram resolvidos por métodos que nem sequer Hilbert poderia prever, principalmente no que se refere a temas da lógica e dos fundamentos. O que de fato se pode afirmar com certeza é que a história dos problemas propostos por Hilbert e das pesquisas que suscitaram se confunde com a própria história da matemática do séc. XX.




    ANÁLISE - EQUAÇÕES INTEGRAIS




    A axiomatização praticada por Hilbert na geometria se traduzia por meio de uma definição axiomática dos números reais, insuficiente para o que se praticava em análise. Na resolução de problemas que envolviam convergência, por exemplo, era necessário passar pela teoria dos conjuntos ou por funções reais. Seria preciso, portanto, estabelecer novos axiomas e para tal, confrontar-se com os princípios essenciais presentes na resolução de problemas da análise.




    Com esta motivação, Hilbert passou a se interessar fortemente pelos principais problemas em análise, herdados do século anterior. Um deles já chamava sua atenção desde 1899, não apenas por seu envolvimento com a física, mas também pela questão das provas existenciais: o Princípio de Dirichlet63.




    Tratava-se da resolução de um problema bastante comum quando se pretende modelar fenômenos da física e envolve a busca de soluções para determinadas equações diferenciais parciais. Em muitos casos, os processos físicos que sustentavam tais equações eram considerados uma justificativa para garantir a existência de soluções, sem, no entanto, encontrá-las.




    Considerando a questão restrita ao plano, seja Ω um conjunto aberto com fronteira ∂Ω e uma função contínua h: ∂Ω → IR. O problema consistia em encontrar uma função u: [image: ] = Ω ∪ ∂Ω → IR, u ∈ C2 (Ω) que verificasse a equação de Laplace [image: ] e que assumisse um valor pré-fixado h na fronteira ∂Ω, ou seja, u = h em ∂Ω.




    A solução proposta por Green e posteriormente por Thompson e Dirichlet foi um dos primeiros exemplos de transformação de um problema de equações diferenciais parciais em uma questão do cálculo das variações: encontrar, equivalentemente, uma função [image: ] que minimize a equação integral [image: ], sendo [image: ], [image: ] e [image: ] contínuas em Ω + ∂Ω.




    A solução assim desenvolvida condicionava a resolução do problema à existência da função [image: ], assumida tacitamente por Dirichlet que considerou, por questões físicas, sua evidência imediata.




    Em 1854, Riemann, então aluno de Dirichlet, encontra uma integral similar em sua tese de doutorado sobre funções complexas e, de mesmo, assume a existência da função que a minimiza. Porém, muitas críticas surgiram, como as de Weierstrass, sobre a falta de rigor que envolvia o princípio, ao observar que a existência de solução para o problema na natureza não se caracterizava como uma demonstração matemática. De imediato, muitos contraexemplos surgiram para mostrar que nem sempre se alcançava o mínimo ou que o conjunto das funções dentre as quais se encontraria o mínimo era vazio. Assim, até 1870, o Princípio de Dirichlet foi colocado de lado, considerado apenas como objeto de interesse histórico.




    Em setembro de 1899, Hilbert apresenta um curto trabalho de apenas cinco páginas, no qual prova que, sob certas restrições acerca da fronteira ∂Ω, o Princípio de Dirichlet seria válido. O método utilizado baseava-se na utilização de sequências minimizantes para encontrar a solução do problema variacional e Hilbert ressaltaria que, além de sua simplicidade e transparência, teria a vantagem de envolver apenas a propriedade de minimização, sem recorrer à natureza do problema em física. Ele retoma a questão em 1901 com uma demonstração mais simples. Nascia assim a teoria variacional moderna!




    ∞




    No período de 1900 - 1912, Hilbert continuou com seu interesse pelo Princípio de Dirichlet e se dedicou ainda a estudos sobre a resolução de equações integrais, tema ainda árduo e especificamente relacionado com o Princípio de Dirichlet.




    Em 1900, o matemático sueco Fredhom, até então um desconhecido, surpreende a todos ao apresentar um método completo de resolução para as equações integrais de 2ª espécie, [image: ]. A divulgação desse resultado foi realizada em 1903 com a publicação de um artigo64, contendo os detalhes essenciais do que hoje é conhecido como a Alternativa de Fredholm65.




    Hilbert tomou conhecimento de tais resultados em 1901, quando outro matemático sueco, Holmgreen, visitou Göttingen e os expôs num de seus seminários. Percebeu então que existia uma analogia entre a teoria das equações integrais e alguns resultados da álgebra. Imediatamente o assunto passa a ter sua atenção prioritária, na certeza de que poderia nesta área agir da mesma forma de quando dos trabalhos sobre o Princípio de Dirichlet. Entre 1904 e 1912, Hilbert publicou seis artigos sobre equações integrais que foram posteriormente coletados e publicados em 191266.




    Por outro lado, as contribuições de Hilbert e de seus alunos nesta área são contemporâneas dos trabalhos de Lebesgue sobre a integral que lhe leva o nome (1902), e de Fréchet, sobre a teoria dos espaços métricos (1906). É importante, portanto, comentar que esta junção de resultados e estudos assentaram as bases da análise funcional, cujo objetivo é o estudo de espaços com um número infinito de dimensões.




    Neste mesmo período, Hilbert conseguiu importantes resultados como a decomposição de funções em séries que generalizam as séries de Fourier e desenvolve a teoria espectral (ou teoria dos espaços de Hilbert), que trata de espaços vetoriais de dimensão infinita munidos de um produto escalar, de importância ímpar para a então emergente mecânica quântica.




    [...] O espaço de Hilbert é bem acolhido por este ramo da Física por poder ser interpretado como uma generalização do espaço Euclidiano sem precisar estar restrito a um número finito de dimensões. Além disso, as noções de medições de distâncias, assim como as medições de ângulos, estão presentes devido ao fato de um espaço de Hilbert conter produto interno.67




    Sem dúvida, a passagem de Hilbert pelas equações integrais se constituiu num dos seus períodos mais profícuos, não apenas em contribuições para o tema, mas também em benefício de outras áreas como a física matemática, além das que vieram a surgir na esteira dos resultados de suas pesquisas.




    Mas voltemos a 1901!




    A presença de Hilbert em Göttingen atrai estudantes e matemáticos do mundo todo; o governo alemão lhe concede o título de Geheimrat68; Hilbert recebe o convite para ocupar uma cátedra vaga em Berlin após a morte de Fuchs e aproveita a ocasião para condicionar sua estadia em Göttingen à criação de uma cátedra para seu amigo Minkowski. Após dura negociação, conseguiu o que queria e em 1902 os amigos se reuniram definitivamente. Seguiu-se uma época de intensas atividades voltadas para o reconhecimento de Göttingen como centro do mundo científico:




    [...] The older man now devoted more and more of his time and energy to the realization of his dream of Göttingen as the center of the scientific world. Before the turn of the century he had brought together economic leaders and scientific specialists in an organization called the Göttingen Association for Advancement of Applied Mathematics and Mechanics. As a result of the activities of this group (familiarly known as the Association) the University was gradually being ringed by a series of scientific and technical institutes – the model for scientific-technological complexes which were later to grow up around various universities in America.69




    Em decorrência disso, em 1904, a presença de Hilbert já era esperada no 3º Congresso Internacional de Matemáticos que seria realizado em Heidelberg. Ele apresenta então um trabalho sobre os fundamentos da aritmética e da lógica, não exatamente uma prova de consistência, mas a indicação de um caminho a tomar. E propõe: um método para reduzir a aritmética ao estudo de certas coleções de fórmulas e símbolos extralógicos. Pela primeira vez, uma demonstração de consistência absoluta que teria por base a sintaxe e não a semântica. Hilbert se dedica intensamente a estas questões de fundamentação e, em paralelo, reassume seu interesse pela física e sua axiomatização.




    FÍSICA




    Hilbert não era exatamente um novato no tocante à física! Em 1897 já tinha participado de vários seminários sobre mecânica quântica juntamente com Klein e no inverno de 1898-1899, ministrou seu primeiro curso sobre o assunto em Göttingen. Ainda na sua passagem mais que frutífera pelas equações integrais, denotava-se o interesse de Hilbert pelo tema.




    Podemos, num primeiro momento, classificá-lo ainda sutil, com foco na matemática que esta ciência precisava para melhor se desenvolver, um interesse que se destacava pelo 6º problema enunciado, mais um tema entre muitos que a grande sede intelectual de Hilbert queria abraçar. Porém, um olhar mais apurado perceberá que era absolutamente coerente com sua trajetória científica até então.




    O trabalho de axiomatização da Geometria, finalizado imediatamente antes do Congresso de Paris, representou não apenas um sucesso matemático mas também um feito de grande significado simbólico uma vez que tratava exatamente da disciplina que foi a origem histórica do método axiomático. Além disso, observemos que o fundamento da Física clássica da época era a mecânica Newtoniana que por escolha do próprio Newton foi matematicamente estruturada a partir da Geometria Euclideana; no “Principia ”, não há sequer uma demonstração com o uso do Cálculo Diferencial. Portanto, o método axiomático euclideano tinha suas raízes firmemente fundamentadas na Física histórica. Por outro lado, a Física de “fin de siècle” estava amplamente identificada com a linguagem e o próprio desenvolvimento do Cálculo Diferencial nos seus termos mais primitivos, onde abundavam as manipulações com infinitesimais e técnicas fisicamente plausíveis, (como o princípio de Dirichlet, um dos pontos a serem esclarecidos por Hilbert), que eram utilizados sem qualquer rigor matemático. A proposta de axiomatização da Física, (leia-se, mecânica Newtoniana), não seria portanto uma guinada científica aleatória, ainda que tenha sido uma transição radical na carreira de Hilbert que de agora em diante dirigia o seu foco de atenção primordialmente para questões relacionadas com a Física. A conexão entre a axiomática euclideana e o “Principia” de Newton é a primeira ponte nesta transição70.




    A teoria da relatividade começou a tornar-se conhecida por outros cientistas que não físicos quando Minkowski proferiu a sua famosa palestra, Raum und Zeit71, numa conferência de cientistas alemães de diversas áreas no ano de 1908. Nesta ocasião, ele apresentou sua configuração das três dimensões usuais do espaço combinadas com uma única dimensão do tempo, formando uma variedade quadridimensional que representa o espaço-tempo, conhecida desde então como espaço de Minkowski. Trata-se da configuração matemática na qual a teoria da relatividade especial é mais comumente formulada, com mérito reconhecido pelo próprio Einstein. Há de se observar que, as contribuições de Minkowski enquadravam-se perfeitamente no que desejava Hilbert ao enunciar o 6º problema: é considerado um conjunto de três axiomas, a partir dos quais são deduzidas as equações para a matéria em movimento num contexto relativístico, tendo o cuidado de fazer notar que cada passo do argumento seja permitido por algum dos axiomas.
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