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    Para Irene y Claudia.


    Porque juntos, somos teorema.


  




  

    Si quieres hablar con un español, aprendes español.


    Si quieres divertirte con un francés, aprendes francés.


    Si quieres comulgar con la naturaleza, aprendes matemáticas.




    Neil deGrasse Tyson (Astrofísico)


  




  

    PRÓLOGO




    Las matemáticas aparecen para resolver problemas de la vida cotidiana. Si preguntamos a una persona cualquiera qué es lo que estudian las matemáticas nos dirá que los números. Todavía mucha gente identifica matemáticas y cálculo, pero esta es una concepción incompleta. Desde muy antiguo las matemáticas han estudiado la geometría y, poco a poco, se han ido incorporando otros elementos: desde la teoría de probabilidad hasta la compleja teoría que permite formular las ecuaciones de la física relativista. En el fondo, lo que siempre ha motivado el avance en matemáticas ha sido responder preguntas, en ocasiones, preguntas que afectaban directamente a las personas y a veces preguntas que se derivaban de los hechos que observaban y los conocimientos que iban adquiriendo, puesto que uno de los aspectos que aparecen de modo común en todas las ramas de las matemáticas es la generalización. Al matemático no le basta con quedarse con la demostración o descripción de un hecho concreto, sino que intentará llevar al límite las condiciones para que ese hecho siga produciéndose. También, en ocasiones, los avances de las matemáticas se han producido simplemente por el mero hecho intelectual de desarrollar una teoría y ver a dónde se puede llegar con ella y , sorprendentemente, siglos después esa teoría ha dado sus frutos. Quizás el ejemplo más significativo de este hecho es el desarrollo por parte de George Boole de un álgebra sin el que no se habrían podido desarrollar los circuitos electrónicos como se hizo y, consecuentemente, ahora mismo no estaría escribiendo este texto desde un ordenador (o quizás sí, pero construido de un modo diferente a partir de una idea diferente). No en vano Richard Feynman decía que «las matemáticas son el lenguaje en el que habla la naturaleza». No deja de ser sorprendente que con matemáticas seamos capaces de describir tantos fenómenos distintos y que se adapten bien a nuestro modo de ver la vida.




    Las matemáticas formulan preguntas y, en cierto modo, las matemáticas también tienen relación con la filosofía. Hoy el acceso al conocimiento se ha generalizado, pero siglos atrás el conocimiento estaba monopolizado por personas que actuaban, dentro de sus posibilidades, al mismo tiempo como filósofos y como científicos. La física se entendía como filosofía natural y lo que pretendía era explicar el mundo. La matemática se encargaba de proporcionar ese lenguaje y esa formación. Por eso vemos que los primeros textos de matemáticas estaban escritos por filósofos: por quienes se hacen preguntas sobre el mundo exterior. A veces las preguntas de estos filósofos se resolvían de una forma que hoy consideraríamos errónea, pero que ha servido para dar pasos en el avance del conocimiento. Por ejemplo, nos encontramos con la paradoja de la imposibilidad de movimiento descrita por Zenón de Elea y hoy somos capaces de afirmar que lo que afirma no es correcto, puesto que vemos que cuando se lanza una flecha esta se mueve. El estudio de esa paradoja sentó las bases para que muchos siglos después se pudiera estudiar el movimiento e incluso formular las ecuaciones que lo describen. Por este hecho no debemos pensar que Zenón era un mal matemático, sino que tenemos que pensar el contexto en el que estaba. Además de este resultado que hoy no vemos como válido nos dejó un precioso modo de razonamiento que seguimos utilizando hoy: la prueba «por reducción al absurdo».




    Las matemáticas las encontramos por todas partes. Y las matemáticas nos encuentran a nosotros, incluso se dice que gracias a las matemáticas las empresas tecnológicas saben más de nosotros y nuestros gustos que nosotros mismos. Por esa razón recibimos anuncios personalizados cuando navegamos por internet y un comercio conoce qué productos son los que más va a vender incluso antes de implantarse en una determinada zona, puesto que aplica el conocimiento de las ventas de un comercio en una zona similar. Sabemos que es así y los matemáticos a veces nos sentimos un poco culpables de haber influido en la disminución de la privacidad de los conciudadanos, pero también nos aprovechamos de la ciencia de datos y de los artilugios del siglo XXI basados en matemáticas. Las matemáticas ayudan a que otros puedan obtener nuestros datos, pero también a proteger lo que queremos proteger gracias a la criptografía. Y ahí aparece otro ejemplo donde partes de la matemática que se consideraban solo con interés teórico han encontrado su aplicación: los sistemas de claves y de codificación de la información se basan en matemáticas. Y podemos estar razonablemente tranquilos cuando nuestros secretos viajan por la red.




    Incluso cuando queremos dejar de formularnos preguntas y relajarnos también encontramos matemáticas: en el cine de animación. Las películas de dibujos animados hoy día se hacen fundamentalmente por ordenador, pero utilizando matemáticas. Por un lado, el movimiento de los personajes se puede describir en términos de grafos y nodos y los giros (cabeza, piernas al moverse, saltos…) en términos de cuaterniones (una de las extensiones de los números complejos) o matrices. Por cierto, cuando Rowan Hamilton ideó los cuaterniones no tenía ni idea de para lo que se iban a aplicar siglos más tarde. Muchos de los efectos especiales en el cine se hacen también por postproducción digital e, incluso, la proyección ahora es digital. Eso quiere decir que el proyector interpreta los 0 y 1 en los que se ha convertido la película, descodifica esa secuencia y nos ofrece las imágenes. Cuando hacemos una fotografía y queremos aplicar un filtro en realidad estamos aplicando una función matemática. Los colores en una pantalla se definen como RGB: mezcla de rojo, verde y azul y ahí podemos identificar un color por tres números, que nos indican la intensaidad de cada uno de esos tres colores básicos (o también por un único número, expresado en sistema hexadecimal, esto es, en base 16). Aunque no seamos conscientes, las matemáticas están ahí.




    Las matemáticas están en todas partes. Ese es el lema que se ha elegido para celebrar en todo el mundo en 2020 el Día Internacional de las Matemáticas. La UNESCO ha elegido el 14 de marzo (3,14 con notación anglosajona) por recordar un número que todo el mundo identifica con las matemáticas: Pi. Este libro muestra muchas situaciones donde aparecen las matemáticas a través de cien preguntas muy bien formuladas, sin olvidar el contexto histórico en el que aparecieron esos conceptos e ideas. El libro va a ver la luz en un día muy próximo a la primera celebración mundial del Día Internacional de las Matemáticas. Este hecho no ha sido deliberado sino fruto del azar, cuyo estudio también forma parte de las matemáticas y también, como no podía ser de otra manera, se trata en este libro. Ahora ya solo queda que el lector lo disfrute.




    Madrid, 28 de enero de 2020




    Fernando Blasco




    Profesor Titular de Matemática Aplicada de la Universidad Politécnica de Madrid




    Presidente de la Comisión de Divulgación de la Real Sociedad Matemática Española
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    ¿CUÁNDO SURGIERON LAS MATEMÁTICAS?




    Si tú, lector, has decidido leer este apartado, quizá sea porque ya has leído otros anteriormente y te has preguntado cuál fue el detonante que hizo germinar esta prolífica disciplina. O quizá has comenzado por esta cuestión sencillamente porque está situada la primera de entre todas las que conforman este libro. En cualquier caso, tu inquietud te ha llevado a buscar respuesta a una pregunta que ni siquiera los historiadores de las matemáticas son capaces de responder con precisión. No por ello, sin embargo, debes resultar decepcionado: la explicación de tan difuso origen se encuentra precisamente en la distancia temporal que nos separa de esos comienzos y, como consecuencia de los avatares históricos, la falta de fuentes de información hace que no se pueda establecer un origen nítido de esta ciencia.




    Pero si aun con estos condicionantes nos viéramos forzados a marcar un punto de un eje cronológico que establezca el surgimiento de las matemáticas, podríamos situar este en los inicios de la civilización griega. Hasta ese momento, los humanos prehistóricos se habían preocupado de desarrollar unos pocos métodos rudimentarios (aunque cada vez más sofisticados) para el conteo de cantidades y, posteriormente, las primeras civilizaciones mesopotámicas desarrollaron reglas aritméticas y algorítmicas que conformaron un cierto saber prematemático, pero que aún no encajaba con los ideales de lógica, rigor y precisión que, desde una perspectiva moderna, reúnen las matemáticas para ser llamadas como tal. Los resultados obtenidos por mesopotámicos y egipcios fueron de eminente carácter práctico, principalmente a partir de problemas aritméticos relacionados con la economía y los repartos de terrenos.
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        Fragmento del papiro de Ahmes, también conocido como papiro de Rhind, uno de los documentos más antiguos del que se tiene constancia con contenido matemático


      


    




    Los documentos más antiguos que se conservan son los conocidos como papiro de Rhind y papiro de Moscú. En ellos se encuentra una variada colección de problemas que abordan lo que hoy son cuestiones de aritmética y geometría elementales. Las soluciones que se dan a los problemas propuestos son principalmente recetas de tipo práctico y exclusivamente dedicadas al problema particular que resuelven, pero no hay testimonios que evidencien un interés por resolver problemas de carácter genérico. Además, muchos de los cálculos allí realizados envuelven números irracionales como √2 o π de los que sin ningún rubor se tomaban burdas aproximaciones y que de hecho difieren según el documento que se consulte o el problema que se resuelve. De estos textos se deduce que hay dos rasgos esenciales que distinguen la matemática creada por los griegos del saber protomatemático ya presente en civilizaciones anteriores: la primera de ellas el abordaje general de resultados más allá de los datos concretos. La segunda y más importante característica que hace florecer la matemática en tiempos griegos es la toma de conciencia sobre la inexactitud de los resultados numéricos alcanzados, de manera que esta impulsa el afán por obtener mejores aproximaciones y cálculos exactos.




    Es a partir del siglo VI a. C. cuando comienza a producirse una metamorfosis clave en la forma de pensar de las civilizaciones occidentales. La etapa conocida como paso del mito al logos, el abandono de las explicaciones del mundo basadas en fantasías para comenzar a darle explicaciones razonadas que se apoyen en evidencias y argumentaciones, será el caldo de cultivo para el surgimiento de una forma racional de describir los fenómenos físicos.




    Sin embargo, los rastros iniciales de la incansable búsqueda del rigor y la precisión objetiva se pierden en los tiempos previos a Thales y Pitágoras, así que es a ellos a los que se les otorga el honor de ser los primeros en hacer verdadera matemática. En este momento, las conclusiones de los razonamientos lógicos prevalecían sobre las preconcepciones del mundo, siendo así que se originaron paradojas como las de Zenón y controversias como la existencia de magnitudes inconmensurables que fueron simultáneamente lastre y empuje para una disciplina en ciernes.




    La preocupación por el rigor queda singularmente de manifiesto en la obra cumbre de Euclides en particular y de la matemática griega en general, los Elementos de geometría. Esta titánica obra del siglo III a. C. recopila los resultados matemáticos conocidos hasta ese momento, de lo cual sorprende la organización jerarquizada de cuestiones previas sobre definiciones y axiomas para posteriormente demostrar de forma rigurosa una a una todas las proposiciones, desde las más elementales hasta algunas realmente sofisticadas. Cabe destacar que en Euclides ya se encuentra, además del rigor, una clara conciencia sobre la naturaleza inexacta de algunos números, singularmente el número π del que Arquímedes hizo varias estimaciones hasta la centésima.




    Pero las matemáticas concebidas por los griegos se reducían esencialmente a la aritmética de los números, a la geometría y a la teoría de proporciones. La gran mayoría de los resultados griegos están enunciados originalmente en términos geométricos y cuando se refieren a numeros, con frecuencia, lo hacen exhibiendo longitudes o áreas que los realizan físicamente. El álgebra no floreció hasta el dominio de las culturas arábigas que trajeron consigo los conocimientos hindúes y chinos. Y la última gran rama de las matemáticas, el cálculo o análisis, así como el establecimiento de interrelaciones existentes entre todas las áreas, tuvo que esperar hasta el Renacimiento, dos milenios después desde el surgimiento de las primeras matemáticas.




    Y por otro lado, muchos de los resultados griegos se basaban en razonamientos de aproximación secuencial (como el método de exhaución) que requerían de un paso al límite para el que aún no estaban preparados. Es así que en los siguientes siglos se persiguió constantemente una fundamentación lógica que eliminara ese horror infiniti de los griegos, cosa que no fue posible hasta la época contemporánea.




    2




    ¿ES LA ACCIÓN DE CONTAR INHERENTE Y EXCLUSIVA DEL SER HUMANO?




    Desde una perspectiva vaga, los números naturales son aquellos que utilizamos para contar, aunque en un sentido estricto deberíamos decir para enumerar. Los números naturales surgen a raíz de todo un complejo proceso de abstracción llevado a cabo por el ser humano en su idea de asociarle una cantidad a una colección de objetos con similares características. Así podemos hablar de cinco perros, cinco casas o cinco monedas cuando tengamos dicha cantidad de animales, edificios o piezas metálicas que respondan a las características prefijadas para hacerlas dignas de recibir tal denominación. Los grupos de elementos anteriores comparten la propiedad de que, puestos en relación a los dedos de una mano, podemos emparejar cada elemento con uno de nuestros dedos. Así, el número cinco obtiene entidad por sí mismo y pasa a ser un constructo intelectual independiente ya de las características concretas de la reunión de objetos que describa.




    Aunque la habilidad de distinguir agrupaciones de objetos puede parecer exclusivamente humana, algunos estudios indican que ciertas variedades de aves y mamíferos también establecen relaciones numéricas por comparación, siendo capaces de descubrir si falta un huevo en su nido, elegir recipientes con un número prefijado de elementos o detectar manadas rivales con menos integrantes que la propia. Por otro lado, existen evidencias de que culturas no civilizadas (como los zulúes de África, los piraha en el Amazonas o los warlpiri en Australia) solo poseen palabras para designar la dicotomía de singular frente al plural, con uno, alguno o muchos, pero no tienen nociones para dos, tres o cualquier otro cardinal. Es decir, que para contar tal y como lo hacemos hoy día fue necesario superar nuestras limitaciones innatas y realizar un acto consciente de enumeración de elementos.




    El primer paso que articuló la humanidad para saltar esta barrera se encuentra en los orígenes de los lenguajes hablados, y no fue otra que la de idear, más allá de la unidad y la multitud, el concepto de dualidad. Se encuentran ejemplos en la escritura jeroglífica egipcia o en textos chinos de que la idea de multitud o pluralidad se expresaba mediante la representación repetida de tres veces el mismo objeto, lo que indica que debía existir una noción consciente de dualidad separada de la noción de multitud. Este rasgo ha quedado patente en algunas lenguas en las que se presentan formas de declinación diferentes para sustantivos o verbos según se refieran al singular, al dual o al plural.




    Si nos remontamos a tiempos anteriores, el ser humano se sintió en la necesidad de contar desde que comenzó a organizar los días y fases lunares, inició la doma de animales u organizó la producción y acumulación de bienes. Si tomamos la definición de contar como «la acción de enumerar objetos con cualidades similares, considerándolos como unidades homogéneas», tras la simple enumeración que se daba en las civilizaciones primitivas comenzaron a utilizarse pequeñas incisiones verticales yuxtapuestas realizadas con algún objeto cortante sobre un palo, hueso o tablilla. Los primeros testimonios conocidos de la práctica de la muesca datan de unos 20000 a 35000 años a. C. siendo más o menos contemporáneos al hombre de cromañón. Al comienzo, seguramente bastó con establecer analogías con las diferentes partes de nuestro cuerpo, especialmente con los dedos, y en aquel momento esta acción ya se había instalado entre nuestra especie, según atestiguan algunos huesos con muescas aparecidos en Centroeuropa y diferentes zonas de África durante la primera mitad del siglo XX (siendo el hueso de Ishango uno de los ejemplares más valiosos por su antigüedad).




    Se sabe que los papúes de Nueva Guinea desarrollaron una técnica corporal que, con el uso de dedos, ojos, nariz, boca, articulaciones y genitales, les permitía llegar hasta un conteo de 41 elementos. Sin embargo, cada vez que tenían que contar una agrupación de objetos debían recorrer en un orden predeterminado las diferentes partes del cuerpo hasta llegar a esa cantidad. Si lo que se quería era comparar la cantidad de elementos de dos conjuntos diferentes, era necesario establecer una correspondencia entre las muescas o partes del cuerpo de uno y otro conteo. Se forja así la concepción de número como acumulación de unidades, que está estrechamente vinculada a la comparación de dos cantidades. Los conjuntos modelos, como las muescas en palos, los nudos en una cuerda, los montones de guijarros o conchas y, singularmente, las diferentes partes del cuerpo humano permitían conocer si dos cantidades diferentes eran iguales, o una mayor que la otra, mediante la utilización del principio de comparación y sin necesidad de saber exactamente qué número las representa.




    Sin embargo, en esta fase el número no es un ente por sí mismo, sino que, cuando hablamos de siete ovejas o de siete sillas, el número solo denota un rasgo que define la cantidad en la que se presentan los elementos de un grupo de objetos que comparten una serie de cualidades. Para dar sentido a la idea de número es necesario aún otro salto más en este proceso. La concepción de número como ente en sí mismo hace que no sea necesario referirse a un sujeto u objeto concreto para la acción de contar, sino que realizamos la abstracción del concepto de número, y el número siete pasa a denotar cualquier conjunto de objetos que posea siete elementos.




    Se puede considerar concluido el proceso de abstracción a la noción de número ya en las civilizaciones sumerias; y alrededor del 1800 a. C. el concepto de número natural estaba asentado y dejó a los mesopotámicos en disposición de desarrollar el sistema de símbolos que dio lugar a los sistemas de numeración. El número natural había cristalizado como el cardinal asociado a un número ordinal una vez que la humanidad había entendido que «todo número entero natural presupone que los anteriores son la causa de su existencia», como dijo el filósofo Schopenhauer. Sin embargo, la formalización rigurosa y matemática de esta afirmación tuvo que esperar hasta el siglo XIX, cuando Peano dio la construcción axiomática de los números enteros basándose en el concepto de número siguiente y el principio de recurrencia.
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    ¿QUÉ DIFERENCIA HAY ENTRE LAS CIFRAS Y LOS NÚMEROS?




    La confusión del término cifra con el término número es generalizada. Siendo precisos, una cifra es el símbolo utilizado en los sistemas de numeración para construir los números como entes que denotan una cantidad, de manera que el número es el concepto abstracto en cuestión. En el caso de nuestro actual sistema de numeración, por ejemplo, las cifras son los símbolos de 0 a 9. Es evidente que ni la forma de representación de las cifras ni el sistema de numeración han permanecido inmutables en el tiempo, sino que las diferentes civilizaciones han ido desarrollando sistemas de numeración cada vez más complejos conforme iban solventando las dificultades propias de otros sistemas más rudimentarios.




    Alrededor del 4000 a. C., los sumerios tuvieron la genial idea de sustituir guijarros de conteo por pequeñas piezas fabricadas ad hoc para que sirvieran a tal fin: conos, bolas o discos de arcilla de diferentes tamaños representaban las unidades de cierto conjunto de objetos, de tal forma que cuando se habían agrupado diez conos se retiraban y se contaba una bola, cada diez bolas se retiraban y se contaba un disco, etc. Después de contar por ejemplo las cabezas de ganado que formaban parte de un contrato, se estampaban en una tabla de arcilla tantos símbolos de conos o discos como fueran necesarios para representar el número. ¡Son las primeras cifras de la historia!
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        Cifras babilónicas en una copia de la tablilla Plimpton 322, datada alrededor de 1800 a. C.


      


    




    El estilete utilizado para marcar los símbolos en la arcilla tenía forma de cuña triangular que asemejaba la forma de los conos y es el que da nombre a la posterior escritura cuneiforme. Mediante solo dos símbolos diferentes, las civilizaciones mesopotámicas representaron los números del uno al cincuenta y nueve y, a partir de ahí, mediante la combinación de agrupaciones en base diez y base sesenta, obtuvieron la forma de representar cualquier número natural. Aunque el sistema de numeración babilonio aún conserva rasgos de yuxtaposición y carece de una operatividad sencilla con respecto al cálculo, está considerado como el primer sistema posicional conocido.




    Cuando se analizan algunos sistemas de numeración rudimentarios se hace evidente que el concepto de número aún no había madurado lo suficiente y este no se podía identificar con el orden que ocupa en la secuencia de naturales sin necesidad de recorrer la serie entera comenzando desde el 1 cada vez. El sistema etrusco, antecesor de griegos y romanos, puso en evidencia la posibilidad de realizar abreviaturas sin necesidad de acumular todas las muescas, utilizando marcas especiales para denotar el conjunto de las anteriores. El doce, por ejemplo, no consistía en la yuxtaposición de otras tantas muescas sino en IIIIΛIIIIXII, donde el símbolo Λ denotaba la quinta muesca y el símbolo X la décima. La peculiaridad de este sistema reside en que cada nuevo símbolo hace referencia a los anteriores, con lo que Λ no puede existir si no hay antes cuatro muescas. La repetición de estas series desde el comienzo junto con algo de memoria, hacen que finalmente se asocien las cantidades a la muesca que marca el final y por tanto esta puede utilizarse para designar el número completo sin necesidad de toda la ristra. En algún momento, los etruscos dieron este paso al hacerse conscientes de que no necesitaban escribir todas las muescas anteriores y que para representar el número siete no era necesario todo el conjunto IIIIΛII, sino simplemente ΛII.
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        Grafía de las cifras arábigas, de las que provienen las correspondientes cifras occidentales actuales, reproducidas del manuscrito de Bakhshali (datado alrededor del siglo VII).


      


    




    Las mal llamadas cifras arábigas, pues más bien tienen un origen hindú, hunden su origen en las culturas persas y anteriores, que habían asimilado la escritura surgida en la península de Indochina. Pero las cifras tal y como las conocemos hoy en día no llegarían a nosotros hasta la Edad Media, tras una evolución que las transformaría en unas similares a 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 y que ya se utilizaban en África tras la expansión del islam y la cultura árabe (de ahí el error en la denominación de estas cifras). No deja de resultar curioso que los primeros testimonios de estas cifras en Europa lleguen de la mano de Gerberto de Aurillac, el papa Silvestre II, acusado de hereje por sus filias con la numeración arábiga y que realizó una ardua defensa de este novedoso sistema de escritura de los números. Sería definitivamente gracias a Fibonacci por el que se popularizaron las reglas de cálculo del sistema de notación decimal hindú, cuyos guarismos estaban contenidos en la obra de Al-Khwarizmi.




    Es así que el concepto de número es una abstracción que permanece inmutable en el tiempo, mientras que las cifras son variables y dependen de la escritura y el momento histórico, siendo XII o 12 solo dos formas diferentes de escribir el mismo número, pero utilizando diferentes cifras.
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    ¿ES UN ERROR ESCRIBIR IIII EN LUGAR DE IV EN EL SISTEMA DE NUMERACIÓN ROMANO?




    Una vez el ser humano había comprendido y asimilado la naturaleza del concepto de número, se hizo necesaria la invención de un sistema de designación eficiente para cantidades relativamente elevadas, pues la simple enumeración de partes del cuerpo, acumulación de guijarros o la yuxtaposición de muescas era un proceso lento y poco operativo. Si ponemos por caso que un pastor nómada quisiera controlar el número de ovejas que tiene bajo su tutela y que estas fueran ciento cuarenta y siete, el pastor debía realizar una incisión por cada una de las cabezas de ganado que pasaban junto a él, estableciendo así una correspondencia biunívoca entre dos conjuntos de elementos (las ovejas y las marcas). Aparece así el sistema más rudimentario de numeración de la historia, que es la yuxtaposición o acumulación de una única cifra.




    Sin embargo, la yuxtaposición de unidades se mostró poco manejable desde un principio, y la simple acumulación de unidades fue tendiendo al empaquetamiento para un conteo más rápido. Quizá el agrupamiento más conocido, y que aún utilizamos, sea el quinario del tipo IIIII=IIII, del que se tienen ejemplos de diferentes formas de agrupamiento, con rasgos comunes, en numeraciones mesopotámicas, china o griega.




    Los sistemas grecolatinos derivaron de un rudimentario sistema etrusco de agrupación de muescas en grupos de cinco, lo que explica la existencia de un símbolo especial para este número en dichos sistemas de numeración. Los griegos, tan avezados en el desarrollo de la geometría y la lógica, no fueron capaces de crear un sistema numérico más allá de un sistema alfabético en el que la designación de una cifra se realizaba mediante la letra inicial de la palabra con la que se pronunciaba. Así, el número cinco se escribía mediante la letra Π (pi mayúscula, por penta), el diez mediante Δ (delta mayúscula, por deca) y para escribir el resto de números se utilizaba la yuxtaposición de estos y otros símbolos combinando las bases cinco y diez. Este sistema derivó en otro, que requería un gran esfuerzo memorístico: cada valor del 1 al 9 estaba representado por una letra diferente que hacían las veces de cifras, otras tantas letras para las decenas y también diez letras diferentes para la centena. Así se requerían treinta símbolos diferentes para escribir un número menor que mil, además de que el sistema de escritura no era posicional.




    El sistema de numeración romano, por su parte, surge de la abreviatura de una ristra de muescas. Inicialmente, por ejemplo, el número 21 se escribía mediante la sucesión de muescas IIIIVIIIIXIIIIVIIIIXI en las que las posiciones cinco y diez tenían símbolos especiales para facilitar el conteo. Una vez se hubo asumido que no es necesaria toda la ristra, sino solo indicar los agrupamientos, esta sucesión de símbolos dio lugar a XXI (que literalmente quería decir la primera muesca después de dos agrupaciones de diez). Con el tiempo se fueron introduciendo otros símbolos, como L para cincuenta, C para cien y M para mil, siempre siguiendo el criterio de las agrupaciones. Las conocidas reglas del sistema romano surgen entonces de aplicar un principio de adición y sustracción de muescas. El número nueve podía escribirse VIIII (con el significado de cuatro unidades después de la primera agrupación de cinco), pero posteriormente se optó por IX (falta una unidad para completar la primera agrupación de diez). Y lo mismo es aplicable para el número cuatro, que se expresaría como IIII en un modelo arcaico pero también IV en la notación contraída. Por desgracia para los romanos, IV coincide con las iniciales en latín de Júpiter (Ivpiter, la máxima deidad romana) y la superstición hizo que se evitara esta escritura para no enfurecer al dios.
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        Convivimos con relojes que muestran el número cuatro en romano tanto en la forma arcaica IIII como mediante IV, y parece que todo tiene su origen en una superstición


      


    




    Hay que reseñar que existen rasgos culturales cuyo origen está en los primeros métodos de conteo. En particular, las lenguas de origen latino han heredado de la utilización de los guijarros amontonados el vocablo calculi, que da lugar a la palabra castellana cálculo, refiriéndose tanto a su significado original de piedra pequeña como a su significado adquirido de la matemática en el sentido de realizar agrupaciones de cantidades para calcular. En lugar de montones de piedrecitas, los griegos utilizaban también pequeñas piezas de bronce denominadas psephoi con las que realizaban votaciones o podían conocer el número de bajas en una batalla si, por ejemplo, los soldados que dejaban una pequeña pieza al marchar la recogían al volver. La utilización babilónica y egipcia de piezas de barro para el conteo dio lugar a los marcadores de bolas en los que estas se disponían ensartadas en varias varillas metálicas y al alcanzar en el conteo una cantidad prefijada (por ejemplo, diez) se retiraban todas las bolas y se ponía una en la varilla siguiente. Surgieron así los ábacos, que evolucionaron de diferentes formas según cada cultura pero que sin duda fueron las primeras máquinas de calcular.




    Los sistemas inventados hasta ese momento por las diferentes civilizaciones carecían de una verdadera utilidad aritmética pues la sencilla operación de adición requería, en el mejor de los casos, el conteo de ambos sumandos en un ábaco para realizar el proceso de acumulación de unidades. Además, la temporalidad de los resultados obtenidos en estos ábacos o utilizando simplemente la memoria hizo que el ser humano, al tener que enfrentarse a cálculos cada vez de mayor complejidad, se ideara un sistema que plasmara de forma permanente resultados y razonamientos. Es así que surge la implementación de un verdadero sistema posicional en el que no solo el guarismo determina el valor de cada cifra, sino que este también viene condicionado por la posición que se ocupe.




    El planteamiento genial fue designar una reducida cantidad de cifras pero que estas fueran reutilizables, en el sentido de darles un valor diferente en función de la posición que ocupara. Así, en los números 73 y 17, la cifra 7 tiene un valor de 7 decenas (siete grupos de diez unidades, es decir, setenta unidades) mientras que en el segundo caso es simplemente el valor de 7 unidades.




    Este momento culminante de los sistemas de numeración no llegaría a Europa hasta comienzos del siglo XIII de la mano de Leonardo de Pisa, Fibonacci, que escribió un tratado de aritmética y álgebra titulado Liber abaci. Aunque el título podría traducirse como ‘El libro del ábaco’, Fibonacci se dedica a desglosar las técnicas de cálculo en el sistema decimal de cifras indoarábigas y por tanto sería más correcto interpretar el título en el sentido de libro de cálculo sin el ábaco, pues este es el objetivo último que se perseguía. Es más, tras la introducción de los numerales indios en Europa hubo un intenso debate entre los partidarios del uso del ábaco (constreñido aún a la numeración romana), frente a aquellos que defendían la utilización del nuevo sistema. La polémica no se resolvió hasta la Baja Edad Media, cuando ya había quedado patente que el ábaco era un método de cálculo lento, que quedaba obsoleto frente a la velocidad de los calculistas en el sistema hindú.




    5




    ¿HAY ALGUNA RAZÓN PARA QUE LOS HUEVOS VENGAN EN DOCENAS?




    A partir del surgimiento de los diferentes métodos de conteo, bien fueran por yuxtaposición o posicionales, cada civilización tuvo que asentar una cantidad que sirviera de referencia a su método. Este número es lo que se denomina base y juega el papel de ser la señal que indica cuántos guijarros, muescas o cuentas de ábaco se deben tener antes de comenzar a hacer otro montón, una serie de muescas o pasar una bolita del nivel superior del ábaco. Dicho en general, el número elegido como base indica cuántas unidades elementales debemos coleccionar para obtener una unidad superior.




    Formalmente, si elegimos b como base de nuestra numeración necesitaremos b cifras diferentes para estos primeros números, desde 0, 1, 2, ... hasta el b-1. En notación posicional vamos a escribir Nb para dar a entender que un número está escrito en una base b diferente de la decimal. Así, si escribimos 10b nos estaremos refiriendo a que este número no tiene unidades básicas y tiene una unidad de primer orden, es decir, es justamente el número b en notación decimal. En general, dado un número (anan−1...a2a1a0)b siendo ai sus cifras en la base b, podemos transformarlo a la base decimal sin más que hacer la operación a0 + a1b + a2b2 + … + an − 1bn −1 + anbn mientras que el proceso inverso se obtiene realizando divisiones sucesivas de los cocientes del número en notación decimal entre la base y considerando los restos de estas divisiones.




    Algunas de estas bases hunden sus raíces en los comienzos de los más rudimentarios sistemas de escritura de números, los que están basados en las diferentes partes del cuerpo. Serían las manos, y en particular los dedos los que más sistemas de numeración ayudarían a crear a lo largo de la historia humana. Es evidente que el uso de los diez dedos, de nuestras dos manos debió dar lugar a pensar en la base 10 como útil para realizar conteos. Además de esta base existen reminiscencias de otras utilizadas por nuestros antepasados y cuyo origen no es quizá tan evidente. Tras utilizar las manos, a los aztecas de Centroamérica les debió parecer una buena idea seguir utilizando los dedos de los pies para llegar hasta un conteo de base 20. Y los papúes africanos añadieron, por qué no, ojos, boca, nariz, antebrazos, muslos e incluso genitales para llegar a una base 41. Sin embargo, estas bases desaparecieron debido a su dificultad operativa y su utilidad se restringió únicamente a la comparación de cantidades.




    Lo que no es tan difícil de imaginar es que si tenemos una mano ocupada escribiendo números entonces solo nos quedan cinco dedos en una mano para llevar cuentas, lo que podría ser una posible explicación (aunque solo eso, una conjetura) de la elección de la base cinco para realizar las agrupaciones de los sistemas etrusco y romano. El hecho de que el ser humano solo reconozca agrupaciones de cuatro o cinco elementos de un vistazo puede que también motive las agrupaciones quinarias en las que la quinta barra cruza las cuatro anteriores y que aún hoy día utilizamos para, por ejemplo, llevar un borrador del recuento de una votación.




    Con algo de ingenio y el uso de las falanges se puede llegar bastante lejos aun utilizando únicamente una de las manos. Si se utiliza el dedo pulgar para señalizar las tres falanges de cada uno de los dedos restantes, obtenemos un posible origen para la base 12. Hay evidencias de la utilización de esta base que han llegado hasta nosotros, y el ejemplo más claro lo encontramos en la forma de empaquetar huevos que tradicionalmente sigue haciéndose por docenas. En otros ámbitos más allá de la alimentación, como en ferretería o bisutería, se sigue conservando la denominación de gruesa para referirse a ciento cuarenta y cuatro unidades, que constituyen doce docenas. Quizá sea en el mundo anglosajón en el que más ha perdurado el sistema duodecimal, dado que en la escala de unidades de longitud la pulgada (equivalente a 2,54 cm) y el pie (equivalente a 30,48 cm) cumplen que en un pie hay doce pulgadas.
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        Utilizando el pulgar para señalar las falanges de su misma mano, pueden contarse hasta doce unidades. Si llevamos el conteo con los otros cinco dedos, entonces podremos llegar hasta 12 · 5 = 60, siendo este un posible origen de la base sexagesimal.


      


    




    La combinación de las bases cinco y doce, quizá por el conteo de las doce falanges junto con los cinco dedos de la otra mano, hacen 12 · 5 = 60 unidades, dando lugar así a la base sexagesimal que utilizamos actualmente para expresar las medidas de los ángulos o las fracciones de una hora. El sistema en base sesenta fue utilizado en su mayoría por las civilizaciones mesopotámicas, principalmente por sumerios y babilonios, aunque no está claro si su origen es el que hemos explicado anteriormente o bien procede de una elección basada en otros criterios o, simplemente, arbitraria. Lo que sí es cierto es que el sistema de numeración babilonio se considera el primer sistema posicional, aunque su principio de escritura para las cifras se realiza por yuxtaposición y combinando las bases cinco y diez.




    La utilización del número 60 como base de numeración tiene como ventaja la existencia de una gran cantidad de divisores de la base, con lo que el cálculo de repartos y el manejo de fracciones resulta sencillo y los babilonios desarrollaron un buen método de cálculo para quebrados que aplicaron principalmente a los cálculos astronómicos de predicción de estaciones o eclipses. Estas civilizaciones legaron sus avances a los griegos y posteriormente a los árabes, a través de los cuales llega a una Europa Occidental ya en el bajo medievo el uso de la base sexagesimal para los ángulos y el tiempo.




    Con la aparición de los primeros computadores y los lenguajes de programación, el código binario ganó popularidad y la numeración en base dos se convirtió en uno de los protagonistas necesarios para el desarrollo de la informática moderna. Las cifras básicas que se emplean en este sistema son exclusivamente el 0 y el 1, siendo por ejemplo el número 101 0012 igual al número 1 · 20 + 0 · 21 + 0 · 22 + 1 · 23 + 0 · 24 + 1 · 25 = 1 + 8 + 32 = 41 en notación de base diez. La denominación de la palabra bit es una contracción del inglés binary digit (‘dígito binario’) y son las unidades básicas de información que puede almacenar un dispositivo digital. Para el desarrollo de la lógica de circuitos electrónicos primero fue preciso el álgebra de Boole que este publicó a mediados del siglo XIX. De una forma superficial, los circuitos se pueden entender como un conjunto de bits que representan dispositivos simples a los que se les puede asignar los estados apagado = 0 y encendido = 1, surgiendo de la combinación de varios bits un número binario que representa un posible estado global del circuito.




    Volviendo a los sistemas de numeración, desde un punto de vista matemático y atendiendo a un criterio de optimización de caracteres para la elección de la base, el 12 permitiría la utilización de varios divisores y además no requeriría 60 caracteres diferentes para la escritura posicional de sus números. Por el contrario, la base 2, con solo dos cifras como caracteres básicos, hace que números relativamente pequeños requieran pronto de muchos dígitos para ser expresados. Por otro lado, también existe la corriente que defiende la utilización de un sistema de base un número primo, lo que sin duda simplificaría, por ejemplo, los criterios bajo los cuales una fracción queda simplificada. La escritura en sistema posicional decimal no goza ni del criterio de primalidad ni tampoco de demasiados factores primos de la base y, en cualquier caso, seguirá siendo un misterio por qué hemos elegido la base diez y solo podemos conjeturar una procedencia fundamentada en condicionantes antropológicos. Cambiar las reminiscencias de los usos de otras bases en pro de una unificación a la base diez tampoco parece tener hoy día mucho sentido, pues es algo que ya trataron de imponer los matemáticos franceses ilustrados mediante una ley que tuvieron que revertir a los pocos meses de su entrada en vigor dado el fracaso de la medida y el descontento social que generó.
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    ¿CÓMO SE LEE LA CANTIDAD MÁS GRANDE QUE PODEMOS IMAGINAR?




    Seguramente durante la infancia todos nos hemos planteado cómo mencionar el número más grande posible. Es evidente que la infinitud de los números naturales permite que dicho un número relativo a una cantidad arbitrariamente grande, otra persona añada una unidad a nuestra cantidad y obtendrá así una mayor. Cuando hablamos en estos términos, que son los habituales para una persona de a pie, estamos utilizando la lectura de cifras en notación posicional. Sin embargo, una vez asumidas las limitaciones de nuestra existencia finita (así como la del universo) solo nos queda recurrir a notaciones que nos permitan escribir números muy grandes de una forma concisa.




    Cuando surgió la necesidad de escribir una suma de números reiterados y se abrevió mediante una multiplicación, también se abrió la puerta a concebir cantidades mucho más grandes que las anteriores. Esencialmente lo mismo sucede al dar el paso hacia una multiplicación iterada y escribir en forma de potencia. Quizá 2 nos parezca un número ridículo, como 2 · 10 = 20, pero no así 210 = 1024. La velocidad de crecimiento de la notación exponencial permite, de forma muy concisa, hablar de números relativamente grandes.




    Otra de las maneras de escribir un número grande es la operación factorial, indicada mediante un símbolo de exclamación. Esta notación permite hablar de la multiplicación de un número y todos sus predecesores, por ejemplo 3! = 3 · 2 · 1 y 6! = 6 · 5 · 4 · 3 · 2 · 1. El crecimiento de esta cantidad es también muy rápido y, para que el lector pueda hacerse una idea, basta el ejemplo de 10! = 3 628 800. De hecho, la capacidad de las calculadoras científicas usuales no abarca ya el cálculo de 70!, pues es un número (solo un poco) más grande que 10100 (un 1 seguido de 100 ceros).




    Aunque no tiene ninguna utilidad relevante, el número 10100 es conocido como gúgol y fue acuñado a principios del siglo XX por el matemático y divulgador estadounidense Edward Kasner. El gúgol, además de servir para bautizar el archiconocido buscador de internet, nos da la primera pista sobre la diferencia entre imaginar un número grande y poder escribirlo o mencionarlo. Si tratamos de escribir 70! con la notación decimal, o peor aún, nos empeñáramos en leerlo, tardaríamos mucho más tiempo del que quizá estaríamos dispuestos a emplear. Por supuesto, a partir de aquí la imaginación y la composición de las notaciones anteriores dan lugar a elaborar números mucho más grandes, pudiendo usar el gúgol para describirlos y ayudados de la notación exponencial. El número 10gúgol es un 1 seguido de gúgol ceros y se conoce como gúgolplex. Este proceso puede continuar indefinidamente, pero ya se habrá percatado el lector de que la restricción de encadenar exponentes es similar a la de encadenar cifras linealmente. Si nos ceñimos a números útiles que expresemos con notación exponencial, hoy en día se sabe que 257885161 − 1 es un número primo que de hecho, por su forma, es un número primo de Mersenne. Es el más grande conocido hasta ahora y tiene del orden de 17 millones de cifras.




    En la frenética carrera por escribir números grandes (inimaginables en notación posicional) se han desarrollado varias notaciones que siguen la filosofía de la notación de potencias o de la multiplicación. Una de las más originales es la notación poligonal de Steinhaus-Moser que define de forma recursiva el significado de inscribir un número dentro de un polígono. Así, un número n dentro de un triángulo es nn, y n en un cuadrado es ese número n dentro de n triángulos anidados. En general, un número n dentro de un polígono de m lados quiere decir n dentro de n polígonos de m − 1 lados. Con solo unos pocos ejemplos ya puede intuirse la enormidad de estos números: se tiene que 2 en un cuadrado es 22 = 4 dentro de un triángulo que es 44 =256, mientras que el 3 en un cuadrado es 3 dentro de tres triángulos, es decir, 2727 = 381 aún dentro de otro triángulo.
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        El caso n = 2 dentro de un pentágono es por definición 2 dentro de 2 cuadrados, esto es, 256 dentro de un cuadrado, que es lo mismo que 256 dentro de 256 triángulos. El primer nivel de ellos sería 256256 y así sucesivamente, lo que hace un número absolutamente inimaginable.


      


    




    Por si no fuera suficiente, existe también la notación flecha de Knuth, introducida por Donald Knuth en la década de los setenta del siglo XX. En este caso la idea es reescribir la potencia an como una flecha a↑n y definir la doble flecha como la potencia de un número elevado a sí mismo tantas veces como se diga tras la flecha. Por ejemplo, 3↑↑2 = 33 = 27 mientras que 2↑↑3 = (22)2 = 24 = 16. De forma iterada se pueden introducir más flechas y, tras algunos pocos intentos experimentales con ejemplos concretos, queda claro que a↑↑↑n tiene un crecimiento vertiginoso. Tanto que, de hecho, 4↑↑↑3 ya es mucho mayor que un gúgol. Gracias a la notación flecha de Knuth se ha podido describir el número más grande empleado explícitamente en una demostración, conocido como el número de Graham, que se puede definir de forma recursiva a partir de g1 = 3↑↑↑↑3 y gn = 3↑(gn−1 flechas)↑3, siendo el número de Graham el definido como g64.




    Las notaciones numéricas mencionadas anteriormente tienen un crecimiento tan sumamente rápido que hacen impracticable cualquier intento de cálculo con ellas. Más aún, las capacidades de memoria de las que dispone un ordenador actual hacen que los números obtenidos mediante las notaciones poligonal y de flecha no sean computables, lo que los hace realmente inabordables con lo que, de momento, no dejarán obsoletas las notaciones tradicionales.
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    ¿SUPUSO LA REPRESENTACIÓN DE LA NADA, A TRAVÉS DEL 0, UNA VERDADERA REVOLUCIÓN?




    La invención de la escritura supuso el gran acontecimiento revolucionario que distingue, según los expertos, la prehistoria de la historia en cada una de las civilizaciones que fueron alcanzando este hito. Antes que este hecho de indudable relevancia, otras revoluciones como el dominio del fuego o el desarrollo de la agricultura también marcaron puntos de inflexión especialmente importantes. Y junto a ellos, y antes que la propia escritura, se encuentra la invención de las cifras. Pero la creación del 0, la idea de representación de la nada que no se consolidaría hasta la Edad Media, es la invención del hombre que permitió a la matemática un verdadero despegue científico y la evolución más allá de la aritmética y geometría elementales.




    La necesidad de un elemento que defina la cantidad nula no es un problema inmediato si el método de conteo elegido es el de yuxtaposición. Así, las primeras civilizaciones no pudieron caer en la cuenta ni de su necesidad ni de su utilidad, pues la sucesión de muescas o guijarros que utilizaban para contar era suficiente junto con los rudimentos de un sistema aditivo de cantidades. En dicho sistema también era posible la sustracción de unidades, pero la fuerte relación de este proceso con el mundo físico no dejaba entrever la existencia de los números negativos.




    Realmente se llega a la necesidad de una cifra para denotar el cero cuando los sistemas de numeración evolucionan hacia los métodos posicionales, pues el problema reside en la dificultad de diferenciar un número de otro cuando hay posiciones intermedias sin cantidad alguna. Utilizando nuestro sistema de notación usual, imagine el lector cómo diferenciaría el número 27 del 207 o del 270 en ausencia del símbolo para el cero. Pues una dificultad similar fue hallada por los escribas y contables mesopotámicos al utilizar el sistema sexagesimal. Tras las primeras ambigüedades, optaron por una primera tentativa de solución aunque poco ingeniosa, consistente en dejar un hueco vacío entre las cifras. Es obvio que surge así otro problema, el cómo de grande es ese hueco para que nos permita diferenciar el 207 del 2007, o incluso de un 2 y un 7 deliberadamente escritos por separado. El otro inconveniente que surge con esta primera idea de solución es la de escribir un número que tenga la posición de las unidades vacía y por tanto requiera el hueco en una cifra final, como la representación del 270 en nuestro sistema. Problemas similares surgieron en la notación china, que resolvieron el problema escribiendo directamente un carácter que denotara la posición en la que se encontraban los símbolos, como si hiciéramos 2Centenas7 para 207 o 27Decenas para 270 (recuérdese que la escritura tradicional china se realiza a base de ideogramas, con lo que una palabra puede venir escrita por un único símbolo). En ocasiones también se optó por recuadrar los números y dejar vacías las posiciones en las que no había unidades de la magnitud correspondiente. Se había tomado conciencia del vacío y la nada, pero aún no se había dado lugar a su realización.




    Los problemas asociados al método de dejar un hueco libre para la cifra vacía se superaron mediante la introducción de un símbolo explícito para designar este hecho. Si reflexionamos sobre el proceso de evolución seguido, nos damos cuenta de la paradójica situación que supone el hecho de utilizar un símbolo que denote la existencia de una ausencia. La solución adoptada por la civilización babilonia, alrededor del siglo III a. C., fue la introducción de una doble flecha oblicua de cabeza invertida, siendo reconocido este como el primer símbolo del cero en la historia. Los mayas optaron por una solución muy similar a la dada por los babilonios, introduciendo un símbolo específico para el vacío de unidades y que habitualmente toma la forma de una concha, pero que bien podría asemejar el párpado de un ojo cerrado.
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        Representación del cero en la civilización maya.


      


    




    Entre las diferentes civilizaciones, solo babilonios, chinos y mayas fueron capaces de poner al descubierto la necesidad de una representación concreta para la ausencia de cantidad. Sin embargo, en todos los casos el germen del cero era solo un símbolo para denotar la nada y no tenía rango de cifra por sí mismo, y aunque se había tomado conciencia de la existencia del vacío aún no se le había dado, ni muchos menos, la categoría de número o cifra por lo que seguía careciendo de ventajas aritméticas. Los griegos, centrados en geometría y lógica, no alcanzaron a entender las dificultades que generaba la inexistencia del cero, dado que su sistema de escritura numérico no era posicional y por tanto no se preocuparon en absoluto de solucionar este problema. Sería la notación hindú, alrededor del siglo V d. C. y que llegaría a nosotros a través del mundo árabe, la que introduciría el sistema posicional de base 10 con la cifra para el cero que utilizamos hoy en día. Además, a diferencia de los anteriores intentos de acuñar una cifra para el cero, en esta ocasión sí se le dotaría de una verdadera entidad operacional.




    El planteamiento del sistema arcaico hindú no difería en esencia de los demás sistemas posicionales que habían ido surgiendo en otras culturas a lo largo y ancho del planeta. Pero tras afinar el método de escritura de números, asignaron nombres especiales a las correspondientes potencias de 10 y nombraron los números según su escritura posicional: dos;siete pasó a ser muy diferente de siete;dos. De nuevo se toparon, como no podía ser de otra manera, con el problema de las posiciones que quedaban vacías. Una vez más tomaron como solución algo similar al resto de civilizaciones, y nombraron esa posición para poder diferenciar de 27 el número 207 en el que la lectura no era solo dos;siete, sino que era algo así como dos;vacío;siete. Dada la retórica del lenguaje árabe, la palabra con la que denotaban lo que sería el cero resultaba ser variable, encontrándose referencias distintas como sunya o bindu que se podrían traducir respectivamente por ‘vacío’ o ‘punto’. Estas denominaciones dieron lugar a que se fuera asentando como símbolo para el cero hindú una pequeña circunferencia algo más grande que un punto. No deja de ser curioso que el origen de la palabra castellana cifra, utilizada para denotar los guarismos con los que representamos los números, proviene en realidad de la traducción que hizo Jordano Nemorario de la palabra árabe sifr, que significa vacío y era también una de las preferidas para hablar del cero.




    Las consecuencias de la introducción del cero para el desarrollo de la aritmética son innumerables. Desde el momento en el que hubo una civilización que tomó consciencia de la necesidad de un símbolo para designar la nada y lo dotó de entidad de cifra, se pudo crear un sistema completo y coherente de numeración que permitió efectuar cálculos de forma rápida y sin necesidad de la ayuda de ábacos u otros artificios. El matemático hindú Brahmagupta atestigua, por la aritmética desarrollada en sus obras en el año 628, que se había llegado al cero como número. Al permitir el desarrollo de una aritmética eficaz, la creación del cero abrió la puerta también al álgebra y otras técnicas modernas que aparecerían tras este legado de la matemática hindú y que sería expandido por Europa Occidental a través de la conquista del islam.
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    ¿FUE PSICOLÓGICA LA RAZÓN POR LA QUE NO SE ACEPTARON LOS NÚMEROS NEGATIVOS HASTA EL SIGLO XVIII?




    Las sucesivas ampliaciones del concepto de número no han seguido una estructura, ni mucho menos, lineal. Desde la aparición de los números naturales asociados a conteos de cantidades positivas, hasta los sofisticados números complejos y otras estructuras, como los enteros de Gauss o los cuaterniones, el ser humano ha tenido que realizar procesos de maduración muy profundos para aceptar estas nuevas construcciones. Centrémonos en los saltos cognitivos y matemáticos que nos llevaron desde los números naturales hasta los enteros y, de ahí, a los números racionales.




    Los conjuntos numéricos de números naturales, enteros y racionales están encadenados linealmente en el sentido de que todo número natural es un número entero (los naturales son los enteros positivos) y, a su vez, todo número entero es un número racional (se pueden expresar como una fracción de denominador 1). De hecho, las estructuras aritméticas de suma y multiplicación de números naturales se extienden a los números enteros y de ahí a los números racionales de tal forma que la rigorización de estas extensiones se presentan de forma lineal y progresiva.




    Sin embargo, la presentación matemática de estos conceptos dista mucho de seguir el orden histórico en el que fueron desarrollándose: la aritmética de fracciones se propagó mucho antes que la de los números enteros, pues el manejo de cantidades negativas no estaba realmente extendido. No parece que los seres humanos de los albores de la historia necesitaran ningún concepto más allá del de número natural y sus operaciones aritméticas básicas. Sin embargo, en algún momento se hizo necesario representar el concepto parte de la unidad de forma matematizada y así es que nos encontramos numerosos documentos mesopotámicos, egipcios o griegos en los que se trabaja con cierta soltura en notación racional, pero en ninguno de ellos se hace mención al uso de cantidades negativas.




    En el papiro de Ahmes, de unos 4000 años de antigüedad, se aprecia cómo los egipcios utilizaban con asiduidad las fracciones unitarias (con numerador 1), que eran protagonistas de cálculos para problemas de repartos. Lamentablemente no se conoce la razón de esta preferencia por las fracciones unitarias ni tampoco la razón por la que los egipcios no llegaron a manejar con soltura las fracciones propias, en las que el numerador es menor que el denominador. Utilizando nuestra notación actual, los matemáticos egipcios preferían expresar la fracción 3/5 como la suma 1/3 + 1/5 + 1/15.




    También las civilizaciones mesopotámicas habían hecho uso de las fracciones, aunque en un sentido diferente al egipcio. En este caso las tablillas babilónicas muestran el uso de fracciones con denominador 60 (o potencias) que permiten realizar operaciones aritméticas de suma y multiplicación (habitualmente duplicación) con facilidad. Podemos encontrar reminiscencias de este uso fraccionario de las potencias de base 60 en la división sexagesimal de las unidades de tiempo.




    En cuanto a la matemática griega, siendo muy reduccionistas, podemos decir que fue en esencia geometría al traducir el número y sus operaciones aritméticas a la expresión de cantidades sobre magnitudes (longitudes, áreas, volúmenes) y sus relaciones en proporciones. De esta forma, la teoría de fracciones se puede interpretar en términos geométricos de proporciones en un sentido muy similar a lo que hoy en día se enseña en las escuelas, que procede de la teoría desarrollada por Eudoxo en el siglo IV a. C.




    A la par, resulta curioso ver cómo por un lado en los textos prehelénicos se alcanzan cotas importantes de desarrollo en la resolución de problemas de repartos y de proporcionalidad, así como de ecuaciones de primer grado y de algunos casos particulares de ecuaciones de segundo grado, posiblemente al seguir reglas algorítmicas que lamentablemente en su mayoría no han llegado hasta nosotros. Mientras que, por otro lado, se descartan las soluciones negativas que aparecen en ciertas ecuaciones como resultado de los algoritmos anteriores, sin aceptar la existencia de números menores que la nada. Esta negación nos da la pista de cuán importante fue la introducción del 0 formal, como frontera entre los números que posteriormente se denominarían positivos y negativos.




    Al igual que las fracciones encuentran justificación en sus comienzos como particiones de la unidad, los números negativos se asociaron inicialmente a problemas de deudas económicas, pero un desarrollo relativamente riguroso de la aritmética de números negativos tuvo que esperar hasta el siglo VII. Fueron los matemáticos hindúes Brahmagupta y Bhaskara los que determinaron las conocidas reglas de los signos en la adición y sustracción de números enteros, expresando estas reglas siempre en términos económicos. Así, en los textos hindúes de aritmética se hablaba de fortuna (número positivo) y deuda (número negativo), de tal manera que, por ejemplo, si a una fortuna se le restaba una deuda, se obtenía una fortuna o si se sumaban dos deudas se obtenía siempre una deuda.




    Todas estas relaciones eran conocidas entre los matemáticos europeos a partir del siglo XVI, aunque muchos de ellos seguían recelosos de su utilidad. Valga como muestra el hecho de que Stifel los denominaba numeri absurdi (tampoco estaba muy convencido de la existencia de números irracionales ocultos bajo una cierta forma de nube de infinitud). Por su parte, Cardano sí aceptó los números negativos bajo la denominación de numeri ficti.




    La aceptación de los números racionales resultó sencilla dada la interpretación, tangible en cierto modo, de parte de la unidad. Además, el hecho de que todo número irracional se pudiera aproximar mediante números racionales hizo que todos los reales positivos se aceptaran con mayor facilidad que los negativos. Con todo, los contextos económicos de los que emanan las reglas de cálculo de números negativos no permitieron explicar adecuadamente las reglas de la multiplicación de números enteros. La multiplicación de dos números positivos estaba perfectamente aceptada, y también la de un positivo por un negativo (pues se puede interpretar en términos de la repetición de una deuda, aunque deba recurrirse a una aplicación formal de la propiedad conmutativa), pero que la multiplicación de dos números negativos devuelva como resultado un número positivo se escapaba de toda explicación contextualizada. Aun bien entrado el siglo XVIII, matemáticos de la talla de Euler, Laplace o Cauchy debían esforzarse para huir de retruécanos al tratar de explicar en sus lecciones de cálculo para estudiantes las reglas de los signos para el producto de números negativos. La desventaja, sin duda, es que esta propiedad solo puede explicarse desde un punto de vista abstracto, en el que las propiedades de los números enteros deben conservar las ya conocidas sobre números naturales cuando en particular se aplican a estos en el contexto de aquellos.
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