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    Capítulo 1 Apresentação do Problema




    Problemas envolvendo grafos e árvores têm recebido grande atenção no ambiente da pes- quisa científica, tanto por motivação teórica quanto prática. É comum encontrarmos soluções modeladas usando teoria dos grafos e otimização combinatória em razão da sua grande aplicabilidade. Neste capítulo apresentaremos o Problema da Arvore Geradora com Número Mínimo de Ramificações (Spanning Trees With Branches Number Minimum Problem), que será o foco da nossa pesquisa.




    1.1 Introdução





    O Problema da Arvore Geradora com Número Mínimo de Ramificações(PAGNMR) foi apresentado em [15] e definido formalmente como segue: dado um grafo conexo G = (V,E), não direcionado e sem psos em suas arestas, encontrar uma árvore geradora T de G, dentre todas as árvores geradoras de G, que possua a menor quantidade possível de vértices com grau maior ou igual a 3 em T (dT (v) ≥ 3). Vértices com essa característica são chamados de branches ou ramificações de T .




    Pela definição acima, o PAGNMR claramente estende o clássico problema de se en- contrar um caminho hamiltoniano em um grafo: dado um grafo G conexo com n vértices, deseja-se encontrar um caminho que percorra todos os n vértices do grafo G passando uma única vez por cada vértice. De fato, uma vez que um caminho hamiltoniano é uma árvore geradora sem qualquer ramificação, o número de ramificações na solução ótima do PAGNMR para a instância G será zero se, e somente se, G possui caminho hamiltoni- ano. Uma vez que decidir se um grafo admite caminho hamiltoniano é um problema NP- Completo [12], fica estabelecida a NP-dificuldade do PAGNMR, conforme foi demonstrado em [15]. Sendo assim, não apenas são desconhecidas quaisquer maneiras de se encontrar solução ótima para o PAGNMR em tempo polinomial, como também a existência de uma tal maneira implicaria P = NP , o que resolveria um dos problemas matemáticos em aberto mais importantes de nossos tempos. Dessa forma, abordagens pragmáticas para solucionar o PAGNMR compreendem a utilização de métodos não exatos como heurísticas e algoritmos aproximativos.
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    Figura 1.1: Grafo G




    Métodos baseados em heurísticas são maneiras práticas de se obter soluções boas, ainda que não sejam comprovadamente as melhores possíveis. Entretanto, por serem computadas em tempo polinomial no tamanho da entrada do problema e possuírem qualidade aceitável, são por vezes o melhor caminho a se seguir. Algoritmos aproximativos, de forma semelhante, buscam soluções que estejam comprovadamente “dentro de certa janela” de proximidade da solução ótima, ainda que essa última não seja conhecida. A escolha de abordagem para problemas semelhantes, seja por heurísticas ou algoritmos aproximativos, vai depender das características de cada problema.




    Perceba que é fácil visualizar que o grafo G da Figura 1.1 possui diversas árvores geradoras e para isso mostramos três delas representadas na Figura 1.2, onde os vértices 2 e 5 são ramificações, já que o grau de ambos é igual a 3.
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    Figura 1.2: Arvores Geradoras T de G




    Neste trabalho, apresentamos novas heurísticas para o PAGNMR. Trata-se na verdade, de uma série de modificações em relação ao algoritmo proposto em [30]. Tais modifica ções lograram obter, nos testes realizados, resultados superiores àqueles conseguidos pela versão original do referido algoritmo, que por sua vez obtivera resultados melhores que os de [4], onde o PAGNMR havia sido abordado por meio de heurísticas com ponderação de arestas e coloração de vértices. Além disso, também comparamos os resultados obtidos com o trabalho de [5], que abordou o mesmo problema utilizando algoritmo aproximativo. Quando comparamos os nossos resultados com a proposta de [5], nossas heurísticas também lograram êxito nos modelos testados.




    1.2 Notações e Definições





    Nesta seção definiremos todas as notações e definições utilizadas ao longo de toda a tese. Vejamos abaixo:




    - G = (V, E): um grafo composto por um conjunto V de vértices e um conjunto E de arestas;




    - n = |V (G)|: a quantidade de vértices do grafo G;




    - m = |E(G)|: a quantidade de arestas do grafo G;




    - T: uma árvore geradora de G contendo todos os n vértices de G e um subconjunto mínimo de arestas de E que conecte todos os n vértices e não formem ciclo em T ;




    - e = (u, v): representa uma aresta incidente aos vértices u e v, onde u, v ∈ V ;




    - dG(u): o grau do vértice u no grafo G;




    - dT (u): o grau do vértice u na árvore T ;




    - adj(u): lista de vértices adjacentes ao vértice u;




    - Modelo G(n,p): um grafo gerado aleatoriamente com n indicando a quantidade de vértices e p a probabilidade de existência de uma aresta (u, v);




    - Densidade (D): é a razão entre a quantidade de arestas do grafo e a quantidade de arestas do grafo completo com o mesma quantidade de vértices;




    - Troca Vantajosa: é uma troca de uma aresta e1 ∈ T por e2 ∈ G, que de acordo com os critérios adotados, traga alguma vantagem para árvore T ;




    - Aresta Infratora: é uma aresta e ∈ G que quando inserida em T prejudica a árvore




     T , em relação aos critérios que estejam sendo adotados pelo método adotado;




    - Aresta de Corte: é uma aresta e ∈ T que será retirada(cortada) da árvore T ;




    - Aresta de Reposição: é uma aresta e ∈ G que será inserida na árvore T , em substituição à aresta retirada de T ;




    1.3 Objetivos





    Os objetivos deste trabalho estão assim definidos:




    Objetivo principal




    - Desenvolver heurísticas para o PAGNMR, implementá-las, testá-las e comparar seus resultados com aqueles produzidos por outras heurísticas conhecidas.




    Objetivos gerais




    - Apresentar formalmente o PAGNMR e fazer um estudo aprofundado dos principais trabalhos relacionados com o problema proposto;




    - Conhecer e apresentar as principais soluções existentes;




    - Estudar a complexidade computacional das principais soluções existentes, especial- mente as que desenvolvemos;




    - Propor alternativas para continuidade desta pesquisa através de sugestão para trabalhos futuros, que envolvam outras possíveis soluções para o problema.




    1.4 Modelagem Matemática





    Considerando a definição do problema apresentado em [15], foi proposta em [4] a modelagem matemática para o PAGNMR. Para isso, foram definidas algumas variáveis e condições necessária a sua formalização:




    - Seja um grafo conexo G = (V, E), não direcionado, sem peso em suas arestas e T = (V, E') uma árvore geradora de G;




    - e = (u, v) ∈ E, representando cada aresta de G;




    - fuv e fvu variáveis que definem o fluxo de u para v e de v para u, respectivamente;




    - xe uma variável binária, com e = (u, v) ∈ E, sendo que se existir e ∈ T, xe = 1, caso contrário xe = 0;




    - yv uma variável de decisão binária, onde yv = 1 se v for uma ramificação, caso contrário, yv = 0.




    - A(v) o subconjunto de arestas incidentes ao vértice v ∈ V de G. Sendo A+(v) = {(v, w) ∈ V x V / (v, w) ∈ E} o conjunto de arestas que partem de v e A−(v) = {(w, v) ∈ V x V / (w, v) ∈ E} o conjunto de arestas que chegam em v, considerando o grafo direcionado.




    Diante das condições e restrições descritas, a formulação matemática para o PAGNMR foi assim definida em [4]:
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    O modelo matemático descrito acima pode ser melhor compreendido da seguinte forma:




    - A função objetivo 1.1 requer minimizar a quantidade de ramificações na árvore;




    - A restrição 1.2 garante que a solução final da árvore gerada terá exatamente |V| - 1 arestas;




    - As restrições 1.3 e 1.4 equilibram o fluxo de cada vértice e garantem a conectividade em qualquer solução viável, sendo que 1.3 garante que exatamente |V| - 1 unidades de fluxo partirão do nó s. Já a restrição 1.4 garante que cada vértice destino do grafo obterá também uma unidade de fluxo;




    - As restrições 1.5 e 1.6 garantem que o fluxo que passa por uma aresta, caso ela exista (xe = 1), é no máximo (n − 1). Caso não exista a aresta (xe = 0), não haverá o fluxo, mesmo assim a desigualdade estará mantida pois fuv e fvu serão iguais a zero;




    - Na restrição 1.7 é modelada a relação entre o grau de um vértice v e a variável binária yv. Se d(v) ≤ 2, então yv assume valor 0, caso contrário, a variável yv assume valor 1. Dessa maneira, o vértice v será selecionado como uma ramificação caso existam mais que 2 arestas incidentes a ele na solução obtida.




    - As restrições 1.8, 1.9, 1.10 e 1.11 completam o modelo definindo o domínio das variáveis de decisão xe, yv, fuv e fvu.




    1.5 Motivação Principal





    O PAGNMR surgiu da necessidade prática de alocação de switches especiais chamados WDM (WaveLength Division Multiplexing) em redes ópticas multicast e foi abordado pela primeira vez em [15]. Switches são equipamentos utilizados em uma rede para interconectar equipamentos como computadores, impressoras ou qualquer outro que possua uma interface ethernet. As redes redes ópticas utilizam um mecanismo de multiplexação por divisão de comprimento de onda chamado WDM. Através desse mecanismo torna-se possível a transmissão de múltiplos feixes de luz utilizando um mesmo fio de fibra óptica, desde que cada feixe utilize comprimentos de ondas diferentes [32]. Chamamos de light-path uma sequência de enlaces de fibra que conecta dois nós de uma rede utilizando o mesmo comprimento de onda. Por outro lado, quando dois lighpaths utilizam o mesmo enlace óptico, necessariamente eles devem utilizar diferentes comprimentos de onda [33].




    A utilização de switches totalmente ópticos originou uma nova tecnologia com base na divisão de feixe de luz, ampliando o desempenho da velocidade das transmissões em fibras ópticas. Essa melhora pode ser explicada pela extensão do conceito de lightpath para
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    Figura 1.3: Exemplo de Lightpath
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    Figura 1.4: Exemplo de Light-tree




    light-tree [14]. Ao utilizarmos uma light-tree é possível realizar a comunicação multicast em uma rede óptica de um nó origem para múltiplos nós destinos. Desse modo, é possível que switches WDM copiem dados diretamente no domínio óptico por meio da divisão de um feixe de luz. Isso se traduz em uma grande vantagem sobre o multicast eletrónico, que ao invés de dividir um feixe de luz, copia pacotes de dados de um lado para o outro utilizando bufers de armazenamento temporário [15], o que traz como consequência a queda no desempenho da transmissão. A Figuras 1.3 e 1.4 ilustram os conceitos de lightpath e light-tree, respectivamente, em uma rede óptica.




    Situações como a ilustrada na Figura 1.4, devem ser preferencialmente evitadas em uma rede óptica, pois a aquisição e definição de localização desse sofisticado tipo de switch - de modo a garantir que todas as operações multicast sejam realizadas de maneira efetiva e rápida - é significativamente cara. Em razão disso, minimizar a quantidade utilizada desses switches na rede torna-se uma tarefa importante e necessária para uma redução de custos para toda a cadeia de consumo.




    Esse problema prático foi redefinido em termos de otimização combinatória, traduzindo- se em minimizar switches WDM nas redes ópticas, ou seja, minimizar a quantidade de switches na rede que tenham mais de duas conexões. Em outras palavras e fazendo uma referência ao PAGNMR, isso significa encontrar uma árvore geradora T de um grafo G que possua a menor quantidade de ramificações, ou seja, o mínimo de vértices com grau maior ou igual a 3 (dT (v) ≥ 3). Note mais uma vez que a resolução desse problema remete, de certa forma, ao problema de encontrar um caminho hamiltoniano em um grafo, conforme visto na Seção 1.1.




    Algumas abordagens são conhecidas para resolver esse problema e considerando que se trata de um problema NP-difícil, as soluções até então apresentadas utilizam métodos não exatos, entretanto com bom tempo computacional, isto é, em tempo polinomial. Para isso, torna-se aceitável em muitos casos abrir mão de soluções ótimas, pois o custo de se encontrar tais soluções pode não valer a pena em determinadas situações, principalmente aquelas que exigem uma solução em tempo curto, como o caso prático de posicionamento dos switches nas redes ópticas apresentado no início dessa seção. Por essa razão, as soluções conhecidas até então são baseadas, fundamentalmente, em heurísticas como aquelas propostas em [4] e algoritmo aproximativo descrito em [5].




    De acordo com [15], a quantidade mínima de ramificações de um grafo depende de vários parâmetros utilizados para gerá-lo, dentre eles estão a densidade e o comprimento do maior caminho no grafo. Já em [13] constatou-se que o principal parâmetro para existência de ramificações de fato é a densidade, que é a relação entre a quantidade de arestas de um grafo G′ e da quantidade de arestas do grafo G completo mantendo-se a mesma quantidade de vértices. Assim, quanto mais baixa for a densidade, maior poderá ser a quantidade de ramificações e vice-versa. Além disso, como pode ser visto em [14], a baixa densidade em um grafo é o principal fator para a existência das chamadas spanning spiders, definidas como sendo árvores com pelo menos uma ramificação.




    No Capítulo 2, veremos em detalhes as heurísticas propostas em [4], que foram ba- seadas em ponderação de arestas e coloração de vértice. Em [29] é feita uma abordagem prática das redes ópticas através de algoritmos que estabelecem limites superiores de ramificações, de acordo com a quantidade de vértices e da densidade do grafo. Veremos também a abordagem recente feita por [5] com base em algoritmos aproximativos.




    Já a nossa proposta tem como motivação principal a pesquisa de [30] e [31], que propõem heurísticas iterativas para o PAGNMR, servindo portanto de base para esta tese. Adicionalmente, implementamos o algoritmo aproximativo de [5] para que pudéssemos comparar os nossos resultados com essa outra abordagem.




    1.6 Outras Motivações





    1.6.1 Problema da Árvore de Steiner





    Além da motivação principal apresentada na seção anterior, outros problemas reais envol- vendo árvores tem sido fonte de pesquisas em diversas áreas, especialmente computação.




    Considere um plano P contendo um conjunto de pontos A {A1, A2, ..., An} não conectados. É possível interconectá-los utilizando linhas (segmentos de retas) de modo que se tenha o menor somatório do comprimento de todas as linhas entre esses pontos. Além disso, para esse mesmo conjunto de pontos é possível reduzir mais ainda a soma do comprimento de todas as linhas, acrescentando pontos S intermediários, chamados de Pontos Steiner, gerando o que é definido como a Árvore Mínima de Steiner. Como exemplo, considere a Figura 1.5(a), onde temos 4 pontos conectados por linhas formando um retângulo. Observe a Figura 1.5(b) e perceba que a inserção do ponto S central reduz geometricamente o somatório total do comprimento das linhas que ligam os pontos.
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    Figura 1.5: Exemplo de Ponto Steiner




    Encontrar Árvores Mínimas de Steiner quase sempre é uma tarefa difícil, pois uma árvore de comprimento mínimo local nem sempre representa um mínimo global. A Figura 1.6(a) não pode ter seu caminho mínimo reduzido, mesmo inserindo pequenos deslocamen- tos dos pontos Steiner. Por outro lado, a Figura 1.6(b) representa a árvore mais curta, sendo portanto a Árvore Mínima de Steiner para o conjunto de pontos A1, A2, A3, A4, conforme está demonstrado em [16].
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    Figura 1.6: Arvores de Steiner




    A topologia de uma árvore pode ser definida por uma matriz de conexão que especifica quais pares A1, A2, ...An, S1, S2, ..., Ss formam os extremos de arestas. Assim, cada topologia determina uma matriz de adjacência. Na Figura 1.6(a) os pontos A1 e A2 tem arestas em comum até um ponto comum Steiner, o que não acontece na Figura 1.6(b), logo essas figuras possuem topologias diferentes.




    O problema da Árvore Mínima de Steiner tem sido base de pesquisa para várias áreas, como por exemplo: redes mínimas para agricultura, engenharia de planejamento de rotas e circuitos elétricos, como pode ser visto em [10], [19] e [27].




    1.6.2 Outros Problemas com Grafos e Árvores





    Outros problemas envolvendo grafos e árvores foram estudados com base na Teoria de Grafos. Dentre eles, podemos destacar: como encontrar componentes conexos, determinar a menor distância entre vértices, determinar o número cromático de um grafo, verificar se um grafo é planar ou não, encontrar árvores geradoras baseado em diversos algoritmos como busca em largura e profundidade. Em [3] e [18] podemos encontrar a maioria deles e em [6] é possível conhecer a análise da complexidade de todos eles.




    Na área de otimização em grafos [1], destaca-se a importância das árvores gerado- ras para solução de problemas relacionados à fluxos de custo mínimo em redes como o algoritmo network-simplex. Conforme pode ser visto em [18], o problema mais simples de otimização em grafos, consiste em encontrar a árvore geradora mínima ou Minimum Spanning Trees - MST, definido da forma a seguir: dado um grafo conexo G = (V, E), não direcionado e ponderado nas suas arestas, encontrar uma árvore geradora cuja soma dos custos das suas arestas seja mínima. Em [22] e [28] também encontramos algoritmos para resolvê-lo.




    A dificuldade em encontrar árvores geradoras pode ser ampliada ao acrescentarmos algumas restrições à formulação inicialmente descrita. É o caso do problema da árvore geradora mínima com restrição de grau visto em [24], que consiste em encontrar uma árvore geradora de custo mínimo T em G, tal que o grau de cada vértice em T seja no máximo uma constante d.




    Em [7] e [26], pode ser visto o problema da árvore geradora mínima com restrição de diâmetro (Diameter-constrained minimum spanning tree - DCMST(k)), definido como segue: dado um grafo conexo G = (V, E), ponderado, não direcionado e um inteiro k positivo, encontrar uma árvore geradora de peso mínimo dentre todas as árvores geradoras de G, que não contenha caminhos com mais que k arestas.




    Seguindo a mesma linha encontramos ainda o problema da árvore geradora mínima capacitada assim formulado em [8]: dado um grafo G = (V, E), não direcionado, um vértice v0, uma demanda r(v) nos vértices, com peso w(e) e capacidades c(e) nas suas arestas, determinar uma árvore geradora de custo mínimo T , dentre todas as árvores geradoras de G, que satisfaça uma restrição de capacidade que requeira para cada aresta e ∈ T , que c(e) ≥ ∑u∈U (e) r(u), onde U (e) representa o conjunto de vértices cujo caminho em T até a raiz v0 contém a aresta e.




    Desconsiderando o fato de ser uma generalização do problema do caminho hamilto- niano, o PAGNMR diferencia-se de todos citados nessa seção, por considerar um tipo específico de vértice, quais sejam, aqueles onde dT (v) ≥ 3, buscando minimizá-los na ár- vore geradora e para isso o peso das arestas é irrelevante. Aliado ao fato de o problema ter aplicação prática, a busca por soluções capazes de resolver instâncias reais em tempo polinomial traz uma motivação extra, o que fortalece nesse momento as pesquisas que utilizam métodos não exatos, desde que ofereçam boas soluções.




    Nesse capítulo foi apresentada a definição formal do PAGNMR e sua formulação matemática, os objetivos que pretendemos alcançar nessa tese, bem como a motivação prática e teórica, além de outros problemas relacionados com árvores geradoras. Vimos a NP-dificuldade do problema e portanto a motivação para abordagem através de métodos não exatos, como heurísticas e algoritmos aproximativos. No capítulo seguinte, serão vistos os trabalhos mais relevantes e relacionados ao PAGNMR, assim como a pesquisa que é a principal base dessa tese.
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