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      Capítulo 1




      Funções – Parte 1


    




    As funções permeiam praticamente todas as áreas da matemática e da física e estão, direta ou indiretamente, associadas aos resultados, às previsões e às interpretações dos fenômenos. Muito do que sabemos entre duas ou mais grandezas está relacionado à sua dependência, e isso é assunto das funções. Quando convivemos com os fenômenos cotidianos, nem sempre refletimos sobre as funções que os relacionam. Então, para que possamos ter um senso crítico e científico sobre o mundo, precisamos compreendê-lo. O estudo sistematizado e organizado das funções vai contribuir para essa compreensão.




    Podemos notar que no dia a dia existem inúmeras relações ligadas às funções: o preço que pagamos pelo feijão é função de quantos quilogramas vamos comprar, a temperatura da água na panela pode ser função do tempo que a deixamos sobre o fogo, o salário de um professor do Ensino Médio geralmente é função do número de horas que ele trabalha, o volume de uma garrafa cilíndrica é função do raio da base e da altura, o consumo médio de combustível de determinado veículo é função da distância que ele percorre, a carga da bateria do seu celular é função do tempo que você o deixa carregando, e assim por diante.




    Também diretamente ligado aos estudos científicos da física percebemos o quanto as funções são aplicadas: no movimento uniforme, a posição da partícula é função do tempo; no movimento uniformemente variado, a velocidade da partícula pode ser dada em função de seu deslocamento; a energia cinética de um objeto em movimento é dada em função de sua massa e da velocidade; a dilatação linear de determinada barra é dada em função da variação da sua temperatura; a refração da luz ao passar de um meio para outro é dada em função do ângulo de incidência; a potência elétrica é dada em função da diferença de potencial e da corrente; etc.




    Neste capítulo, vamos conhecer as funções do ponto de vista da sistematização matemática, da simbologia e da classificação necessária para aplicação das funções.




    1 Conceito de função




    Chamamos de relação entre dois conjuntos a dependência estabelecida entre duas grandezas fazendo corresponder a cada elemento x de um conjunto um elemento y de outro conjunto. Os valores correspondentes a x pertencem a um conjunto de origem da relação chamado de conjunto domínio. Os valores y obtidos dessa relação encontram-se em outro conjunto chamado contradomínio. A figura 1 apresenta um diagrama em que A é o conjunto domínio e B é o contradomínio dessa relação chamada de f, que associa os elementos x com os elementos y.




    

      Figura 1 — Representação gráfica de uma relação ou função




      [image: ]

    




    Vale destacar que os diagramas podem ser representados por qualquer formato, não necessariamente uma elipse, como na figura. Outro exemplo que se aplicaria a esse diagrama seria relacionar a idade de algumas crianças (no conjunto domínio A) com a sua altura (no conjunto contradomínio B), como na figura 2.




    

      Figura 2 — Exemplo de representação gráfica de função
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    Propositalmente, por questões didáticas, foram deixadas no diagrama da direita algumas medidas de altura que não receberam seta alguma, como 1,20 m. Todos os elementos do conjunto B que são resultados da aplicação por f de um elemento do conjunto A formam um subconjunto do contradomínio chamado de imagem. Na figura 2, o conjunto imagem é formado pelos elementos Im = {1,10; 1,30; 1,40; 1,60}.




    É importante sabermos que nem toda aplicação é função. Para que uma relação f: A → B seja chamada de função, é necessário e suficiente que:




    

      	todo elemento do conjunto A tenha correspondente imagem no conjunto B;




      	a imagem em B de cada um dos elementos do conjunto A seja única.


    




    1.1 Exemplo prático




    Vamos considerar a seguinte relação: uma pessoa resolveu fazer uma bela caminhada da cidade de São Paulo até o Rio de Janeiro. A cada hora do dia, dada no conjunto A, localizamos a pessoa na rodovia Presidente Dutra (BR 116), dada no quilômetro em que ela se encontra a pé. Observe na figura 3.




    

      Figura 3 — Exemplo de relação que não é função
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    Da forma como esse diagrama se apresenta, a aplicação que mostra o horário do dia e a localização da pessoa não é uma função, pois, apesar de se mostrar o horário das 9h no conjunto domínio A, não existe uma correspondência da localização da pessoa no contradomínio B. Não se pode concluir onde a pessoa está, nem mesmo se ela foi abduzida. Portanto, para uma relação ser função, é essencial que todo elemento do domínio A tenha imagem em B.




    Outra figura semelhante à 3 em que se retire o horário das 9h do domínio A passaria a ser considerada função, pois, nesse caso, todos os elementos do domínio teriam imagem em B, isto é, todos os horários mostrados no domínio se relacionam com a localização da pessoa em caminhada pela rodovia.




    Podemos também apresentar propriedades ou fórmulas que relacionam elementos do conjunto domínio A com o conjunto contradomínio. Nesse caso, a função é dada por essa fórmula. Por exemplo, a função f: R → R dada por f(x) = 2x + 5. Essa função relacionaria o número x = 3 com a resposta f(3) = 11, pois, ao substituir x por 3 na fórmula, o resultado é igual a 11.




    Acompanhe esse exemplo de aplicação. Seja a função f: R → R dada por f(x) = x² – 3. Calcule o valor de f(5). Para calcular, basta substituir x por 5 e, passo a passo, completar as operações:




    f(x) = x² – 3




    f(5) = 5² – 3




    f(5) = 25 – 3




    f(5) = 22




    2 Gráficos de funções




    As funções reais podem também ser representadas em forma de gráficos no sistema de eixos cartesianos ortogonais x0y. Para isso, associa-se cada elemento x do domínio da função com o elemento y, resultado da operação f(x), isto é, y = f(x). Os elementos x são geralmente representados no eixo horizontal chamado de eixo das abscissas e os elementos y estão no eixo vertical, chamado de eixo das ordenadas. Um par ordenado (x, y) localiza cada ponto no sistema de eixos cartesianos.




    A figura 4 mostra uma função dada por uma linha contínua no eixo cartesiano, associando-se cada ponto dessa linha com o par ordenado (x, y) dado pela relação entre as grandezas x do domínio e y do contradomínio. Note que o elemento x1 está associado no gráfico da função com o elemento y1. Da mesma forma, x2 está relacionado com y2 . Isso quer dizer que a função f(x) aplicada no ponto x1 dá como resultado y1, ou seja, f(x1) = y1 (lê-se f de x um igual a y um).




    

      Figura 4 — Gráfico de uma função f
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    Observe no gráfico da figura 4 que os valores de x1 e x2estão no domínio da função e os valores de y1 e y2 são a imagem desses elementos. Portanto, a projeção ortogonal do gráfico da função sobre o eixo x nos dá o intervalo do domínio da função e a projeção ortogonal do gráfico sobre o eixo y nos dá o intervalo da imagem da função. O eixo y todo é o contradomínio.




    Nos capítulos posteriores estudaremos o conceito de função contínua e descontínua, vinculados ao tópico de limites de funções, uma ferramenta fundamental para o cálculo.




    2.1 Exemplo prático




    Vamos verificar um exemplo aplicado de função e seu gráfico.




    Considere o gráfico a seguir representando uma função com variações de temperatura em uma cidade ao longo do dia.




    

      Figura 5 – Gráfico da temperatura pela hora do dia
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    Responda às seguintes questões:




    

      	Qual a temperatura mínima e em que horário ela aconteceu?




      	Qual a temperatura máxima e em quais horários ela aconteceu?




      	A partir de qual horário a temperatura começou a cair?




      	Sendo esse exemplo um gráfico de função, qual o valor de f(16)?




      	Sendo esse exemplo um gráfico de função, qual o valor de f(9)?


    




    As respostas são: 1) Par ordenado (6h, 12°C); 2) No domínio de x variando entre 15h e 16h, ocorreu a temperatura máxima de 33°C; 3) A partir das 16h, o gráfico se mostra decrescente; 4) f(16) = 33; 5) Como a função aparenta ser constante (estável) entre 8h e 10h, estima-se que f(9) = 15 °C.




    É possível construirmos um gráfico de função com uma tabela de pontos. Por exemplo, dada a função real através da sua fórmula f: Z → Z tal que f(x) = x² + 1. Vamos plotar o gráfico usando os pontos x = –2, x = –1, x = 0, x = 1 e x = 2. Observe a figura 6. A segunda tabela completa-se com os valores de y obtidos pela fórmula f(x) = x² + 1. Por exemplo, se x = –2 temos f(–2) = (–2)² + 1 = 5.




    

      Figura 6 — Tabela de pontos para a função f(x) = x² + 1




      [image: ]

    




    Ligar ou não os pontos? Depende do domínio escolhido. Se o domínio da função for o conjunto Z dos números inteiros, o gráfico será essa série de pontos. Se o domínio escolhido for o conjunto R dos números reais, será possível ligar os pontos por uma curva aproximada.




    3 Classificação de funções




    É importante conhecermos algumas classificações clássicas para funções, o que vai contribuir com interpretações futuras de gráficos e suas relações. Nas tomadas de decisão para resolução de problemas das áreas das ciências e tecnologias, muitas fundamentações e justificativas podem se basear no comportamento dessas funções, descritas por seu tipo e classificação. A seguir, entenderemos algumas delas.




    3.1 Função par e função ímpar




    Uma função é chamada de função par quando, para cada elemento x do domínio de f, seu oposto, –x, também está no domínio, de modo que f(x) = f(–x). O gráfico da função par é simétrico em relação ao eixo das ordenadas y. Por outro lado, uma função f é chamada de função ímpar quando todo x do domínio da função possui seu oposto –x também no domínio, de modo que f(–x) = –f(x). O gráfico da função ímpar é simétrico em relação à origem (0, 0) do sistema.




    Um exemplo de função par é a função real f(x) = x². Note que qualquer valor de x elevado ao quadrado será positivo. Então, por exemplo, f(5) = 25 e f(–5) também é 25, isto é, f(–5) = f(5). Um exemplo de função ímpar é a função f(x) = x³. Por exemplo: f(5)= 5³= 125 e f(–5) = (–5)³ = –125 e, então, f(–5) = –f(5).




    A maior parte das funções não é par nem ímpar. Dizemos, então, que a função não tem paridade. Por exemplo f(x) = x² + 3x. Nesse caso, o valor de f(x) não é nem igual, nem oposto ao valor de f(–x). Para entender, teste isso para f(10) e f(–10).




    3.2 Função crescente e função decrescente




    De modo sistemático, dizemos que uma função é estritamente crescente num intervalo do seu domínio quando para todo x1 < x2 temos os valores f(x1) < f(x2). Por exemplo, a função real f(x) = 2x + 3. Escolhendo dois valores, x1 = 2 e x2 = 5 ,notamos que x1 < x2, pois 2 < 5. Os resultados são f(2) = 2 · 2 + 3 = 7 e f(5) = 2 · 5 + 3 = 13, o que nos dá f(2) < f(5), pois 7 é menor que 13. Se esse resultado se verificar para todos os valores do domínio, então a função é crescente nele.




    Por outro lado, uma função é estritamente decrescente em um intervalo do seu domínio quando para todo x1 < x2 temos os resultados inversos, isto é, f(x1) > f(x2). Por exemplo, a função real f(x) = –2x + 3. Escolhendo os valores x1 = 0 e x2 = 1, notamos que x1 < x2, pois 0 < 1. No entanto, as imagens desses pontos serão f(0) = –2 · 0 + 3 = 3 e f(1) = –2 · 1 + 3 = 1, o que nos dá f(0) > f(1), pois 3 é maior que 1. Se esse resultado se verificar para todos os elementos do domínio, a função é decrescente nele.




    A figura 4 mostra o gráfico de uma função crescente entre os pontos x1 e x2 do domínio. Quando uma função não for crescente nem decrescente em um intervalo do domínio, ela é chamada de função constante ou estável nesse intervalo.




    3.3 Classificação quanto ao domínio e à imagem




    Uma função é chamada de sobrejetora se, e somente se, seu conjunto imagem for exatamente igual a todo o contradomínio, isto é, não existir nenhum elemento no contradomínio que não seja imagem da função. Note que a função apresentada na figura 2 não é sobrejetora, pois existem elementos do contradomínio, como 1,20 m, que não são imagem de nenhum elemento do domínio.




    Uma função é chamada de injetora se cada elemento do domínio possuir uma imagem distinta, isto é, dois ou mais elementos do domínio não podem ter imagens iguais. A função da figura 2 é injetora, mas a função da figura 4 não é injetora, pois os elementos x = 2 e x = –2 do domínio têm a mesma imagem, y = 5.




    Uma função é chamada de bijetora se ela for sobrejetora e injetora ao mesmo tempo. A função f: R → R definida por f(x) = 2x é uma função bijetora. A figura 7 ilustra uma função bijetora.




    

      Figura 7 — Ilustração de uma função bijetora




      [image: ]

    




    3.4 Função composta




    A composição de funções é uma operação muito importante dentro do mundo da álgebra e extremamente útil nas ciências naturais e na física. Considere, por exemplo, a fórmula (função) da velocidade pelo tempo no movimento retilíneo uniformemente variado V = Vo + a · t e a função da posição ou deslocamento em função do tempo S = So + Vo · t + (a/2) · t². Podemos fazer uma composição de funções e encontrar uma única função (fórmula) que associe velocidade com o deslocamento representada por ∆S. Nesse caso, ficamos com a função composta dada pela equação de Torricelli V² = Vo² + 2 · a · ∆S.




    Para compreendermos a sistematização do conceito de função composta, considere a função f : M → B e a função g: A → M. Observe a figura 8. Para obtermos o valor y em B partindo de x em A, podemos aplicar a função g(x) e depois aplicar sobre esse resultado em M a função f que vai chegar na imagem y. Também podemos calcular direto a partir de x e chegar na imagem y por meio da composição de funções. Calculando a função f no resultado da g, ficamos com f(g(x)), que é chamada simbolicamente de fog(x).




    

      Figura 8 — Função composta fog(x) = f( g(x) )




      [image: ]

    




    Um exemplo claro de função composta seria a cobrança de frete intermodal para transporte entre duas cidades. Por exemplo, para transportar televisores produzidos na Zona Franca de Manaus até a cidade de São Paulo, procede-se com o custo de transporte por cabotagem de navio da zona franca de Manaus até o porto de Santos e, em seguida, de caminhão, pela rodovia Anchieta, até a cidade de São Paulo. A composição desses dois fretes pode gerar uma função composta (fórmula) com custo total cobrado por uma única empresa que se responsabilize pelos dois meios de transporte para calcular o frete total.




    

      [image: Ícone] Para pensar




      Imagine que a função f(x) associa a pessoa x com o pai de x e que a função g(x) associa x com a mãe de x. Que parentesco é gerado, em sua opinião, na função composta fog(x), isto é, f(g(x))? Seria a neta de x, a avó materna de x, o avô paterno de x, a avó paterna de x ou o avô materno de x?




      

        




        


      


    




    Temos um problema interessante: a função composta aplicada ao conceito de parentesco. Note, na caixa, que g e f representam funções com parentes de ascendência de primeiro grau e as funções compostas ali citadas representam ascendência de segundo grau.




    Vamos dar um exemplo de como gerar a fórmula de uma função composta. Seja f: R → R e g: R → R. Sendo f(x) = 2x + 5 e g(x) = 3x – 10, qual a fórmula da função composta fog(x)?




    Partindo da função f(x) = 2x + 5, substituímos o elemento x por g, ficando com f(g) = 2g + 5. Agora, trocamos g por sua fórmula, que é 3x – 10, ficando com, f(g) = 2(3x – 10) + 5. Com a distributiva, temos f(g) = 6x – 20 + 5, o que resulta na função composta f(g(x)) = 6x – 15 ou simplesmente fog(x) = 6x – 15.




    3.5 Função afim




    Uma função afim é também chamada de função do primeiro grau. É uma função cuja lei de formação tem a forma f(x) = ax + b, com os coeficientes a e b reais e com a ≠ 0, considerando o domínio e o contradomínio nos reais.




    No caso em que a = 0, a função não é chamada de afim e não terá a variável x, ficando da forma f(x) = b, que é uma função constante e cujo gráfico é uma reta horizontal, paralela ao eixo x, passando pelo ponto (0, b) do eixo y.




    Exemplo de função afim: f(x) = 4x + 7, V = 30 + 5t (do MRUV), y = –3x + 9 , f(x) = 100 – 2x, S = 200 + 4,5 t (da equação horária do MRU), f(x) = 8x, etc.




    O gráfico da função afim f(x) = ax + b é sempre uma reta, que pode ser crescente se o coeficiente a for positivo e decrescente se o coeficiente a for negativo (figura 9). O valor do coeficiente b é o ponto de cruzamento da reta com o eixo y (ou a velocidade inicial em V = Vo + at).




    

      Figura 9 — Reta como representação de função do primeiro grau




      [image: ]

    




    O cruzamento do gráfico da função afim com o eixo das abscissas x é chamado de raiz da função e ocorre no ponto x = [image: ] (basta resolver a equação ax + b = 0). O estudo das raízes de função é importante para reconhecermos onde a função se anula num experimento físico, por exemplo.




    3.6 Função modular




    O módulo de um número real representado por duas barras verticais |x| (lê-se módulo de x) é seu valor positivo. Assim, se apresentarmos x como 5, temos |5| = 5 e, se apresentarmos x como –5, temos |–5| = 5.




    Então, para caracterizarmos uma função modular do tipo f(x) = |x|, podemos representá-la da seguinte forma:




    

      [image: ]

    




    Observe na fórmula que, quando representamos –x, estamos nos referindo a um número positivo, pois naquele caso x já é negativo. Com o símbolo negativo na frente, temos a propriedade de regra de sinal em multiplicação: menos com menos dá mais. Assim, –(x) é positivo porque, no exemplo, –(–5) é um número positivo.




    O gráfico de função modular geralmente apresenta uma reflexão sobre uma reta horizontal. Observe na figura 10 a diferença entre o gráfico da função f(x) = –2x + 6 e o gráfico da função modular f(x) = |–2x + 10|.




    

      Figura 10 — Gráfico de uma função afim e do módulo dessa função afim
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      [image: ]

    




    No gráfico da figura 10, observamos como a reta decrescente da função dada cruza o eixo x na raiz x = 3 e continua decrescendo abaixo do eixo, assumindo valores negativos para y, isto é, valores negativos para f(x). Por exemplo, no gráfico da esquerda, f(4) = –2. Isso não acontece no gráfico da direita. A função modular f(x) = |–2x + 6| jamais atinge valores negativos. Por exemplo, f(4) = |–2 · 4 + 6|. O resultado, nesse caso, seria f(x) = |–2| = 2 positivo.




    Esse modelo mostra o que ocorre em física, por exemplo, na reflexão do raio de luz sobre o espelho plano, em óptica geométrica. O ângulo de incidência tem medida igual ao ângulo de reflexão, justamente o que se observa nesse exemplo, considerando o espelho como o eixo x.




    Considerações finais




    Neste capítulo, fizemos uma breve introdução aos conceitos de função. Estudamos algumas classificações, aplicações e seus gráficos e também a composição de função, bem como o gráfico de função do primeiro grau, com o crescimento e o decrescimento da reta.




    Esses tópicos fazem parte de uma preparação para o cálculo propriamente dito, que virá pela frente. Por isso, é fundamental que você reveja os conceitos, estude e resolva as questões propostas. Para aprender Matemática neste estágio em que estamos, resolver exercícios e problemas é a forma mais adequada de aprender com eficiência.




    No próximo capítulo, estudaremos ainda outros tipos de funções e seus gráficos.
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