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PREFÁCIO


			O autor tem como objetivo levar o leitor a refletir sobre as abordagens encontradas em livros didáticos de ensino básico e universitário deste país acerca dos poliedros regulares convexos. Em sua pesquisa, observou que, para o cálculo de medida de volume dos poliedros regulares convexos tetraedro, hexaedro, octaedro, dodecaedro e icosaedro, são abordados o tetraedro, o hexaedro e, eventualmente, o octaedro de forma recorrente. Por que não são utilizados em medida de volume o dodecaedro e o icosaedro?


			Diante dessa inquietação, o autor foi verificar, em fontes primárias, como se desenvolveram as construções desses poliedros regulares convexos, e encontrou em uma verdadeira obra-prima todas as suas construções, fonte de inspiração para este livro. A medida de volume do dodecaedro regular convexo foi abordada de acordo com a construção realizada pelo autor dessa fonte primária, ou seja, partindo da divisão do poliedro em partes, sendo uma delas o cubo. Não contente com isso, propôs uma nova maneira de cálculo da medida de volume, conforme poderão verificar no interior desta obra. Em relação à medida de volume do icosaedro regular convexo, o autor apresentou uma abordagem deferente para o cálculo da medida de seu volume.


			Este livro está dividido em cinco capítulos. O primeiro é a introdução, na qual apresentam-se as argumentações que levaram à investigação do tema. No segundo capítulo, apresentamos a revisão bibliográfica de trabalhos que envolvem o tema da geometria espacial e as construções geométricas com o Cabri-3D; um breve estudo de alguns livros didáticos que envolvem o tema, destacando a forma com que abordaram a geometria espacial para a obtenção da medida do volume dos poliedros regulares convexos, bem como trabalho desenvolvido em livros paradidáticos sobre geometria e, finalmente, a justificativa da escolha e delimitação do problema e os procedimentos metodológicos adotados neste livro, ou seja, construção e medida de volume dos poliedros convexos regulares com o Cabri-3D.


			No terceiro capítulo, abordamos nosso embasamento teórico com a noção de Transposição Didática de Chevallard, que trata da problemática ecológica, e ainda a teoria de Duval a respeito dos Registros de Representação Semiótica. 


			No quarto capítulo, apresentamos a análise didática do livro XIII de Euclides (300 a.C.), adaptando, para uma linguagem atual, a construção do tetraedro, do hexaedro, do octaedro, do dodecaedro e do icosaedro, todos conhecidos como poliedros regulares e convexos. Utilizamos o software Cabri-3D, como recurso para auxiliar a interpretação das construções realizadas por Euclides.


			No quinto capítulo, realizamos os procedimentos de interpretação didática das construções dos poliedros convexos regulares, conversão do processo utilizado por Euclides para uma linguagem atual e o desenvolvimento e generalização do raciocínio que conduz ao cálculo da medida do volume de cada um desses poliedros por decomposição e composição em pirâmides. Para cada um desses poliedros, apresentamos algumas aplicações dos procedimentos desenvolvidos, com o uso do Cabri-3D, para facilitar a compreensão e visualização, e ampliar o entendimento do aluno a respeito da medida do volume. Finalmente, em nossas considerações finais, confrontamos os dados obtidos em nossa investigação, com nosso objetivo e questão de pesquisa, e também propomos sugestões que possam contribuir com o estudo dos poliedros regulares convexos. Boa leitura!


			





APRESENTAÇÃO


			Olá caro leitor. Esta obra é destinada a você que tem interesse no conhecimento sobre a geometria, com ênfase em geometria espacial. Quero destacar um trecho escrito em minha dissertação de mestrado:


			O aprendizado matemático é parte importante na formação do aluno como um cidadão, pois permite resolver problemas do dia a dia desde a mais simples até a mais complexa das atividades. Os conceitos matemáticos se transformam em instrumentos de compreensão, intervenção e mudanças de previsão da realidade. A geometria é parte fundamental do ensino da matemática. Trata-se de um conhecimento que faz parte das grandes construções de nossa História, tendo em vista estar ao alcance dos alunos, primeiro empiricamente e depois abstratamente. Permite um trabalho criativo, desperta a curiosidade e favorece a estruturação do pensamento e o raciocínio lógico. A geometria é uma forma de comunicação entre aluno e professor muito importante; além disso, é fácil de ser estimulada, pois em toda parte existe geometria, basta um olhar atento aos detalhes para podermos aguçar a criatividade do aluno (SANTOS, 2007, p. 13).


			O objetivo deste livro é levar o leitor a acompanhar a trajetória desenvolvida pelo autor ao se alimentar dos conhecimentos encontrados em uma importante obra escrita na antiguidade, que despertou o interesse em aprofundar os estudos sobre medida de volume de sólidos geométricos. Claro que o autor procurou preservar todas as informações descritas nesse livro antigo e transformou-as em uma linguagem acessível para os admiradores da Geometria Espacial.


			O leitor deve observar que o autor fez uma profunda investigação em livros didáticos de décadas passadas até os dias atuais para verificar se houve interesse e dedicação dos autores de alguns livros em estudar com mais detalhe medida de volume de sólidos geométricos, e percebeu que não há trabalhos com essa exclusividade. Além disso, não encontrou sequência estruturada da maneira em que foi desenvolvida nesta obra. Convido você a navegar nas páginas deste livro e descobrir que o procedimento desenvolvido é inovador e o desafio travado pelo autor com a fonte primária jamais foi desenvolvido por pesquisadores que estudam tal assunto.
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1


			INTRODUÇÃO


			Minha trajetória profissional como educador matemático foi construída pelo trabalho desenvolvido a cada ano em cada uma das séries do ensino fundamental e médio. Tive tendência em considerar o estudo de geometria com mais dedicação, o que me levou a desenvolver novos pontos de vista; e com empenho reformulei ideias, ampliei minha percepção de representações geométricas e entendi que a capacidade de compreensão evolui à medida que trabalhamos com construções geométricas. Isso me levou a trabalhar com construções de figuras geométricas planas, utilizando régua e compasso, com alunos do 8º ano do ensino fundamental (12-13 anos), por acreditar que dessa forma conseguiria incentivá-los a compreender as construções geométricas representadas e suas propriedades.


			Acreditamos que a geometria deve ser trabalhada na escola básica desde as séries iniciais com adequação para cada série, mas é no ensino médio que na geometria espacial se apresentam mais possibilidades de explorar os conhecimentos adquiridos ao longo das séries anteriores. A maior concentração desse conteúdo está no segundo ano do ensino médio e, de acordo com o Currículo do Estado de São Paulo (SÃO PAULO, 2012), deve ser iniciado por poliedros convexos, explorando o número de vértices, número de faces e número de arestas. Posteriormente, deve ser abordada a medida de área de superfícies planas e regulares, para em seguida a medida do volume, que é tratada apenas com prismas, pirâmides, cilindros, cones e esferas. Procuramos então documentos oficiais para consultar as orientações a respeito da maneira de se abordar a geometria no ensino médio.


			Os Parâmetros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio – PCNEM (BRASIL, 2000) – orientam os professores para o desenvolvimento da capacidade de compreender e construir modelos para a resolução de questões de matemática por meio da utilização de forma geométrica para representar ou visualizar partes do mundo real. O documento aponta para a necessidade de desenvolver habilidades de visualização, de desenho, de argumentação lógica e de aplicação na busca de soluções de problemas e, ainda, quais conhecimentos a respeito de perímetros, áreas e volumes devem ser aplicados na resolução de problemas. Acrescenta que composição e decomposição de figuras devem ser utilizadas para o cálculo de medidas de comprimentos, áreas e volumes relacionados a figuras planas e espaciais. Nos Parâmetros Curriculares Nacionais – PCN+ (BRASIL, 2002) – encontramos essas mesmas sugestões.


			No entanto Silva (2012) destaca que o estudo de geometria espacial acontece de forma bastante precária, baseada em poliedros como prismas e pirâmides, às vezes esfera, mas totalmente voltado para a medida de volumes com a disponibilização de fórmulas. Os poliedros regulares são apenas definidos e os alunos são orientados a memorizarem que “todo poliedro regular é de Platão”. Eventualmente, os professores entregam a planificação de alguma superfície para que os alunos construam um modelo em papel cartão. 


			Então, acreditamos que o uso de softwares educacionais para estudo da geometria espacial contribuiria para o desenvolvimento e compreensão no estudo dos poliedros regulares e poderia contribuir para o desenvolvimento das propostas encontradas no PCNEM. Encontramos o software Cabri-3D, ambiente de representação dinâmica que possibilita a construção de superfícies poliédricas e poderia favorecer o estudo da medida do volume de poliedros regulares convexos.


			Partindo de nossa experiência docente, transcorrendo pelas consultas em livros didáticos e por meio da revisão bibliográfica que aponta alguns trabalhos que utilizam o Cabri-3D como um facilitador da construção de conhecimentos, encontramos no livro XIII de Euclides (300 a.C) a descrição da construção da superfície de uma face de cada um dos poliedros regulares. Definimos então que nossa pesquisa teria como objetivo verificar a possibilidade de construir essas superfícies pelo método de Euclides no ambiente Cabri-3D e, a partir da noção de decomposição e composição em pirâmides do icosaedro e o dodecaedro regulares, desenvolver uma fórmula para o cálculo da medida de seus volumes.


			Dessa forma, utilizamos como referencial teórico a Teoria de Transposição Didática de Chevallard (1998) e os Registros de Representação Semiótica, visão e visualização propostos por Duval (1995; 1999; 2004; 2005), que nos ajudou a direcionar nossa investigação. 


			Este livro possui cinco capítulos. Após a introdução, no segundo capítulo, apresentamos a revisão bibliográfica de trabalhos que envolvem o tema geometria espacial e as construções geométricas com o Cabri-3D; um breve estudo de alguns livros didáticos que envolvem o tema, destacando a forma com que abordaram a geometria espacial para a obtenção da medida do volume dos poliedros regulares convexos; o trabalho desenvolvido em livros paradidáticos sobre geometria e, finalmente, a justificativa da escolha e delimitação do problema e os procedimentos metodológicos adotados em nossa pesquisa, ou seja, construção e medida de volume dos poliedros convexos regulares com o Cabri-3D.


			No terceiro capítulo, abordamos nosso embasamento teórico com a noção de Transposição Didática de Chevallard, que trata da problemática ecológica, e ainda a teoria de Duval a respeito dos Registros de Representação Semiótica. 


			No quarto capítulo, apresentamos a análise didática do livro XIII de Euclides (300 a.C.), adaptando para uma linguagem atual, a construção do tetraedro, do hexaedro, do octaedro, do dodecaedro e do icosaedro, todos conhecidos como poliedros regulares e convexos. Utilizamos o software Cabri-3D como recurso para auxiliar a interpretação das construções realizadas por Euclides.


			No quinto capítulo, realizamos os procedimentos de interpretação didática das construções dos poliedros convexos regulares, conversão do processo utilizado por Euclides para uma linguagem atual e o desenvolvimento e generalização do raciocínio que conduz ao cálculo da medida do volume de cada um desses poliedros por decomposição e composição em pirâmides. Para cada um desses poliedros, apresentamos algumas aplicações dos procedimentos desenvolvidos, com o uso do Cabri-3D, para facilitar a compreensão e visualização, e ampliar a compreensão do aluno a respeito da medida do volume. Finalmente, em nossas considerações finais, confrontamos os dados obtidos em nossa investigação com nosso objetivo e questão de pesquisa, e também propomos sugestões que possam contribuir com o estudo dos poliedros regulares convexos.


			 


			





2


			PROBLEMÁTICA


			Neste capítulo, apresentamos, inicialmente, as definições que adotaremos neste estudo a respeito dos poliedros regulares convexos, em seguida nossa revisão bibliográfica a partir do levantamento de pesquisas que envolvem geometria espacial, em especial o estudo de volume de poliedros. Além disso, faremos um breve estudo de como alguns livros didáticos e paradidáticos abordam geometria espacial, para então apresentar a justificativa desta pesquisa, bem como a questão de pesquisa e seus objetivos, e a metodologia de pesquisa juntamente com os procedimentos metodológicos realizados.


			2.1 Poliedros regulares convexos


			Como estamos desenvolvendo nossa pesquisa com poliedros para o cálculo da medida de seu volume, mais precisamente, os poliedros regulares convexos, apresentamos algumas definições que serão adotadas neste estudo.


			Baseada em Moreira Baltar (1994-1995), Anwandter-Cuellar (2013) distingue, entre outras, três concepções para volume: volume-número, que se relaciona diretamente às formulas para calcular o volume; volume-medida, em que se pode definir o volume como o número de unidades necessárias para recobrir um sólido, segundo a autora, “escolhida a unidade de medida, se coloca a questão de saber quantas unidades são necessárias para preencher o sólido” (ANWANDTER-CUELLAR, 2013, p. 59); volume-grandeza, em que “o volume é uma grandeza, quer dizer, [o volume] é uma característica comum aos sólidos que podemos medir.” (ANWANDTER-CUELLAR, 2013, p. 59) 


			Para Morais (2013, p. 32-33), podemos distinguir então três quadros associados à noção de volume: o quadro geométrico composto por figuras geométricas espaciais; quadro numérico composto por números reais positivos e o quadro das grandezas constituído de classes de equivalência de sólidos de mesmo volume. Assim, 


			[...] sólidos diferentes podem ter mesmo volume e uma mudança da unidade de medida provoca uma mudança nos valores numéricos sem alterar a grandeza. Ao variar a unidade de medida, a medida do volume muda, mas o volume é o mesmo.


			Baseado em Dolce e Pompeo (1993, p. 123), adotaremos a seguinte definição de poliedros convexos:


			Considerando um número finito, maior ou igual a 4, de superfícies poligonais convexas tais que: duas superfícies poligonais não estão em um mesmo plano, cada lado de polígono é comum a dois e somente dois polígonos; o plano de cada superfície poligonal deixa as demais em um mesmo semiespaço. 


			Assim, se a intersecção desses semiespaços determina a superfície de um poliedro convexo, em que as superfícies poligonais são as faces, os lados dos polígonos que delimitam essas superfícies são suas arestas e seus vértices são os vértices do poliedro convexo.


			“Para todo poliedro convexo, ou para sua superfície, vale a relação de Euler: , em que V é o número de vértices, A é o número de aresta e F é o número de faces do poliedro” (DOLCE; POMPEO, 1993, p. 124). Ilustraram essa relação a partir de exemplos com superfícies poliédricas convexas e não convexas e acrescentam que os poliedros para os quais é válida a relação de Euler são chamados de eulerianos, e enunciaram que “todo poliedro convexo é euleriano, mas nem todo poliedro euleriano é convexo” (DOLCE; POMPEO, 1993, p. 127).


			Na sequência, os autores definem que um poliedro convexo é de Platão se são verificadas as seguintes condições: “a) todas as faces têm o mesmo número de arestas; b) todos os ângulos poliédricos têm o mesmo número de arestas e c) vale a relação de Euler” (DOLCE; POMPEO, 1993, p. 132). Demonstram, então, que existem cinco, e somente cinco classes de Poliedros de Platão, ou seja, tetraedro, hexaedro, octaedro, dodecaedro e icosaedro.


			Um poliedro convexo é regular se, e somente se, suas faces são polígonos regulares e congruentes e seus ângulos poliédricos são congruentes; com isso, enunciaram que “todo poliedro regular é de Platão, mas nem todo poliedro de Platão é regular” (DOLCE; POMPEO, 1993, p. 133). Por meio de exemplos, os autores representaram poliedros regulares convexos e não convexos em que é válida a relação de Euler. Em nosso trabalho, quando nos referirmos aos poliedros regulares convexos, os chamaremos somente por poliedros regulares.


			O interesse pelo cálculo da medida de volume de poliedros é antigo. Segundo Bongiovanni (2005), Arquimedes (287 a.C – 212 a.C) se preocupou em encontrar a medida do volume de um sólido em forma de cone. Em seu livro O Método, para determinar a medida da área de uma figura ou a medida do volume de um sólido, Arquimedes usa um processo mecânico que consiste em considerar uma figura plana como uma soma de segmentos e um sólido como uma soma de secções planas, suspendendo-as por uma alavanca, de modo a estabelecer o equilíbrio com uma figura de medida de área conhecida ou com um sólido de medida de volume conhecido. As superfícies eram vistas por Arquimedes como reunião de segmentos e os corpos como reunião de superfícies, o que confrontava as dificuldades com a ideia de infinito da época. Como uma soma infinita de superfícies pode resultar num volume finito? É por isso que, após utilizar o método mecânico, Arquimedes provou o resultado pelo método de exaustão de Eudoxo (dupla redução ao absurdo). 


			No entanto esse método heurístico utilizado por Arquimedes para o cálculo de medidas de áreas e de volumes se aproxima do procedimento desenvolvido mais tarde por Cavalieri, que considerava um contínuo, em geral, como a soma de uma infinidade de indivisíveis no cálculo da medida de volume de sólidos geométricos. 


			Assim, para descrever a medida de volume de sólidos, Dolce e Pompeo (1993) apresentam, inicialmente, uma noção intuitiva para o princípio de Cavalieri (Figura 1) a partir da composição de sólidos por placas retangulares.


			[image: 6721.png] 


			FIGURA 1 – PRINCÍPIO DE CAVALIERI – NOÇÃO INTUITIVA


			FONTE: Dolce e Pompeo (1993, p. 164).


			Os autores mostram que a alteração na posição das placas não altera o seu volume e preparam o aluno para a compreensão do Princípio de Cavalieri a partir da observação de que as duas pilhas de placa estão apoiadas em um mesmo plano e que poderiam ser interceptadas por outro plano paralelo ao plano de base. Na sequência (Figura 2), os autores enunciam o Princípio.
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