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APRESENTAÇÃO


			Os currículos dos cursos de Engenharia apresentam disciplinas de Matemática que exploram conceitos necessários à formação do engenheiro. Um desses conceitos, trabalhado em praticamente todos os cursos de Engenharia, é o de vetor, estudado nos primeiros semestres dos cursos. Geralmente, esse conceito é explorado na disciplina de GAV ou em Álgebra Linear. O conceito de vetor, defendido nesta produção, considera os elementos fundamentais da estrutura vetorial no tratamento de conceitos como segmento de reta orientada, distâncias, ângulos, áreas, volume, equação da reta e equação do plano. Exploramos o conceito de Vetor em uma disciplina GAV, na qual o fundamental é o entendimento deste, diferenciando grandeza escalar e vetorial, o significado das operações e o motivo pelo qual se opera considerando as inúmeras aplicações do conceito no contexto das engenharias. 


			O conceito de vetor relaciona-se ao de grandeza quando esta considera a ideia de módulo, sentido e direção. Por essa razão, apresenta-se como fundamental para a formação de engenheiros, por exemplo, na Engenharia Civil, que entendam grandezas como força, torque e velocidade, ou seja, são grandezas vetoriais presentes no cotidiano da profissão. Ademais, cálculos envolvendo vetores são utilizados em situações como dimensionamento de vigas e treliças, elevadores, guindastes, carregamentos, reações de apoio, nas quais existem forças envolvidas. Na Engenharia Elétrica, o vetor é utilizado para determinar a existência de campo elétrico. Ao mover uma carga elétrica em um campo elétrico ela fica sujeita a diversas e diferentes intensidades de força elétrica. 


			Vetor é um conceito essencial para a profissão do engenheiro. Infelizmente, muitos estudantes desconhecem a importância de tal conceito para a sua formação, ou a sua aplicação em diferentes situações da sua profissão, e apresentam dificuldades em sua utilização (CASTRO, 2001; KARRER, 2006; FRANÇA, 2007). Contribui com a discussão Poynter e Tall (2005), ao apontarem para as diferentes formas com que o conceito de vetor é trabalhado na Matemática e na Física. De acordo com os autores, as disciplinas seguem rotas distintas quando trabalham com esse conceito, 


			[...] a física focada no conceito de força e sua relação com o movimento (incluindo representações gráficas de distância, velocidade e aceleração), a matemática focada no conceito de translação, que posteriormente é usado como base para o conceito matemático de vetor (2005, p. 128, tradução nossa).


			Fato esse que pode acarretar confusão e dificuldade no processo de apropriação do conceito pelos estudantes, causando falta de compreensão e significado para os estudantes. Além das distintas abordagens dadas ao conceito de vetor, por parte dessas disciplinas, outro ponto interessante e que vale a pena destacar é a forma como o conceito de vetor é representado pelos livros didáticos dessas disciplinas. Nem todas as representações, notações e simbologias são convergentes quando se trata da apresentação do conceito de vetor em tais livros, o que também pode ser um indício para as dificuldades no processo de ensino e da aprendizagem desse conceito. De acordo com Andreotti (2016), temos a conceituação e a representação de vetor a partir de dois pontos de vista, de um lado, o da Física, e de outro, o da Matemática. Em meio a isso, temos o estudante, que para se apropriar desse conceito precisa dominá-lo em diferentes contextos que muitas vezes exigem representações semióticas distintas.


			Sendo assim, podemos afirmar que dentre as diversas dificuldades que os estudantes apresentam em relação ao conceito de vetor, seja a forma como esse conceito é trabalhado na Matemática ou na Física, ou devido as mais variadas formas de representações presentes no processo de ensino, com a utilização de livros didáticos, dentre outras dificuldades, grande parte dessas estão relacionadas ao trabalho restrito a apenas alguns registros de representação desse conceito e a sua não compreensão e mobilização pelos estudantes.


			Neste livro, realizamos a discussão do conceito de vetor e suas operações, a partir da explicitação das propriedades estruturantes do conceito e suas operações e o trabalho realizado em uma disciplina de GAV. Enfatiza-se a importância da intervenção do professor, pelo planejamento, oferecendo condições para que a aprendizagem possa acontecer. Ademais, entende-se que é preciso instigar nos estudantes o espírito investigativo condição fundamental para criar no estudante mecanismos de estudos dos conceitos matemáticos.


			Nesse sentido, busca-se aprofundar o estudo em relação ao processo de aprendizagem do conceito de vetor, objetivando analisar os registros produzidos por um grupo de estudantes de Engenharia a partir de atividades de tratamento e conversão. Consideram-se, para tanto, a Teoria dos Registros de Representação de Duval (2003; 2009; 2011), na perspectiva da apreensão conceitual. 


			O presente livro está estruturado em três capítulos. No primeiro capítulo são apresentados os movimentos que levaram as pesquisadoras a delimitar a problemática da pesquisa. São identificadas pesquisas já desenvolvidas na área, além do conceito de vetor e do referencial teórico que sustenta este estudo.


			No segundo capítulo, o estudo apresenta o caminho da pesquisa e as suas opções. Ou seja, as escolhas, os sujeitos, o lócus, o período, os instrumentos, e os focos de análise. Cada item é detalhado de forma a levar o leitor a compreender as opções assumidas para a obtenção e análise dos dados coletados. Fazer uma pesquisa é construir uma rota a ser percorrida; é fazer escolhas a partir de sua explicitação, considerando a problemática e a teoria definida. Nem sempre a rota é o caminho percorrido, mas necessariamente, serve como um elemento de sua organização e explicitação. 


			No terceiro capítulo é apresentada a análise dos dados, tendo como base a Teoria dos Registros de Representação Semiótica, a partir de dados quanti-qualitativos. Quantitativos, pois apresenta um tratamento estatístico dos dados, gerando informações relacionadas aos instrumentos, pré e pós-teste, a partir das análises das atividades de tratamento e da conversão de cada exercício proposto. Qualitativos, uma vez que partem dos instrumentos, questões da primeira e da última avaliação, listas de exercício, caderno de um estudante, questões de monitoria, e argumentos de estudantes referentes a alguns desses instrumentos. Essas análises consideraram a intervenção do professor a partir das proposições feitas em sala de aula, dos argumentos dos estudantes na realização das atividades e do desenvolvimento de atividades propriamente dito, o que possibilitou os seguintes focos de análise: conversão entre registros envolvendo o registro figural; geração do vetor; operações com vetores; e situações de aplicação de vetor. 


			Para finalizar, são apresentadas algumas considerações acerca do estudo realizado, apontando os aspectos mais relevantes da pesquisa, assim como sugestões para estudos posteriores.


			As autoras
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CAPÍTULO 1


			O Conceito de Vetor e os Registros de Representação Semiótica


			Neste capítulo busca-se apresentar, de forma clara e objetiva, os movimentos que levaram a pesquisadora a delimitar a problemática de pesquisa, situando-a na área da Educação Matemática, na formação de cursos de Engenharia e no processo de ensino e da aprendizagem de conceitos matemáticos do Ensino Superior. Além disso, são identificadas pesquisas já desenvolvidas na área, considerando o processo de ensino e da aprendizagem a partir do conceito de vetor, bem como, aspectos relacionados às dificuldades encontradas por estudantes, às ações do professor, e aos entendimentos de disciplinas que trabalham com vetor. Apresenta ainda o entendimento do conceito de vetor e suas operações, e o referencial teórico dos registros de representação semiótica.


			1.1. Conceitos Matemáticos em cursos de Engenharia


			A partir do entendimento de documentos oficiais que orientam o currículo e o ensino de Matemática para a Educação Básica (Pcnef, Pcnem, Pcnem+, Ocem)1 constata-se que essa disciplina é parte fundamental do conhecimento humano e essencial para a formação dos sujeitos, pois contribui para a construção de uma visão de mundo, isto é, para ler e interpretar a realidade. Nesse sentido, o ensino e a aprendizagem da Matemática são de fundamental importância nos diferentes níveis2 da Educação nacional. Em muitos cursos da Educação Superior, a Matemática é uma área e ou disciplina que contribui no processo de formação acadêmica profissional dos sujeitos, pelo fato de possuir características próprias de investigação e de linguagem. 


			Em cursos de Engenharia3 utilizam-se diferentes conceitos matemáticos na formação profissional, o que pode ser observado ao analisar as suas Diretrizes Curriculares. Vale destacar que essas Diretrizes Curriculares são as leis que regem a organização dos cursos de graduação. De acordo com esse documento, 


			O Curso de Graduação em Engenharia tem como perfil do formando egresso/ profissional o engenheiro, com formação generalista, humanista, crítica e reflexiva, capacitado a absorver e desenvolver novas tecnologias, estimulando a sua atuação crítica e criativa na identificação e resolução de problemas, considerando seus aspectos políticos, econômicos, sociais, ambientais e culturais, com visão ética e humanística, em atendimento às demandas da sociedade. (BRASIL, 2002a, p. 1). 


			Nesse contexto, para que cursos de Engenharia consigam formar profissionais com esse perfil, é necessário que ofereçam condições para o desenvolvimento de diversas competências e habilidades, tais como:


			

					
I.	aplicar conhecimentos matemáticos, científicos, tecnológicos e instrumentais à Engenharia;


					
II.	projetar e conduzir experimentos e interpretar resultados;



					
III.	conceber, projetar e analisar sistemas, produtos e processos;


					
IV.	planejar, supervisionar, elaborar e coordenar projetos e serviços de Engenharia;


					
V.	identificar, formular e resolver problemas de Engenharia;



					
VI.	desenvolver e/ou utilizar novas ferramentas e técnicas;



					
VII.	supervisionar a operação e a manutenção de sistemas;


					
VIII.	avaliar criticamente a operação e a manutenção de sistemas;


					
IX.	comunicar-se eficientemente nas formas escrita, oral e gráfica;


					
X.	atuar em equipes multidisciplinares;


					
XI.	compreender e aplicar a ética e responsabilidade profissionais;


					
XII.	avaliar o impacto das atividades da Engenharia no contexto social e ambiental;


					
XIII.	avaliar a viabilidade econômica de projetos de Engenharia;


					
XIV.	assumir a postura de permanente busca de atualização profissional (BRASIL, 2002b, p. 1, grifos nossos).


			


			Ao analisar as competências e habilidades apresentadas nas Diretrizes Curriculares para a formação profissional do engenheiro, pode-se perceber que, no mínimo, quatro delas têm relação direta com a Matemática, as quais estão destacadas na citação anterior. Sobrinho et al. (2005, p. 2) contribuem com a discussão ao destacarem que


			[...] a Matemática, enquanto Ciência Exata, é componente imprescindível do Curso de Engenharia, pois é a partir da aplicação desta que se explicam vários conceitos de dimensionamento e lógica e aplicações gerais nas engenharias. Sendo assim, pode-se afirmar que o professor de Matemática contribui significativamente para a formação dos profissionais que competem no mundo economicamente globalizado e, portanto, cabe a este fazer com que a matemática oferecida no Curso de Engenharia seja prazerosa para o aluno, fornecendo uma contribuição efetiva para a construção de conhecimento de uma nova sociedade.


			Desse modo, entende-se que o ensino dessa área de conhecimento é importante para que o acadêmico de Engenharia consiga se constituir como profissional engenheiro. Porém, mesmo a Matemática sendo de fundamental importância para a formação na Engenharia, a maioria dos estudantes apresenta atitudes negativas relacionadas a essa área de conhecimento, assim como baixo desempenho em disciplinas que envolvem conceitos matemáticos (SOARES; SAUER, 2004; NASSER, 2009; SILVA et al., 2005; SOBRINHO et al., 2005; PASSOS et al., 2007).


			Nasser (2009), por exemplo, aponta as deficiências e dificuldades dos estudantes de Cálculo no traçado de gráficos de funções básicas. A autora afirma que esses chegam à universidade com muitas dificuldades e deficiências decorrentes do fraco ensino da Educação Básica. Outra pesquisa que corrobora com a discussão, é apresentada por Soares e Sauer (2004), em que as autoras destacam as dificuldades relacionadas à aprendizagem da Matemática, o alto nível de reprovação dos estudantes em disciplinas da área e as dificuldades de engenheiros em lidar com os conceitos matemáticos na vida profissional. Salientam ainda que essas dificuldades devem-se ao ensino baseado em técnicas operatórias e manipulação de software. Além disso, apontam que 


			[...] o conhecimento matemático é apresentado sob a forma de regras e fórmulas, execução de algoritmo, informações sobre definições, teoremas (resultados) e linguagem simbólica. Uma das consequências dessa forma de ensinar é a passividade, a insegurança do aluno e a dependência da palavra do professor para decidir se os resultados obtidos são corretos ou não. Aprender, nesse cenário, significa assistir a aulas, observar o que é apresentado, copiar, repetir e apresentar respostas às questões, mais ou menos próximas do que foi planejado. (SOARES; SAUER, 2004, p. 245). 


			A pesquisa apresentada por Sobrinho et al. (2005) corrobora com a anterior ao apontar que o ensino de Matemática, nos cursos de Engenharia, tradicionalmente, tem sido baseado em atividades de caráter técnico. Por solicitação de seus professores, os estudantes realizam operações em que executam procedimentos – de forma manual ou mediante recursos tecnológicos, como softwares ou calculadoras – para a resolução de problemas que requerem conhecimento matemático, seja na forma de regras, fórmulas, algoritmos, informações sobre definições, ou resultados de teoremas, geralmente apresentados em linguagem simbólica. Essa forma de ensinar, mal gerenciada pelo professor, leva à passividade, à insegurança e à dependência do aluno que, atento às instruções do professor, busca por modelos de resolução (SOBRINHO et al., 2005, p. 2).


			Já a pesquisa apresentada por Reis (2009) enfatiza que uma questão que antecede à elaboração de currículos e ementas, à escolha de bibliografias e livros/textos, e à opção de uma determinada metodologia ou recursos metodológicos, é que a prática pedagógica do professor de Cálculo deve se pautar, primeiramente, na reflexão e na compreensão a respeito do papel que o Cálculo Diferencial e Integral representa na formação matemática dos estudantes. O autor destaca que é comum entre os professores de Cálculo ministrar essa disciplina sempre da mesma forma, sem levar em consideração a natureza do curso na qual eles se encontram. 


			Passos et al. (2007), em seus estudos, destacam que o ensino da Matemática é de fundamental importância para qualquer curso na área das Exatas. Apontam, porém, que existe alta deficiência da maioria dos alunos ao entrar na Educação Superior, oriunda da sua formação anterior, que prejudica o seu desempenho nas etapas seguintes. Referem, também, que um dos grandes problemas dos cursos de Engenharia constitui-se no alto índice de reprovação de estudantes iniciantes em Cálculo I e Geometria Analítica, e que esse fato vem se repetindo no decorrer do desenvolvimento e do crescimento da universidade com a entrada de novas turmas. Além disso, os autores enfatizam que muitos professores atribuem esse problema à falta de preparo dos alunos, às diferenças metodológicas existentes entre Educação Básica e Superior, a uma deficiência cognitiva e à falta de uma disciplina de pré-cálculo, que introduza o estudante na Educação Superior de uma forma menos traumática. 


			Ao analisar o que apresentam as pesquisas citadas é possível afirmar que, apesar do papel fundamental da Matemática e dos seus conceitos, em especial nos cursos de Engenharia, as disciplinas que trabalham com esses conteúdos têm sido aquelas em que os estudantes apresentam mais dificuldades, acarretando alto índice de reprovação.


			As disciplinas de GAV e Álgebra Linear colaboram com o alto índice de reprovação e desistência dos estudantes ao longo do curso de Engenharia. Estudos apontam a grande dificuldade que os estudantes possuem em relação a essas disciplinas, mais especificamente em relação ao conceito de vetor. Uma dessas pesquisas, que se tornou a base deste estudo, foi a desenvolvida por Castro (2001). Nela, a autora desenvolve uma sequência didática e a aplica para estudantes de Matemática e de Engenharia, explorando o conceito de vetor e sua representação no espaço. Assim como nesta pesquisa, a autora também utiliza a Teoria dos Registros de Representação, de Duval (2003), como fundamentação teórica. 


			Castro (2001), a partir de suas análises, afirma que dentre as dificuldades encontradas pelos estudantes a maior delas está na atividade de conversão em que um dos registros envolvidos é o registro figural, e que essa dificuldade é ainda maior quando tal registro é o de chegada. Essa dificuldade pode ser compreendida a partir dos elementos teóricos dos Registros de Representação Semiótica no processo de ensino e de aprendizagem de conceitos matemáticos.


			No segundo semestre de 2013, a pesquisadora atuou como monitora na disciplina de Geometria Analítica e Vetores – GAV4, a qual faz parte do núcleo comum das Engenharias, e que é base para outras disciplinas do curso. Essa ação de monitoria contribuiu significativamente para Sustentar a intenção desta pesquisa no Programa de Pós-Graduação em Educação nas Ciências, ou seja, a definição dos cursos de Engenharia como lócus de pesquisa, com ênfase na disciplina de GAV. Nessa ação, foi possível identificar as dificuldades conceituais dos estudantes de Engenharia em relação ao conceito de vetor – base da disciplina, cuja questão foi abordada na produção Conceito de vetor – entendimento de acadêmicos de Engenharia (RONCAGLIO e NEHRING, 2014). Nesta produção, foi realizado um primeiro movimento de entendimento, a partir da análise de episódios, da forma como acadêmicos de Engenharia – que estavam cursando a disciplina de GAV, e que já trabalharam com o conceito de vetor – compreendiam esse conceito em atividades de identificação e localização, considerando a representação geométrica. 


			A análise dos episódios ocorreu a partir da consideração da Teoria dos Registros de Representação Semiótica de Duval (2003). Os procedimentos utilizados efetivaram-se com as atividades propostas na monitoria, isto é, na correção de exercício e na discussão de questões de uma prova, cujas atividades foram gravadas e transcritas. A partir das análises concluiu-se que, apesar do conceito de vetor ser fundamental para os acadêmicos de Engenharia, considerando sua atividade profissional, trata-se de um conceito que os estudantes não conseguem significar com facilidade, apresentando dificuldades em conteúdos fundamentais para a estruturação dos conceitos. 


			A partir dessa vivência de monitoria foi possível identificar as dificuldades dos estudantes de Engenharia em trabalhar com conceitos e conteúdos matemáticos, principalmente no momento de desenvolver as atividades relacionadas à aplicação do conceito de vetor. Percebeu-se, também, que a maior parte das dificuldades encontradas pelos estudantes refere-se às atividades de tratamento e conversão dos dados apresentados em problemas propostos. A não apropriação dos conceitos trabalhados também faz com que os estudantes apresentem equívocos na aplicação do conceito de vetor em atividades da área de Engenharia.


			A disciplina de GAV objetiva propiciar aos estudantes a compreensão e o domínio desses conceitos/conteúdos, possibilitando que o acadêmico consiga desenvolver o raciocínio matemático geométrico, tanto na visão bidimensional quanto tridimensional, abstrato e dedutivo, aplicando os conceitos propostos em sua área de atuação, ou seja, em situações para resolver problemas de Engenharia. 


			Portanto, é preciso modificar o ensino desenvolvido, trabalhando com a argumentação e, principalmente, com registros, enfatizando as atividades de tratamento e conversão, considerando que essas ações podem, de fato, desencadear a aprendizagem Matemática.


			1.2. O que indicam pesquisas relacionadas ao ensino e à aprendizagem do conceito de vetor


			A disciplina de GAV explora conteúdos matemáticos que necessitam, principalmente, da produção e manutenção de relações entre os registros algébrico e gráfico e vice-versa, o que exige o entendimento de seus tratamentos e o estabelecimento de conversões. A busca pelas pesquisas se efetivou a partir do Portal da Capes, considerando os seguintes descritores: conceito de vetor, Engenharia, Registro de Representação Semiótica, atividade de tratamento e conversão, referentes ao período de 2000 a 2014. 


			Optamos pelo Portal da Capes, por ser uma biblioteca virtual que reúne e disponibiliza o melhor da produção científica. A partir da busca realizada no Portal do Capes, organizou-se uma descrição das pesquisas encontradas, a qual está explicitada a seguir:


			A pesquisa desenvolvida por Celestino (2000) buscou coletar e apresentar as pesquisas de autores brasileiros sobre o ensino e aprendizagem da Álgebra Linear, realizadas na década de 90. Para tanto, realizou um levantamento bibliográfico de artigos, dissertações e teses publicados no Brasil e em outros países sobre o tema. O autor considerou como base teórica para compreender as pesquisas selecionadas e aprofundar o entendimento no tema da pesquisa, trabalhos de Niss (1999), Kilpatrick (1981), Fiorentini (1989) e Dorier (1998). 


			Celestino (2000) identifica que em algumas universidades públicas Brasileiras tais como UNICAMP e a UNESP, as disciplinas de Álgebra Linear, Cálculo I, II e III, e Geometria Analítica são as disciplinas que mais reprovam em cursos de ciências exatas. Por exemplo, em Matemática, Engenharia, Física, entre outros, o índice de reprovação atingiu uma faixa entre 25% a 50%, o que demonstra grande dificuldade por parte dos estudantes no processo de aprendizagem referente a essas disciplinas. Em sua pesquisa, faz uma comparação entre os estudos brasileiros e pesquisas internacionais. 


			O resultado desta pesquisa aponta que, existem muitos pontos em comum entre as pesquisas desenvolvidas por autores brasileiros e as desenvolvidas por estrangeiros, como por exemplo, dificuldades dos estudantes com demonstração, mau desempenho na utilização de teoremas, a necessidade do trabalho com conversões e tratamentos dos objetos matemáticos evidenciando suas respectivas representações, entre outros. Isso marca que as pesquisas brasileiras inserem-se no quadro das pesquisas mundiais sobre o processo de ensino e aprendizagem de Álgebra Linear.


			A pesquisa desenvolvida por Castro (2001), objetivou identificar as dificuldades que os estudantes iniciantes na Universidade apresentam em relação ao conceito de vetor, e se por meio de uma sequência didática é possível o enfrentamento dessas dificuldades. Para tanto, a metodologia utilizada foi a Engenharia Didática, a qual consistiu na concepção, realização, observação e análise de uma sequência didática, visando a articulação de registros do conceito de vetor. A aplicação da sequência foi realizada em três turmas, duas de Engenharia e uma de Licenciatura em Matemática, ambas do primeiro semestre na disciplina de Geometria Analítica e Vetores (GVA), totalizando 70 estudantes. A questão norteadora desta pesquisa foi: é possível favorecer a evolução do funcionamento representacional dos alunos sobre vetor, por meio de uma sequência didática que focalize atividades de tratamentos e conversões de registros?


			A sequência didática foi desenvolvida considerando os resultados apresentados por um teste diagnostico aplicado aos sujeitos da pesquisa, o qual apontou que os estudantes apresentavam dificuldades em atividades relacionadas: a visualização espacial e dificuldade de representação no registro gráfico; dificuldade nos sub-registros do registro simbólico; igualdade entre vetor e número real e erro de dimensão. Como fundamentação teórica a pesquisa traz a Teoria dos Registros de Representação Semiótica de Duval (1995).


			Quanto ao desenvolvimento da sequência didática, a pesquisadora utilizou três categorias de registros de representação: o registro simbólico (das combinações lineares e das n-uplas), o registro gráfico e o registro da língua natural. A sequência foi dividida em duas sessões, nas quais todas as atividades propostas foram sobre vetores do espaço. A primeira sessão foi organizada em cinco atividades, envolvendo a relação entre coordenadas de um ponto do espaço e coordenadas de um vetor no espaço. A segunda sessão foi organizada por seis atividades, as quais envolveram conversão entre os registros gráficos e das n-uplas de vetores no espaço considerando algumas novas variáveis tais como coordenadas negativas e posição dos eixos.


			Os resultados referentes às análises realizadas na aplicação da sequência didática apontaram que a maior dificuldade dos estudantes estava na conversão em que um dos registros envolvidos é o registro gráfico, e que essa dificuldade é ainda maior quando esse registro é o de chegada; na primeira sessão já houve evolução no que se refere a conversão do registro das n-uplas para o registro gráfico; na segunda sessão os estudantes puderam reconhecer um vetor apesar de ter sido apresentado por meio dos mais diferentes registros gráficos, além disso, puderam repensar a concepção de que o vetor deva ser representado graficamente sempre com a origem na origem do sistema. Castro (2001), conclui que a maior dificuldade dos estudantes, antes da aplicação da sequência didática, estava na conversão em que um dos registros envolvidos é o registro gráfico, e a dificuldade era ainda maior quando esse registro era o registro de chegada. Após a aplicação da sequência, as dificuldades foram sendo minimizadas. Vale destacar que a sequência proposta privilegiou a conversão de registros gráficos e das n-uplas.


			As pesquisas, de Padredi (2003), Oliveira (2005) e Silva (2005), fazem parte de um mesmo projeto de pesquisa, tendo como orientadora a professora Silvia Dias Alcântara Machado. O referencial teórico utilizado é o mesmo tendo como foco o trabalho do professor.


			Padredi (2003) em sua pesquisa se propôs a investigar recursos meta sugeridos por professores para facilitar a compreensão da noção de base de um espaço vetorial. Buscou responder as seguintes questões: Como o professor de Álgebra Linear aborda a noção de base em seu discurso? Quais os metaconhecimentos evidenciados nesse discurso? Quais desses metaconhecimentos podem ser destacados como possíveis alavancas metas?


			A metodologia utilizada foi a realização de entrevistas com seis professores de Álgebra Linear, nas quais a pesquisadora procurou diagnosticar e identificar possíveis “alavancas meta”, apontadas por esses professores com o intuito de facilitar o entendimento dos estudantes da noção de base de um espaço vetorial. A análise dessas entrevistas foi realizada considerando como base teórica os trabalhos do grupo francês composto por Dorier, Robert, Robinet e Rogalski, sobre alavancas meta, assim como também os princípios de Harel para o ensino e aprendizagem de Álgebra Linear.


			Padredi (2003, p. 13), explica o significado do termo alavanca meta, da seguinte forma,


			[...] o discurso do professor, ou a apresentação de um tema no livro didático, funcionará como alavanca meta, caso neles existam informações capazes de levar o aluno a uma reflexão sobre seus próprios conhecimentos, seus erros, seus procedimentos, ajudando-o na apreensão de uma nova noção matemática. É importante acrescentar que não só o discurso do professor, mas qualquer atividade proposta e/ou elaborada por ele, que facilite a compreensão de alguns alunos sobre uma noção, ou um tópico, são consideradas alavancas meta.


			Os resultados apontam vários recursos meta que são passíveis de se tornar alavancas para a compreensão dos estudantes, tais como: utilização de trabalho em grupo; utilização do livro didático como meio de provocar reflexão dos estudantes sobre pontos que podem ocasionar erros e generalizações abusivas. Como exemplo, o fato de estudantes associarem as propriedades conhecidas da adição e multiplicação dos números reais com as operações de adição e multiplicação por um escalar de um espaço vetorial qualquer, acarreta o erro de dividir um vetor por outro vetor. Além disso, a pesquisadora destaca que a noção de base foi destacada como prioritária para o primeiro curso de Álgebra Linear pela maioria dos entrevistados. Para essa noção os professores sugeriram três abordagens diferentes: como um sistema de geradores minimal, como um sistema maximal linearmente independente e como uma justaposição de um sistema de geradores com um conjunto linearmente independente.


			A pesquisadora justifica a escolha de duas abordagens sugeridas pelos professores da seguinte forma,


			[...] a ideia de um sistema de geradores minimal pode gerar reflexões dos alunos sobre a vantagem de se conseguir um número mínimo de vetores para gerar o espaço, induzindo-os a compreender a necessidade de serem vetores linearmente independentes. A ideia de um conjunto maximal de vetores linearmente independentes pode gerar reflexões sobre a necessidade de se conseguir o maior conjunto independente que dará origem ao espaço, surgindo daí naturalmente a noção de sistema de geradores. Tanto uma ideia como outra explicitam uma articulação, entre as duas noções, vetores linearmente independentes e sistema de geradores dando origem ao conceito de base. São recursos meta passiveis de se tornarem alavancas meta (PADREDI, 2003, p. 117).


			A pesquisa desenvolvida por Oliveira (2005) objetivou investigar os recursos-meta, utilizados por um professor de Álgebra Linear, em sala de aula, que ajudaram alguns de seus estudantes na compreensão da noção de base de um espaço vetorial. Sua problemática foi: Quais recursos-meta o professor utiliza em sala de aula, ao desenvolver a noção de base na disciplina de Álgebra Linear? Qual o impacto desses recursos-meta, na compreensão do aluno sobre a noção de base? A teoria utilizada na análise dos recursos meta foi a Alavanca-Meta de Dorier, Robert, Robinet e Rogalski e os Princípios para o Ensino e Aprendizagem de Harel.


			Para a coleta de dados o pesquisador observou as aulas de um professor de Álgebra Linear, e selecionou um grupo de estudantes da turma observada para realização de entrevistas, as quais foram gravadas e transcritas. A partir da observação das aulas do professor foram identificados nove recursos meta, sendo eles: 1 – Abordar o uso da Regra de Cramer na resolução de sistemas lineares para matrizes de ordem dois ou três. Questionar se esse método é interessante para matrizes de ordem maior que três, provoca a reflexão do aluno sobre as limitações ou dificuldades de utilização de uma técnica; 2 – Interação de domínios, entre os domínios algébricos e geométricos, utilizado para fazer o aluno refletir sobre o significado da solução de um sistema linear de ordem dois; 3 – Propor contraexemplos, pode levar o aluno a refletir sobre a existência de conjuntos, que munidos das operações dadas não tem estrutura de espaço vetorial; 4 – Fornecer diferentes tipos de espaços vetoriais para permitir ao aluno verificar a existência de conjuntos distintos com a mesma estrutura; 5 – Trabalhar com os princípios de Harel, o da concretização e da necessidade, na abordagem de combinação linear utilizando os vetores da geometria analítica como a situação concreta e, em seguida, a ideia de matrizes de ordem dois para criar a necessidade de uma técnica para a verificação das combinações lineares; 6 – Utilizar informações que dizem respeito ao que se constitui uma operação matemática, utilizando o papel do questionamento, pode fazer o aluno refletir sobre a noção matemática em evidência; 7 – Utilizar o recurso economia de pensamento, a qual possibilita uma economia de trabalho, permitindo ao aluno refletir sobre a escolha de uma forma mais simples de resolver determinadas questões; 8 – Provocar especulação sobre os elementos de determinados conjuntos, o que marca a necessidade de localizar os vetores no devido espaço vetorial, e faz com que o aluno explicite a confusão sobre determinado assunto para em seguida trabalhar a noção relativa a dificuldade; 9 – Questionar, o que permite ao aluno refletir sobre as situações apresentadas.


			O resultado da pesquisa de Oliveira (2005) aponta que dos nove recursos-meta identificados nas aulas do professor observado, verificou-se nas entrevistas com os estudantes que, só dois deles não se constituíram em alavanca-meta para essa amostra de estudantes: os recursos de interação de domínios, ao abordar a interpretação da solução de um sistema linear e o recurso dos princípios de Harel, na abordagem da estrutura de espaço vetorial. Os demais recursos-meta constituíram-se alavancas-meta individualmente, para um ou outro aluno. Como podemos observar na pesquisa de Oliveira (2005) os recursos-meta utilizados pelo professor observado, foram ações que buscaram fazer com que os estudantes refletissem sobre os conceitos que estavam sendo trabalhados, e dos nove recursos, sete se tornaram alavancas-meta, ou seja, sete desses recursos ajudaram os estudantes na compreensão dos conceitos matemáticos apresentados, o que marca o essencial papel do professor no processo de ensino e aprendizagem. 


			Silva (2005), em sua pesquisa, buscou obter informações sobre a utilização da noção de base de um espaço vetorial em assuntos de outras disciplinas que não a Álgebra Linear em um curso da Ciência da Computação. Para tanto, levou em conta o resultado de sete entrevistas com professores desse curso. A análise dessas entrevistas foi utilizada para responder a seguinte problemática: O aluno de Ciência da Computação, após ter cursado disciplinas que exigem a Álgebra Linear como pré ou correquisito, tem a oportunidade de ampliar, aprofundar sua concepção de base de espaço vetorial, utilizando essa noção como ferramenta explícita? Quais as situações dessas disciplinas que propiciam a utilização da noção de base de um espaço vetorial como ferramenta?


			A análise das entrevistas utilizou como suporte teórico os trabalhos do grupo francês composto por Dorier, Robert, Robinet e Rogalski, sobre recursos-meta, assim como também a dialética ferramenta-objeto de Régine Douady. Os recursos-meta de acordo com o pesquisador, aparecem em diferentes contextos sob várias formas, tais como, nos métodos, nas estruturas e organizações do conhecimento matemático, nos questionamentos, nos exemplos e nos contraexemplos. São recursos sobre o conhecimento matemático que tem por objetivo auxiliar o aprendizado do objeto matemático em estudo e quando atingem esse objetivo são chamados de alavancas-meta. 


			A dialética ferramenta-objeto de Régine Douady é um processo no qual a cada nova utilização de um objeto matemático como ferramenta, esta ganha mais significado, tornando assim as concepções dos estudantes mais significativas. De acordo com o pesquisador quando os estudantes entram em contato com um novo conhecimento, em um processo de ensino e aprendizagem, esse novo conhecimento pode ter estatuto de objeto em determinado momento e de ferramenta em outro, afirmando que dialética ferramenta-objeto é


			[...] um processo cíclico organizando os papeis respectivos do professor e dos alunos, no decorrer do qual os conceitos matemáticos desempenham alternadamente o papel de ferramenta para resolver um problema e de objeto participando da construção de um saber organizado (DOUADY, 1984, apud SILVA, 2005, p. 26).


			As entrevistas foram realizadas com professores do curso da Ciência da Computação, que trabalhavam com disciplinas que continham em suas ementas indicações da utilização de Álgebra Linear, essas foram gravadas e transcritas, sendo essas transcrições analisadas. Os resultados das análises apontaram que: não se evidenciou nas aulas dos professores que ministram essas disciplinas, o uso de base de um espaço vetorial como ferramenta explicita para os assuntos tratados; os dados obtidos não permitiram perceber situações propiciadas pelos assuntos tratados nessas disciplinas que deem oportunidade de ampliação da compreensão da noção de base por servirem à dialética ferramenta-objeto; as respostas dadas permitiram afirmar que o curso de Ciência da Computação exige conhecimentos de Geometria Analítica e que essas noções tem a oportunidade de passar pelo processo dialético ferramenta-objeto, principalmente na disciplina TEC – Tópicos Especiais da Computação (disciplina encarregada de trabalhar a computação gráfica), contexto certamente propicio a dialética.


			Karrer (2006), em sua pesquisa baseou-se no estudo das transformações lineares, e teve como base teórica a Teoria dos Registros de Representação Semiótica de Duval (1995, 2000 e 2003). A metodologia utilizada foi a do Design Experiment (COBB et al., 2003), a qual, é considerada pela pesquisadora como um método científico de investigação quando a ênfase está na análise do pesquisador a respeito do pensamento matemático dos estudantes e das modificações desse pensamento. Para tanto, os pesquisadores criam situações e modos de interação entre os estudantes, possibilitando modificar seus pensamentos usuais.


			O objetivo desta pesquisa consistiu na elaboração, aplicação e avaliação de uma abordagem de ensino do objeto matemático “transformações lineares planas” incorporando mudanças de registros com o auxílio do software Cabri-Géomètre, tendo por foco as conversões envolvendo principalmente o registro gráfico. A pesquisa de Karrer (2006) tem por questão avaliar em que medida as situações que envolvem a exploração de diversos registros e conversões (congruentes ou não congruentes), principalmente as que integram o registro gráfico, influenciam na conceitualização das transformações lineares no plano por parte de estudantes universitários da área da computação. Além de analisar o papel desempenhado pelo ambiente de geometria dinâmica Cabri-Géomètre nesse processo, uma vez que tal software permite explorar diferentes representações, com a particularidade do registro gráfico.


			A metodologia da pesquisa foi desenvolvida em duas etapas, na primeira, foram analisados livros didáticos de Álgebra Linear, considerando a Teoria dos Registros de Representação Semiótica de Duval (1995, 2000 e 2003), nos quais se analisou a exploração dos registros e conversões presentes no conteúdo das transformações, tanto nos livros didáticos de Álgebra Linear, quanto nos de Computação Gráfica. Ainda nessa primeira etapa aplicou-se um questionário sobre transformações lineares a oitenta e seis estudantes da área da Computação. A análise do material coletado nessa etapa, apontou deficiências e dificuldades em relação à exploração de diferentes registros por parte dos estudantes, em especial os registros matricial e gráfico.


			A segunda etapa foi baseada na metodologia de Design Experiment, no qual foram desenvolvidas atividades de exploração de diversas representações de transformações lineares planas no software Cabri-Géomètre e no lápis e papel. Participaram desse experimento5 seis estudantes do curso de Engenharia da Computação. O experimento foi desenvolvido em duas etapas, a primeira composta por quatro atividades desenvolvidas individualmente e no lápis e papel. A segunda etapa composta por nove atividades, desenvolvidas no software.


			Os resultados referentes a esta pesquisa apontam que, o experimento, composto por atividades que visaram a exploração da diversidade de registros e de conversões, permitiu aos estudantes, sujeitos da pesquisa participantes do Design uma evolução em relação a compreensão do objeto matemático transformação linear e ao domínio de suas diversas representações, bem como, na circulação entre elas. Karrer (2006) destaca que apesar das dificuldades iniciais apresentadas pelos estudantes, as análises realizadas nas atividades do Design indicaram um progresso na resolução de situações que envolveram o registro da língua natural, em particular nas condições de linearidade e determinação de uma transformação linear no plano. Houve também um avanço na resolução de situações que envolveram conversões não congruentes, em especial as que tinham como registro de partida o registro gráfico, além do avanço na compreensão das possibilidades geométricas de uma transformação linear.


			A pesquisa desenvolvida por Grande (2006) teve por objetivo investigar nos livros didáticos de Álgebra Linear quais são os registros de representação semiótica mais utilizados no estudo das noções e atividades propostas sobre independência linear. Para tanto, foi realizada uma análise nas ementas dos cursos de Licenciatura em Matemática de algumas universidades, considerando a disciplina de Álgebra Linear, e foram selecionados cinco livros, os mais citados nas ementas. A análise do material selecionado buscou responder a seguinte problemática: como os livros didáticos utilizam os registros de representação para caracterizar os objetos matemáticos em especial na Álgebra Linear? Quais os registros mais utilizados pelos livros didáticos e quais as possíveis implicações dessa utilização?
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