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    PREFÁCIO












  




  



O sucesso do primeiro livro Matemágica: História, aplicações e jogos matemáticos contribuiu para a continuidade do trabalho pelo autor, possibilitando novas reflexões e aprendizagens sobre a matemática, suas lógicas e regularidades (Matemágicas!). Isso evidencia o quanto esse campo pode ainda ser surpreendente, mesmo para aqueles que passaram anos estudando, nas escolas, uma matemática bem diferente da que aqui se apresenta.




  Neste livro o leitor vai encontrar, a cada página, um assunto diferente, uma curiosidade matemática, um passatempo, um jogo, um exemplo de aplicação da matemática em situações pouco conhecidas ou percebidas. O fato de esgotar a discussão do tema em uma página não tira o tratamento rigoroso com que o autor trata a matemática. Melhor ainda, ela é desenvolvida de forma lúdica e divertida para que os leitores, ou quem possa se beneficiar das discussões trazidas no livro, possam se envolver com o próprio “fazer matemática”, realizando análises e reflexões, a cada nova atividade ou curiosidade apresentada. Muitos desses fatos matemáticos são desejáveis e possíveis nas aulas de matemática da educação básica, possibilitando torná-las mais significativas e divertidas.




  Embora o campo de estudos e pesquisas em educação matemática tenha crescido muito nos últimos anos, poucas são as publicações diretamente voltadas para professores que estão atuando na sala de aula, ou mesmo para futuros professores, pais e curiosos sobre o assunto. Isso evidencia a grande contribuição que este livro pode oferecer a você, leitor, quanto ao acesso ao conhecimento matemático produzido historicamente e à possibilidade de criação de novos problemas e questões de investigação matemática. Não é um livro que necessita ser lido em sua totalidade, de uma só vez, linearmente. Ele pode ser consultado e apreciado a partir de qualquer página.




  Ao todo, o autor possibilita ao leitor o encontro com 80 situações matemáticas, ampliando seu repertório de conhecimentos e saberes. Convido todos a jogar com a matemática e se divertir ao descobrir suas aplicações e curiosidades. Boa leitura e divirtam-se!




  Profa. Dra. Regina Célia Grando
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    APRESENTAÇÃO












  




  



Desde o lançamento do livro Matemágica: História, aplicações e jogos matemáticos, a aceitação dos leitores, expressa nos contatos por e-mail e nas sucessivas reedições alcançadas, tornou-se um grande incentivo para que déssemos continuidade à proposta de levar as ideias da matemática a um público mais amplo.




  A matemática é forjada no raciocínio lógico, mas se ampara na intuição, na observação de regularidades e na investigação de propriedades de entes de diversas naturezas, e talvez por esses motivos ela se caracterize como uma atividade humana que não encontra fronteiras de qualquer tipo, podendo ser compartilhada por todos. Entretanto, o domínio da linguagem matemática exige treinamento e, muitas vezes, a dificuldade em compreender e manipular seus símbolos e suas regras passa a ser a lembrança que a maioria de nós leva da matemática após deixarmos os bancos escolares, fazendo dela um sinônimo de assunto difícil, coisa de gênios.




  Por outro lado, ao apresentar as ideias matemáticas despidas de simbolismos e cálculos que podem, em um primeiro momento, ser deixados de lado em prol da ênfase nos aspectos mais acessíveis ao leitor, o livro permite ressaltar a beleza da matemática e, quem sabe, seja um incentivo para que mais pessoas procurem se capacitar nos aspectos formais e rigorosos dos assuntos tratados.




  A mim cabe apenas a esperança de alcançar os objetivos a que me proponho neste livro. O futuro é desconhecido, mas sabiamente os gregos antigos atribuíam a sorte à intervenção divina, de modo que esperamos que tudo conspire para que a secreta sociedade matemática receba muitos outros afiliados, aficionados e divulgadores.




  A sorte está lançada.




  Fausto Arnaud Sampaio
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.ABSTRAÇÃO


        

      


    




  




  Uma das maiores dificuldades das pessoas com relação à matemática é o seu alto grau de abstração.




  Explicando mais claramente: a matemática parece ocupar-se de coisas que não têm uma representação no mundo físico, entidades estranhas, como números, símbolos e regras, que não são compreendidas por muitos de nós.




  Para exemplificar como isso ocorre, apresentaremos dois problemas lógicos a serem resolvidos.




  No 1º deles, você dispõe de 4 cartões, os quais apresentam em uma das faces um número, e do outro lado uma letra. Você deve verificar se está sendo respeitada a seguinte regra:




  Se houver um número ímpar de um lado do cartão, então deverá haver uma vogal do outro lado dele.




  Imagine que você recebeu os 4 cartões mostrados abaixo, dos quais vemos apenas uma das faces:
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  A pergunta é: “Quais cartões devem ser obrigatoriamente observados nas faces de trás para que você tenha certeza de que a regra está sendo cumprida?”.




  É fundamental que você tente respondê-la sozinho, não importando se irá errar.




  Vamos conferir sua resposta? Você acertou se respondeu: apenas os cartões 2 e 3. Surpreso?




  Vamos explicar o porquê disso. A regra diz que se há número ímpar de um lado deverá haver vogal do outro lado. Assim, como o cartão 2 tem o número 7 (que é ímpar), deverá ser conferido para sabermos se há vogal do outro lado. Já o cartão 3 deve ser verificado porque se houver um número ímpar do outro lado, a regra estará quebrada.




  E quanto aos cartões 1 e 4? Se do outro lado do cartão 1 houver um número ímpar, tudo bem, e se houver um número par também, pois a regra nada diz sobre o que devemos esperar quando há um número par!




  Da mesma forma, o cartão 4 também não precisa ser verificado.




  Agora um 2º problema: em uma mesa há quatro rapazes. Sabemos a idade de dois deles, mas não sabemos o que estão bebendo. De outros dois rapazes sabemos o que bebem, mas não conhecemos suas idades.




  A regra que você deve verificar é:




  Se o rapaz tiver menos de 18 anos, não poderá estar bebendo bebida alcoólica.




  Encaminhando-nos às mesas observamos:
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  De quais dos rapazes você deve conferir a bebida ou a idade para se certificar de que a regra não está sendo quebrada? Tente sozinho novamente.




  O rapaz 1 não precisa ter sua idade verificada, pois está bebendo refrigerante. O rapaz 2 precisa ter seu copo observado, pois tem apenas 15 anos, e não pode consumir bebidas alcoólicas. O rapaz 3 também deverá ter sua idade verificada, porque bebe cerveja. Já o último deles, por ter 27 anos, pode beber o que desejar, e não precisa ser verificado. Assim, apenas os rapazes 2 e 3 foram vistoriados.




  O 2º problema lhe pareceu bem mais fácil, não é mesmo? Isso acontece porque, apesar de os dois problemas serem absolutamente idênticos (do ponto de vista da lógica), este último trata de coisas que você conhece, e seu cérebro precisa de menos esforço para entendê-lo. Esse teste, criado na década de 1970 pelo psicólogo inglês Peter Wason, prova exatamente isso.
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          ALGORITMOS DE DIVISÃO


        

      


    




  




  O processo de executar uma divisão simples é de conhecimento de todos desde as séries iniciais na escola. Entretanto, o que poucos sabem é que essa mesma operação permite atacar problemas bem mais complicados, conhecidos como problemas diofantinos.




  Vejamos um exemplo: “No reino de Diofante, os responsáveis pela economia decidiram alterar a moeda corrente, permitindo apenas notas cujos valores eram de 7 e 11 unidades, chamadas hips. Uma pessoa pagará uma conta de 111 hips em notas de 11 hips e deseja seu troco em notas de 7 hips. Como deverá ser feita essa transação?”.




  Poderíamos tentar obter a solução por meio de tentativas, mas isso pode levar algum tempo. Usaremos o algoritmo da divisão para resolver esse problema.




  A ideia é efetuar a divisão entre as duas notas, de 11 e 7 hips.
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            4 = 11 – (11 x 7)


          

        


      

    


  




  Prosseguimos fazendo a divisão entre o divisor (7) e o resto (4):
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  Finalmente, realizamos novamente a divisão entre o novo divisor (4) e o novo resto (3):
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            1 = 4 - (1 x 3)


          

        


      

    


  




  





  Quando o último resto dá 1, encerramos o processo.




  Realizada essa etapa, devemos utilizar as contas anteriores de trás para frente, como mostraremos adiante.




  A última conta mostra que:




  1 = 4 - (1 x 3)                           (A)




  Assim, veja que o valor 1 foi escrito como uma combinação envolvendo os valores 4 e 3, que eram o dividendo e o divisor da última divisão.




  A penúltima conta diz que:




  3 = 7 - (1 x 4)                           (B)




  Se, na primeira conta (A), trocarmos o valor em negrito 3 por 7 - (1 x 4), teremos:




  1 = 4 - [1 x (7 - 1 x 4)] = 4 - (7 - 4)




  Aqui precisamos explicar o que ocorre quando há um sinal do lado de fora dos parênteses. Suponha que você esteja fazendo a seguinte conta:




  10 - (5 + 2)




  Você pode “distribuir” o sinal menos trocando os sinais de tudo o que estiver do lado de dentro dos parênteses. Assim:




  10 - 5 - 2 = 3




  Da mesma forma, a conta 1 = 4 - (7 - 4) ficará:




  1 = 4 - 7 + 4, portanto,




  1 = (2 x 4) - (1 x 7)                           (C)




  Veja que o valor 1 foi escrito como uma combinação envolvendo os números 7 e 4, que eram o dividendo e o divisor da penúltima divisão.




  Finalmente, a primeira divisão nos diz que




  4 = 11 - (1 x 7)




  Se na afirmação identificada por C, trocarmos o 4 em negrito por 11 - (1 x 7), teremos:




  1 = 2 x [11 - (1 x 7)] - (1 x 7) = (2 x 11) - (3 x 7)




  Escrevemos o 1 como uma combinação dos valores 7 e 11, que eram o dividendo e o divisor da primeira divisão. Como no problema desejamos encontrar o valor 111, que é 111 vezes o valor 1, basta multiplicarmos a conta anterior por 111:




  1 = (2 x 11) - (3 x 7) (x 111)




  111 = (222 x 11) - (333 x 7)




  Assim, a pessoa pagará a conta com 222 notas de 11 hips e receberá de troco 333 notas de 7 hips.




  Há outras soluções possíveis.
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          ALTERANDO O ESPAÇO


        

      


    




  




  O ser humano possui, por meio de sua inteligência, a capacidade de alterar seu ambiente, adequando-o a suas necessidades e mudando inclusive a própria percepção que tem dele.




  Uma das formas de alterar nossa percepção é iludir a mente com aquilo que chamamos de ilusões ópticas. Para termos uma ideia de sua importância, os gregos já as utilizavam, por exemplo, nas colunas de seus templos: eles sabiam que, ao ficarmos defronte a uma construção muito alta, podemos ter a impressão de que o prédio se curva um pouco em nossa direção, parecendo que irá cair sobre nós. Conscientes desse efeito, os arquitetos gregos construíam suas colunas levemente curvas para trás, de modo que compensassem essa incômoda sensação. Somente com a construção dos grandes “arranha-céus”, ou seja, prédios muito altos, os engenheiros modernos redescobriram esse fato.




  Observe as figuras seguintes: elas são um modo divertido de brincar com o efeito dessas ilusões em nossa mente.
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  Em ambos os casos, as linhas apresentadas são paralelas, isto é, mantêm a mesma distância entre si, mas temos a sensação de que isso não ocorre.




  Arquitetos e decoradores utilizam essa pequena falha de nosso cérebro em perceber a geometria e mudam alguns aspectos dos imóveis para que uma sala pequena ou baixa pareça mais ampla. Vejamos como isso é feito.




  Para dar a impressão de mais espaço, o segredo é aumentar a iluminação do local. Assim, janelas oferecem mais entrada de luz, e a pintura das paredes com cores claras aumenta sua reflexão.




  Um outro truque é ter passagens entre a cozinha e a sala, por exemplo, mais largas: como nosso olhar alcança o outro cômodo, a sensação é de que eles são mais amplos.




  Espelhos também refletem bastante luz e ampliam a percepção do espaço interior.




  Se, por outro lado, desejamos dar a impressão de maior altura, linhas verticais pintadas nas paredes atraem nosso olhar para cima, e dão exatamente a sensação desejada. Já as linhas horizontais aumentam a largura do cômodo, fato conhecido também pelos estilistas de moda, que não recomendam roupas com essa característica em pessoas um pouco gordinhas, pois acentuaria seu problema.




  As cores igualmente desempenham importante papel: de modo geral, cores fortes no chão ou no teto diminuem a altura, e nas paredes laterais dão um efeito de corredor.




  Até mesmo a mobília pode ser usada para enganar nossos sentidos: a regra é afastar os móveis em direção às paredes, para que o chão fique mais à mostra, aumentando a dimensão da sala. E aquele quadro que costumamos colocar no meio da parede? A função dele é atuar como um foco para o nosso olhar, desviando-o das pequenas dimensões da parede e aumentando a sensação de espaço.




  A ciência sabe que começamos a desenvolver nossa percepção de espaço por volta dos quatro meses de idade, e que ela progride permanentemente. Mas vimos que é possível enganá-la!
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.AMOSTRAS


        

      


    




  




  Você sabe o que as pesquisas eleitorais, a contagem de glóbulos nos exames de sangue e os seguros de carro, entre outros, têm em comum?




  Muitos de seus resultados são obtidos usando-se a ideia de amostras. Vamos explicar. Na realização de pesquisas eleitorais, por exemplo, desejamos saber qual é o comportamento geral dos eleitores, ou seja, quantos irão votar em cada candidato, não é mesmo? Mas, para termos a certeza do resultado antes de realizarem-se as eleições, teríamos de entrevistar todas as pessoas envolvidas. Já deu para perceber que, além de custar muito caro, o trabalho seria quase impraticável.




  A solução adotada é a seguinte: entrevista-se apenas uma certa quantidade de pessoas, que serão a nossa amostra, de modo que, se essa amostra for uma boa representação do eleitorado total, teremos razoável conhecimento do resultado final.




  Você poderá perguntar: “Mas o que garante que uma amostra é confiável?”.




  Vou responder usando uma comparação: se você quer saber se a sua sopa está ou não salgada, você precisa tomar a sopa toda? É claro que não. Basta provar uma colherada dela, que é uma amostra da sopa. O que lhe assegura que essa amostra da sopa é confiável? Bem, se você mexeu a sopa espalhando por igual o sal, os temperos e os legumes, certamente sua amostra é aceitável.




  Deu para entender? No caso das pesquisas eleitorais, os estatísticos utilizam métodos que asseguram que a amostra é válida, com uma pequena chance de erro.




  Um exemplo de cálculo




  Suponha que você esteja contando o número de árvores em uma região formada por um retângulo imaginário de 1.000 m de comprimento por 500 m de largura, conforme a Figura 1.
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  Figura 1




  Veja que contar diretamente todas as árvores seria absurdo, dada a quantidade muito grande delas. Então, podemos dividir a área total em uma quantidade de quadrados menores, todos de áreas iguais, e escolher um deles como amostra da região estudada.




  Digamos que dividimos a área em quadrados de 10 m de lado, cada um. Em primeiro lugar, devemos saber quantos desses quadrados cabem na nossa área total.




  No sentido do comprimento, cabem 100 lados dos quadradinhos de 10 m e, no sentido da largura, serão 50 lados de 10 m. Assim, teremos, dentro da área total, 100 x 50 = 5.000 quadradinhos de 10 m de lado.




  Suponha que dentro de uma dessas pequenas áreas você contou a existência de 4 árvores.
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  Figura 2




  Assim, na área total, nossa estimativa é de que haja 4 x 5.000 árvores, isto é, 20.000 árvores.




  A confiança em nosso resultado depende de acreditarmos que as amostras tenham, todas elas, aproximadamente a mesma quantidade de árvores daquela na qual fizemos a contagem.




  De modo semelhante, não se contam todos os glóbulos vermelhos ou brancos em um exame de sangue; trabalha-se com uma pequena amostra dele.




  Da mesma forma, muitas outras aplicações importantes do uso de amostras podem ser encontradas. Que tal procurar alguma?
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.BAYES


        

      


    




  




  O reverendo Thomas Bayes nasceu em 1702, na Inglaterra, e viveu até 1761. Muitos detalhes de sua vida são desconhecidos, e provavelmente poucas pessoas – fora matemáticos e estatísticos – tenham ouvido falar a seu respeito, apesar de ele ter descoberto um importantíssimo resultado sobre as probabilidades condicionais, que serve de apoio a áreas recentes, como a teoria da decisão.




  [image: ]




  E de que trata esse resultado?




  Bem, vejamos uma interessante aplicação desse conceito, explorada em um antigo programa de auditório de TV nos Estados Unidos chamado “Let’s make a deal”, que pode ser traduzido como “Vamos negociar”.




  A ideia da atração era a seguinte: o animador do programa, Monty Hall, apresentava a um candidato três cortinas, atrás de cada qual havia uma caixa. Dessas três caixas, somente uma continha um grande prêmio.




  O candidato, então, era convidado a escolher uma das três caixas. Digamos que ele tenha escolhido a caixa 1. Nesse momento, o apresentador (que sabia em qual caixa estava o prêmio) mostrava qual das outras duas caixas (2 e 3) não continha o prêmio.




  Suponha que essa caixa era a 2. Assim, o candidato tinha o direito de manter seu palpite inicial ou mudá-lo, escolhendo a caixa 3.




  A questão que se coloca é: “Com a nova informação, faz alguma diferença mudar a escolha ou mantemos a mesma chance de ganhar o prêmio?”.
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  Figura 1




  O que você faria? Mudaria ou não a sua escolha?




  O fato é que, se você trocar de caixa, suas chances de encontrar o prêmio dobram!




  Como isso é possível? Analisemos o que acontece:




  Quando você inicialmente escolhe uma das caixas, a 1, a 2 ou a 3, sua chance de ganhar


  é de 1 em 3, ou seja, de cada três escolhas que fizer, em média, apenas uma lhe favorecerá.




  Vejamos o que ocorre ao mudarmos nossa escolha, analisando todos os casos possíveis, supondo que a caixa com o prêmio é a caixa 3.




  





  •1º caso: digamos que a caixa 3 foi a que você escolheu no palpite inicial. Assim, quando o apresentador lhe mostrar qualquer uma das caixas que não contêm o prêmio (caixa 1 ou caixa 2), se você trocar sua escolha, não ganhará!




  •2º caso: você escolheu a caixa 2 no palpite inicial. Neste caso, quando o apresentador lhe mostrar a caixa 1 vazia, se trocar sua escolha para a caixa restante (a caixa 3), você ganhará!




  •3º caso: você escolheu a caixa 1 no palpite inicial, possibilidade contemplada na Figura 1. Quando o apresentador lhe mostrar a caixa vazia (a caixa 2), se trocar sua escolha para a caixa restante (a caixa 3), você também ganhará!




  





  Assim, em três casos possíveis, ao mudar de opinião, você ganhou em dois deles, ou seja, suas chances passaram a ser de duas em três, dobrando suas possibilidades de vencer!
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.BISSETRIZES


        

      


    




  




  Entre os diversos conceitos usados na geometria, há aqueles que possuem uma rica história de aplicações práticas, às vezes nascidas de outras atividades não matemáticas.




  A bissetriz certamente é um desses interessantes exemplos, cuja origem muito provavelmente se situe há alguns milhares de anos, quando os homens passaram a dominar as técnicas de plantio e a depender do conhecimento dos ciclos naturais das estações do ano para saber a época adequada de plantar e colher os alimentos.




  Gerações e gerações observaram que o tamanho da sombra projetada por uma haste de madeira fincada verticalmente no chão obedecia a uma interessante regularidade. Se todos os dias do ano essa sombra for medida sempre no mesmo horário (meio-dia, por exemplo), o dia em que ela for máxima será o dia do início do inverno (chamado solstício de inverno pelos astrônomos).




  Da mesma forma, o dia em que a sombra for mínima será o início do verão (solstício de verão). E em que dias teremos o início das estações intermediárias, primavera e outono?




  Para descobrir, observe a figura adiante: as linhas que ligam o topo da haste de madeira aos comprimentos das sombras do inverno e do verão formam uma abertura, um ângulo. Se dividirmos esse ângulo ao meio, teremos uma linha chamada bissetriz, que nos mostra o dia em que o tamanho da sombra indicará o início da primavera e do outono.




  Os gregos, um pouco antes da era cristã, deram à bissetriz um lugar de destaque na geometria, descobrindo importantes resultados e propriedades relacionados a ela.




  [image: ]


  





  SI = Solstício de inverno;


  SV = Solstício de verão;


  Eq = Dia de início da primavera/outono




  Figura 1




  E como construir a bissetriz de um ângulo? Na escola aprende-se a fazê-lo com o uso da régua e do compasso, ou ainda com o auxílio do transferidor. Entretanto, podemos criar um simples instrumento capaz de dividir qualquer ângulo ao meio, usando três pedaços de madeira que possam girar por meio de pinos ou parafusos. Observe a figura seguinte:




  [image: ]




  Figura 2




  O pedaço da barra que liga o ponto A ao ponto B e o que une o ponto B ao ponto C devem ter o mesmo tamanho.




  Encaixando as barras x e z ao ângulo que você quer dividir ao meio, automaticamente a abertura formada pelas barras x e y terá a metade da medida do ângulo apresentado.
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.BOLA NA TRAVE


        

      


    




  




  Se você é ligado em futebol provavelmente ficou impressionado com uma imagem mostrada em diversas emissoras de televisão na qual o craque da seleção brasileira Ronaldinho Gaúcho acerta quatro vezes em sequência, sem deixar a bola cair no chão, o travessão superior, a uma distância de mais de 12 metros.




  A façanha é tão inesperada que, mesmo obtida por um dos melhores jogadores do mundo, causa admiração. Muitos afirmam que se trata de montagem de imagens na TV, não sendo realidade as imagens.




  É claro que nenhum brasileiro duvida da incrível habilidade de Ronaldinho, mas tal controle de fatores, como a posição do pé na hora do chute, a força empregada etc., causa espanto.




  Em que a matemática pode auxiliar nessa questão?




  Vamos apenas tratar de um problema que desafia nossa capacidade intuitiva de analisar as chances:




  Você quer acertar a trave chutando uma bola de futebol. Em qual destas condições você tem mais chance de acertar:


  • chutando uma bola de 30 centímetros de diâmetro contra uma trave de 5 centímetros de largura; ou


  • chutando uma bola de 20 centímetros de diâmetro contra um poste de 15 centímetros de diâmetro?




  A dificuldade consiste em avaliarmos a situação: no primeiro caso a bola é mais larga e a trave mais estreita, enquanto no segundo a bola é menor, porém a trave é mais larga, facilitando seu acerto.




  Vamos ilustrar a situação, considerando a situação extrema em que a bola toca o canto da trave em cada um dos dois casos:




  [image: ]




  Observe que, em relação à direção frontal (aquela em que o jogador chutaria a bola exatamente no meio da trave), o desvio do centro da bola pode ser de 35 cm no total (17,5 cm para a direita e 17,5 cm para a esquerda):




  [image: ]




  No segundo caso (trave de 15 cm e bola de 20 cm de diâmetro), temos:




  [image: ]




  Veja que nesse caso o desvio em relação à direção frontal é também de 35 cm, ou seja, as chances são as mesmas em ambos os casos!




  

    

      


        	

          [image: ]



          8


        



        	

          [image: ]



          
.BOLZANO


        

      


    




  




  O padre tcheco Bernhard Bolzano (1781-1848) encontrou em matemática diversos resultados importantes, mas seu trabalho quase foi esquecido diante do brilho do francês Augustin Louis Cauchy. Ambos trabalharam independentemente à mesma época, mas sendo Cauchy, ao contrário de Bolzano, um matemático profissional e famoso, ele publicava seus resultados rapidamente, ganhando todos os créditos por essas descobertas.




  [image: ]




  Apesar de tudo, a história conferiu o nome de Bolzano a alguns importantes resultados (chamados teoremas) matemáticos.




  Ele foi um dos primeiros a estudar os conjuntos infinitos de um ponto de vista mais “moderno”.




  Chamemos a coleção de todos os números naturais de conjunto N: {0,1,2,3,4,5,6,7,8,...}.




  Formemos o conjunto de números pares P = {0,2,4,6,8,...}. É claro que ele cabe dentro do conjunto N, pois todo número par é também um número natural. Observe isso no diagrama a seguir:




  [image: ]


  





  O conjunto N contém números pares e ímpares;


  o conjunto P apenas os pares. Assim, o conjunto


  P cabe (está contido) no conjunto N.




  Figura 1




  Prosseguindo, pense agora na seguinte situação: você vai a um cinema, todos os assentos estão ocupados e não há ninguém sentado no chão ou de pé. Como podemos associar a cada pessoa um assento, afirmamos que os dois conjuntos têm o mesmo número de elementos. O que Bolzano percebeu é que quando falamos de conjuntos infinitos, como no exemplo anterior, o conjunto “menor” (números pares) pode ter a mesma quantidade de elementos do conjunto “maior” (os números naturais), pois podemos associar a cada número natural um número par:
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