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			Na maior parte das ciências, uma geração põe abaixo o que a outra construiu, e o que a outra estabeleceu a outra desfaz. Somente na Matemática é que cada geração constrói um novo andar sobre a antiga estrutura. 


			Hermann Hankel


		




		

			PRIMEIRO PREFÁCIO


			Passam gerações e gerações de alunos e professores, as estratégias de ensino são renovadas, até a própria Matemática se apresenta vestida por uma moderna linguagem. No entanto, uma pergunta não quer calar e persiste: para que serve isto?


			Sempre que esta pergunta é formulada em uma aula de Matemática ou mesmo em alguma situação menos formal na qual se trata de Matemática, uma oportunidade maravilhosa se apresenta e não deve ser desperdiçada. É preciso que a resposta encante o questionador e, para isto, demanda de quem responde, além do conhecimento, um pouco de arte. A resposta deve ser clara, recheada de conteúdo, com uma equilibrada dose de detalhes técnicos. Se esta resposta atiçar a curiosidade de quem perguntou, se lá deixar um gostinho de quero mais, então o êxito foi completo. 


			Este livro faz exatamente isto: responde a várias questões do tipo – Para que serve isto? – sobre importantes temas da Geometria.


			A sua leitura corresponde a uma jornada cheia de aventuras e deslumbramentos. A história é apresentada sob a perspectiva da Geometria desde o período do Antigo Egito e de outras antigas civilizações até a modernidade.


			Nos primeiros capítulos, ficamos sabendo como a Geometria floresceu nas antigas civilizações e podemos perceber que os aspectos práticos eram tão relevantes quanto a perspectiva estética e artística já naqueles dias. É bom lembrar que a fundamentação teórica dada à Geometria pelos gregos antigos, desde o seu próprio nome, estabeleceu a maneira como nós fazemos Matemática até hoje e isto é muito bem apresentado.


			Um dos aspectos mais relevantes da nossa relação com a Matemática, na minha opinião, é a maneira como os problemas – as questões matemáticas – nos afetam. Os problemas são as molas propulsoras que fazem a Matemática avançar, se desenvolver. Um exemplo clássico é o fascínio exercido sobre gerações de matemáticos – profissionais e amadores – pelo chamado Teorema de Fermat, que mais propriamente seria chamado Conjectura de Fermat, até sua completa resolução dada por Andrew Wiles, com a colaboração de Richard Taylor. Muito bem, o terceiro capítulo deste livro aborda com propriedade três clássicos problemas que muito demandaram dos matemáticos e muito fizeram para o próprio desenvolvimento da Matemática. Basta citar um deles: a quadratura do círculo ou, como diria Leporello, il quadro non è tondo. 


			A partir do quarto capítulo você já estará plenamente convencido tanto da beleza quanto da utilidade da Geometria e seguirá em curvas verdadeiramente estonteantes. Um capítulo dedicado às Cônicas revelará como os conteúdos matemáticos, a despeito de seu caráter abstrato, e mesmo devido a isto, afloram nas questões práticas, tanto na tecnologia quanto na natureza. Por exemplo, a parábola, que nada mais é do que “o lugar geométrico dos pontos equidistantes de um ponto dado, o foco, e de uma reta dada, a sua diretriz”, é usada para a construção de antenas e até mesmo um forno solar.


			O autor deixa o melhor para o final. Os últimos capítulos trazem um conteúdo bem pouco explorado nas publicações que tratam de temas semelhantes e preenche uma lacuna que já persiste há um bom tempo. Curvas menos conhecidas como espirais, certas curvas cíclicas e a chamada catenária são apresentadas com suas histórias e aplicações de maneira cuidadosa e bem ilustrada.


			Enfim, leitor, você tem em mãos uma obra que claramente foi escrita com grande dedicação e muita competência e que certamente lhe deixará por muito tempo aquele já mencionado gostinho de quero mais!


			 


			Prof. Mario Olivero Marques da Silva - PhD


			Universidade Federal Fluminense (UFF)


		




		

			SEGUNDO PREFÁCIO


			Ao longo da evolução humana a busca por resposta é sempre uma constante, sendo potencializada pela curiosidade intensa e pelo espírito científico de algumas pessoas. A representação gráfica sempre foi uma forma de comunicação entre as pessoas. Esta expressão de ideias pode ser encontrada em diversas formas por todas as civilizações na História e no decorrer dos anos. A matemática sempre terá uma importância significativa no cotidiano do ser humano, que sempre procurou representar os números para poder buscar uma forma de realizar registros e quantificar tudo que tinha relevância.


			Na antiguidade os matemáticos se sentiam desafiados, a busca por respostas e pelo conhecimento possibilitou que as civilizações se desenvolvessem e deixassem para o futuro um legado de valor inestimável. A Geometria trouxe um diferencial desenvolvimentista e os seus diversos registros deixados pelas civilizações propiciaram a compreensão de parte da história da evolução humana. A obra traz características marcantes para a compreensão do desenvolvimento da Matemática, em especial da Geometria, no que tange à importância desta ciência exata na evolução da humanidade.


			Ao compreender a Natureza, o homem busca entender sua própria existência e encontra inspiração para a solução de problemas de diversas áreas. É por meio da observação do seu comportamento e da compreensão de como ela constrói a sua diversidade, que ela própria responde diversas questões importantes que surgiram no longo caminho do desenvolvimento da humanidade.


			O primeiro capítulo traz informações sobre o desenvolvimento da Geometria desde a antiguidade, fundamentado nas necessidades encontradas pela civilização, e como esta ciência se desenvolveu ao longo dos anos. As ilustrações de registros encontrados e a busca por diversas outras respostas por meio das referências ali indicadas, permitem ao leitor um riquíssimo conhecimento do objetivo desejado já nessas primeiras páginas da obra.


			A Geometria Grega é o tema do segundo capítulo, nele encontra-se um riquíssimo conhecimento sobre os grandes matemáticos que possibilitaram o início das deduções da Geometria como a conhecemos hoje, além de desafiar e viabilizar o desenvolvimento e a busca da compreensão dessa ciência.


			O leitor é desafiado pelo conhecimento dos três problemas clássicos da antiguidade no terceiro capítulo. Não há limites para a busca das respostas desejadas. Hoje, a facilidade e a rapidez em buscar um conhecimento já consolidado permite que a troca de ideias se faça de uma forma bastante ágil. O capítulo desafia o leitor a encontrar as soluções referentes aos problemas hoje apresentados pela necessidade do cotidiano.


			As Cônicas, tema abordado no capítulo quatro, bastante relevante para a compreensão da Geometria, possibilitam compreender suas representações e formas de construção, incentivando e estimulando, ainda hoje, a criatividade para construções civis, trazendo o entendimento de fenômenos físicos existentes na natureza.


			Estimulando ainda mais a observação do meio ambiente, o quinto capítulo exibe a grande capacidade humana de desenvolver o conhecimento e a criatividade, possibilitando o desenvolvimento de tecnologias e, dessa forma, trazendo soluções incríveis para o cotidiano. Permite, também, o desenvolvimento da ciência em diversas áreas do saber.


			Partindo de incríveis abstrações geométricas, o sexto capítulo registra observações meticulosas e suas formas de existência em áreas como a de sinais de comunicação e suas representações.


			Com foco em um tema de grande relevância à Geometria, a catenária, o capítulo sete chama atenção para a existência desta função, possibilitando a observação da sua ocorrência em diversos fenômenos. 


			Buscando trazer a compreensão de como o ser humano procurava entender os desafios dos diversos jogos e quais suas possibilidades e chances de ganho, o capítulo oito traz a compreensão dessa ciência que trouxe rico conhecimento para a humanidade.


			Esta é uma obra de grande relevância para alunos, professores e amantes da Matemática, em especial aos geómetras. Poder ter lido a obra representou, para mim, um presente. Ela incentiva página a página a sua leitura e estimula todos os leitores a compreender a Geometria como fator que influencia a existência humana e o desenvolvimento de seus campos de conhecimento e deixar para as futuras gerações um legado cada vez melhor.


			 


			Profa. Dra. Magda Aparecida Salgueiro Duro


			Universidade Presbiteriana Mackenzie


		




		

			APRESENTAÇÃO


			A ideia de escrever este livro nasceu de um fato ocorrido quando eu cursava o 2º ano do Ensino Médio e, em determinada aula, o professor de matemática nos solicitou que abríssemos o famoso livro Tábua de Logaritmos, de Edward S. Allen. Folheando o livro, vi que nele apareciam equações e seus gráficos. Ao fim da aula, perguntei-lhe se estudaríamos aquela matéria e qual era a utilidade dela. Para minha surpresa, ele respondeu que aquelas equações não faziam parte do nosso estudo e não adiantaria dar uma explicação, pois eu não entenderia, e que eu deveria esperar para quando ingressasse na universidade, onde as estudaria na disciplina de Cálculo Diferencial e Integral. 


			Como sempre admirei a matemática, decidi que este era o curso que eu desejava para minha vida pessoal e profissional. Contudo, mesmo tendo cursado Matemática, ao dar aulas percebi que ainda faltava algo. Algo que pudesse servir como instrumento útil para a vida dos professores e dos alunos.


			Um de meus objetivos ao conceber este livro é que eles não se esquecessem de que:  


			 


			a beleza é para ser apreciada e gozada e não ensinada e aprendida. O ensino da matemática, por seu valor estético, é algo que será absorvido pelos alunos de modos muito diferentes, em circunstâncias também diferentes e muitas vezes inesperadas. É uma beleza que resulta da apreciação, sensibilidade e, por conseguinte, de estados emocionais diversos. É o resultado de atividades descontraídas, de lazer, tais como a apreciação da natureza, de objetos de arte etc. Pode-se aprimorar essa apreciação através de estudos de disciplinas como geometria do sagrado, astronomia, aritmética e geometria mística, talvez associada ou com referência a estudos da história da arte e da religião. (D’AMBROSIO, 1998).


			 


			Sei que perguntas sobre a utilidade da Matemática – principalmente da Geometria – em sala de aula são frequentes e geralmente não são respondidas pelos professores. Quando eles o fazem, suas respostas não mitigam a curiosidade dos alunos, criando desinteresse e antipatia por esse ramo da matemática. 


			Diante disso, senti que era necessário saber mais sobre a Geometria e aprender como ela influencia nossas vidas e o mundo que nos rodeia. Durante anos, reuni material bibliográfico por meio de livros didáticos, paradidáticos, revistas e outros recursos, como os disponíveis na Internet, com o propósito de obter informações, fotografias e imagens de alta qualidade. Elaborei os gráficos relativos às equações ou funções das curvas estudadas, desenhados com softwares específicos para matemática,  dentre eles, o software livre Winplot. Ao fim do livro,  acrescentei um glossário para facilitar a compreensão dos  conceitos e dos termos técnicos utilizados.


			Como seres racionais que somos, temos sede por descobrir coisas novas, compreender melhor o mundo, o universo e nosso lugar neles.


			Podemos nunca descobrir uma nova estrela ou uma nova espécie no reino animal ou vegetal, mas podemos descobrir as maravilhas do mundo que nos cerca e que estão presentes em nossa realidade, e muitas vezes, até dentro de nós. A Geometria nos proporciona isso, através de suas figuras planas e de suas formas sólidas.


			Assim, ao escrever este livro, eu quis que ele possibilitasse uma leitura leve e prazerosa, sem grandes aprofundamentos em teoremas ou demonstrações. Quis que os conceitos envolvidos fossem apresentados de forma simples, e as questões matemáticas evitadas, na medida do possível, exceto quando de suma importância. Tentei levar em conta um dos objetivos da Geometria: sua natureza prática na resolução de problemas que contribuem com o desenvolvimento do raciocínio e da lógica. Ao pensar, desenvolvemos intuitivamente ideias para compreender a nossa realidade. Em Geometria, essas ideias são: o ponto, a reta, o plano, o ângulo, a curva e a superfície. Ao olharmos uma estrela no céu, temos a noção de ponto. Das cordas de um violão surge a ideia de reta, que em Geometria se imagina sem espessura, sem começo nem fim, e ilimitada nos dois sentidos. A ideia de plano surge ao olharmos uma folha de caderno, uma quadra de vôlei ou a superfície de uma piscina, embora o plano seja concebido sem fronteiras e ilimitado em todas as direções. Ao consultarmos o relógio, vemos que os ponteiros farão entre si um ângulo que varia de 0º a 360º. No canto entre duas paredes observaremos ângulos de 90º. A curva encontra-se presente no contorno circular do Sol e da Lua, nas rodas de veículos, nas moedas etc. Podemos visualizar as espirais na flor do girassol, nas folhas da begônia caracol etc. Já as superfícies podem ser observadas no formato cilíndrico das latas para conservar alimentos, no formato do cubo do quebra-cabeça de Rubik, na forma esférica das bolas de basquete e de voleibol, na figura piramidal das pirâmides do Egito, no contorno da catenária no fundo das latas de refrigerante etc. 


			Se procurarmos a definição para a palavra geometria, possivelmente encontraremos que esta é um ramo da matemática que estuda a extensão e as propriedades das figuras (geometria plana) e dos sólidos (geometria no espaço). Contudo, algumas perguntas não podem ser respondidas apenas com a definição. Por exemplo: o que é Geometria? Quando e onde surgiu? Como e por quê? O que ela estuda? Qual é sua utilidade? Que benefícios ela nos traz? Foi pensando em responder a essas questões e auxiliar a professores, alunos e leigos, que este livro foi concebido. 


			Ele apresenta, no primeiro capítulo, um estudo detalhado sobre a origem e o desenvolvimento da Geometria em diversos lugares e épocas, abrangendo os processos de geração, organização e transmissão de conhecimento em diversos sistemas culturais (D’AMBROSIO, 1998). 


			Os dois capítulos seguintes tratam da matemática, da geometria grega e dos três grandes problemas clássicos da Antiguidade, pois, como afirma D’Ambrosio (1998),


			 


			a Matemática é, desde os gregos, uma disciplina de foco nos sistemas educacionais, e tem sido a forma de pensamento mais estável da tradição mediterrânea que perdura até nossos dias como manifestação cultural que se impôs, incontestada, as demais formas enquanto nenhuma religião se universalizou, nenhuma língua se universalizou, nenhuma culinária nem medicina se universalizaram, a matemática se universalizou deslocando todos os demais modos de quantificar, de medir, de ordenar, de inferir e servindo de base, se impondo como modo de pensamento lógico e racional que passou a identificar a nossa própria espécie. 


			 


			Os demais capítulos discorrem sobre as cônicas, as espirais e rosáceas, as curvas cíclicas, a catenária e a curva normal. O objetivo fundamental é a explicação de fenômenos presentes na natureza e também as aplicações concretas da Geometria, e para que isso fosse possível, foi necessário buscar conhecimento e apoio em outras áreas do conhecimento, como arquitetura, astronomia, anatomia, botânica, zoologia, física, probabilidade e engenharia, dentre elas, a civil, a mecânica, a elétrica, a eletrônica e a da computação.


			Espero que a leitura lhe seja útil e agradável e que possa lhe ajudar a ampliar a fronteira de seus conhecimentos sobre a Geometria e do inter-relacionamento com outras ciências, e ainda que ela consiga fazer por você, leitor, o que alguns professores fizeram por mim: revelar a beleza, a riqueza e o poder da Geometria, permitindo que você entre nesse mundo mágico e fascinante, assim como eu entrei.


			Se você acha que a Geometria é complicada e atemorizante, mas mesmo assim percebe que há algo nela que lhe encanta e vale a pena ser desvendado, então este livro foi escrito para você. 


			Boa leitura.


		




		

			
1. ORIGEM E DESENVOLVIMENTO DA GEOMETRIA



			Ao longo de milhares de anos, o homem foi adquirindo conhecimento em geometria, e é provável que este conhecimento tenha se iniciado em épocas muito remotas na Antiguidade, e, de forma bastante simples, aperfeiçoando-se gradativamente até atingir o estágio de desenvolvimento atual. Mesmo sendo o homem um ser primitivo, seu instinto o levou a ter ideias relacionadas à geometria, como a noção de distância, e também a comparar formas e tamanhos, e seu uso está vinculado ao período de tempo e ao lugar em que o homem pré-histórico viveu. Talvez sua curiosidade pela natureza o tenha levado a observar que nela existem muitas figuras geométricas, como a forma hexagonal nos alvéolos das colmeias construídas pelas abelhas, as estrelas marinhas, que possuem forma pentagonal, o formato circular da Lua e do Sol e o contorno cilíndrico dos troncos das árvores. Além de noções como vertical, paralela e perpendicular, que podem ter surgido pela construção de moradias e de muros.


			A vida cotidiana pode ter levado o homem pré-histórico à percepção de curvas, superfícies e sólidos, como uma pedra que, arremessada no ar, descreve uma parábola, e se jogada sobre a superfície de um lago, descreve círculos concêntricos iguais aos que se observam no corte de um tronco de árvore; um cipó pendurado pelas extremidades entre duas árvores originam uma catenária; uma corda enrolada se parece com uma espiral; alguns frutos têm forma esférica; ovos de aves têm formato oval; folhas e flores ilustram a ideia de simetria; e a ideia de volume pode ter nascido da necessidade de se armazenar água, líquidos, cereais e outros produtos (EVES, 1992, p. 1-2).


			Seria arriscado afirmar se a matemática teve seu nascimento na aritmética ou na geometria, ou qual delas surgiu primeiro, mas sabe-se que a geometria transcende a arte da escrita. Transcorreram aproximadamente 6 mil anos para que o homem fosse capaz de colocar seus registros e ideias em forma escrita. Informações sobre a pré-história dependem das interpretações fundamentadas nos artefatos e documentos encontrados. Os desenhos do homem do Neolítico mostram a preocupação com relações espaciais, o que proporcionou a abertura para a geometria. Peças artesanais como a cerâmica, os tecidos e os cestos mostram exemplos de congruência e de simetria, elementos básicos da geometria; as sequências simples indicam proposições geométricas e aritméticas. Provavelmente, a intenção do homem do Neolítico foi apenas o sentido estético e a beleza das formas, sem ter em mente qualquer significado aritmético ou geométrico (BOYER, 2010, p. 4-5; STRUIK, 1989,  p. 35). 


			A mentalidade do homem pré-histórico lhe impossibilitou a decomposição de frases que permitisse a representação gráfica de ideias. A etapa essencial da escrita ocorreu quando ele conseguiu construir símbolos ou combinações de vários deles, que lhes serviram para dar a entender uma frase inteira ou ideias contidas em uma frase. Essa forma de expressão é denominada de escritas sintéticas ou de ideias. O homem primitivo atingiu o progresso quando conseguiu a decomposição da frase em palavras. Cada símbolo passou a denotar uma palavra. Foi nessa fase que  nasceu a escrita (HIGOUNET, 2003, p. 9-13). 


			A arqueóloga franco-americana Denise Schmandt-Besserat (1933-), explica que os caracteres pictográficos impressos com estilete em tabletes de argila, encontrados no sítio arqueológico de Uruk (antiga Suméria), determinaram o verdadeiro início da escrita no período entre 3100 a.C. a 3000 a.C (ALMEIDA, 2011, p. 100). A Suméria tornou-se célebre por ter sido o lugar onde se desenvolveu a escrita chamada cuneiforme, por volta do ano 3200 a.C (ALMEIDA, 2009, p. 146).


			A escrita cuneiforme, inventada pelos sumérios que viveram ao sul da Mesopotâmia entre o século IV e século III antes da era cristã, é o sistema de escrita mais antigo do mundo. Tal escrita era impressa sobre tabuletas de argila cujo traçado era feito por meio de um pedaço de junco com a ponta cortada obliquamente e, que eram cozidas posteriormente. Este sistema propagou-se para o resto da Ásia, transformando-se em modo de expressão para outras línguas. 


			As inscrições de símbolos pseudo-hieroglíficos gravados em pedra ou bronze, encontradas na antiga cidade fenícia de Biblos (atual Líbano), são datadas do século XV ou do século XIV antes da era cristã pelo arqueólogo francês M. Dunand (1898-1987) e decodificadas pelo tradutor francês E. Dhorme (1881-1987). Dhorme estabeleceu que os textos eram genuinamente fenícios, contendo cento e quatorze sinais. A característica desse alfabeto foi a passagem de uma escrita silábica para uma alfabética. Já os escribas da cidade de Ugarit (em árabe, Ras Shamra), chegaram ao mesmo processo por volta do século XIV a.C. e seu alfabeto era constituído por 27 consoantes e 3 vogais. Eles conseguiram um verdadeiro alfabeto consonantal, língua classificada no grupo semítico-cananeu, e o aspecto de sua escrita era cuneiforme (HIGOUNET, 2003, p. 29, 60-66).


			Os escribas ugaríticos tiveram a intuição de modificar, ao modo deles, o tradicional material cuneiforme e reduzi-lo a apenas trinta caracteres, aspecto que o separa de qualquer sistema analítico ou silábico. Desse ponto de vista, eles “inventaram” o alfabeto. Já o alfabeto fenício arcaico, era composto por vinte e dois sinais consonantais lineares, o que lhes permitia escrever qualquer palavra. As descobertas em Ras Shamra e em Biblos indicam que é muito provável que a invenção do alfabeto seja dos fenícios. 


			As descobertas no cemitério de U, em Abidos, no Egito, de 180 etiquetas de osso e de marfim de 6 cm2, datadas aproximadamente de 3200 a.C., com um furo em um dos cantos, supostamente para serem atadas aos bens do faraó conhecido como Escorpião I, permitem-nos recuar no tempo até o surgimento da escrita egípcia, quase na mesma data do aparecimento da escrita suméria.


			No Vale do Indo também foram achados restos de cerâmica contendo símbolos pictográficos semelhantes a um tipo de escrita, datados de 3300 a.C. a 2800 a.C. Assim, a Índia entrou também na disputa pela invenção da escrita.


			Na cultura Vinča (antiga Iugoslávia), em meados do século VI a.C., foram encontrados centenas de vasos, fusos para fiar e copos que mostram sinais de uma espécie de escrita, como a placa da Tartaria (finais do século VI a.C.) e a placa de Gradešnica (4300 a.C.). Mas, se esses símbolos  de Vinča serviram como escrita, então seus sinais numéricos são anteriores aos utilizados pelos sumérios. 


			Na China, foram encontradas peças de cerâmica da cultura Yangshao (c. 5000 a.C.-4000 a.C.), com símbolos que representam numerais ou marcas de fabricantes (ALMEIDA, 2009, p. 147-150).


			Em relação ao conceito de número e ao processo de contagem, estes se desenvolveram muito antes dos primeiros registros históricos. Há evidências arqueológicas que indicam que 50 mil anos atrás, o homem primitivo era capaz de contar, ou pelo menos tinha algum senso numérico, reconhecia quando se acrescentavam ou se retiravam objetos de uma coleção pequena. Com o avanço progressivo da sociedade tornou-se inevitável a contagem simples, provavelmente empregando-se o princípio da correspondência biunívoca. Por exemplo, para contar ovelhas eles faziam nós em uma corda, entalhes em um pedaço de madeira ou em ossos, como é o caso do Osso de Ishango, com 8.500 anos de idade e 9,6 cm de comprimento, encontrado em Ishango, às margens do lago Rutanzige, no Zaire, atual República Democrática do Congo. Nele, observam-se entalhes, talvez para representar números, registro de tempo ou calendário lunar. Com a evolução, o homem desenvolveu arranjos de sons vocais para representar verbalmente o número de objetos em um grupo pequeno. Alguns aborígenes utilizavam partes do corpo para designar números ou quantidades, e com o desenvolvimento da escrita, foram surgindo arranjos de símbolos para representar números (ALMEIDA, 2009, p. 185-186; EVES, 2004, p. 25-26). 


			No período de 1969 a 1971, a arqueóloga Schmandt-Besserat, iniciou o estudo de objetos de argila encontrados em escavações no Oriente Médio, nos sítios de Beldibi (Turquia) e Chanhu Daro (Paquistão), que datavam do século IX a.C. ao século II a.C. Ela denominou esses objetos de tokens. Eles variavam de forma (cones, esferas, discos, cilindros e tetraedros), de tamanho (grandes ou pequenos), eram ocos ou perfurados, e sua finalidade era a comunicação ou o registro de informações numéricas (ALMEIDA, 2011, p. 91-94; DEVLIN, 2009, p. 204-207).


			Para percorrer o longo caminho de contar desde o entalhamento em ossos, madeiras ou nós em cordas até o desenvolvimento de um sistema de numeração, foi imprescindível que o homem atingisse níveis mais avançados de civilização. A enumeração precedeu a numeração, e a numeração precedeu o número e, consequentemente, o desenvolvimento de sistemas de numeração (GUNDLANCH, 1992, p. 2).


			Os primeiros contatos do homem com a geometria são anteriores aos sistemas de números escritos. Diversos povos deixaram evidências do seu interesse pela repetição e pela simetria de padrões para decorar seus objetos e moradias. Alguns desses padrões datam de 25.000 a.C. O homem pré-histórico construiu estruturas alinhadas com bastante precisão, o que demonstra que ele tinha domínio de uma forma simples de geometria (ROONEY, 2012, p. 73-74). 


			Sobre a linguagem numérica, há civilizações que utilizaram as partes do corpo humano como referência para unidades de medida como: o palmo, o pé, o passo, a braça, o cúbito etc. Em torno de 3.500 a.C., os primeiros templos começaram a ser construídos no Egito e na Mesopotâmia; contudo, os “arquitetos” precisaram descobrir unidades precisas e invariáveis para medir tais construções. Assim, eles tomaram como referência a longitude das partes do corpo de um homem padrão, geralmente o rei, e com essas medidas construíram réguas de madeira, de metal, ou cordas com nós para mensurar o comprimento. 


			No Egito, a geometria surgiu da necessidade de melhorar a tributação de impostos de áreas rurais, pois os administradores do faraó perdiam a referência do limite das possessões e dos impostos a cobrar aos agricultores de acordo com a verdadeira medida de extensão da terra. As enchentes anuais do rio Nilo inundavam as áreas férteis, derrubando os marcos fixados, obrigando os donos de terras a refazer os limites de suas propriedades agrícolas, com a finalidade de conservar as áreas relativas ao ano anterior. Para resolver o problema, os faraós nomeavam funcionários para delimitação de terras, os esticadores de corda, atuais agrimensores, cujo trabalho consistia em avaliar os prejuízos das cheias e restabelecer as fronteiras das áreas dos proprietários.
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			Figura 1.1 - Esticadores de corda.


			 


			Os “agrimensores” egípcios e babilônios conheciam, por exemplo, o triângulo retângulo de lados 3, 4 e 5, e utilizavam-no como instrumento de medida para traçar ângulos retos, dividindo os lotes em retângulos e triângulos. Desse modo, conseguiam determinar a área de terrenos, pois eles sabiam que a soma dos ângulos internos de um triângulo é igual à de dois ângulos retos, e que a área de um paralelogramo é igual à do retângulo que tenha a mesma base e a mesma altura. 


			O Papiro de Rhind ou Papiro de Ahmes é um documento egípcio que descreve a solução de 85 problemas de aritmética, frações, cálculo de áreas, volumes, progressões, repartições proporcionais, regra de três simples, equações lineares, trigonometria básica e geometria. É um dos mais famosos documentos matemáticos que chegaram aos dias de hoje, juntamente com o Papiro de Moscou. Ao redor de 1650 anos a.C., o escriba egípcio Ahmes (c. 1960 a.C.-c. 1620 a.C.) reuniu conhecimentos sobre a área do círculo, também denominado Problema 50. Ele explica, sem justificar a solução do problema, de uma maneira simples: escolheu um quadrado que tivesse como lado o próprio raio da figura. Assim, mostrou que o quadrado estava contido no círculo mais de três vezes e menos de quatro, ou aproximadamente 3,14 vezes. Concluiu então que, para conhecer a área de um círculo, é necessário calcular a área de um quadrado construído sobre o raio e multiplicar a respectiva área por 3,14. Ahmes percebeu que a área do círculo, por exemplo, de um campo circular com diâmetro de nove unidades é a mesma de um quadrado com lado igual a oito unidades. Fazendo uma comparação com a fórmula usada atualmente A = πr2, verifica-se que a regra egípcia é equivalente a atribuir a π o valor de 3 1/6, uma aproximação muito razoável, mas não há indicação que Ahmes soubesse que as áreas do círculo e do quadrado não eram exatamente iguais. Mas, o número 4(8/9)2 era comparável ao da nossa constante π e parece ser confirmado pela regra egípcia para calcular a circunferência do círculo. Não se conhecem nem teoremas nem demonstrações formais na matemática egípcia, porém há comparações geométricas sobre perímetros e áreas de círculos e de quadrados (BOYER, 2010, p. 12; EVES, 2004, p. 69-70; GARBI, 2007, p. 14-15).


			O valor de π usado por Ahmes somente foi superado passados mais de mil anos pelo matemático, físico, engenheiro e astrônomo grego Arquimedes de Siracusa (287 a.C.-212 a.C.), que demonstrou que o valor de π estava compreendido entre 3(10/71) e 3(1/7) ou entre 3,14084 e 3,142858 (STRATHERN, 1998, p. 34-36).


			No Papiro de Moscou, encontra-se o Problema 14 e sua transcrição para escrita hieroglífica. Ele trata sobre o volume do tronco de pirâmide. O autor do papiro usou a fórmula moderna V = h(a2 + ab + b2)/3 na qual h é a altura e a e b são os lados das bases quadradas. Fazendo-se  b = 0, então a fórmula se reduz à expressão familiar atual, um terço da base vezes altura, ou seja, V = 1/3 a2h. Não se sabe como os egípcios chegaram a esse resultado. Uma origem empírica para a regra sobre o volume da pirâmide parece ser possível, mas não para o tronco (BOYER, 2010, p. 7; GARBI, 2007, p. 15-16).
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			Figura 1.2 - Problema 14 do Papiro de Moscou.


			Fonte: Boyer (2010, p. 7) e Eves (2004, p. 86).


			 


			Para tronco é mais provável que os egípcios tenham procedido nesse caso como nos dos triângulos isósceles e do trapézio: podem ter decomposto o tronco em paralelepípedos, prismas e pirâmides, substituindo-se as pirâmides e prismas por blocos retangulares (Figura 1.3). Um agrupamento adequado dos blocos leva à fórmula egípcia (BOYER, 2012, p. 7; GARBI, 2007, p. 15-16).
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			Figura 1.3 - Tronco do trapézio e blocos retangulares.


			Fonte: Boyer (2010, p. 15). 


			 


			Em relação à geometria praticada pelos babilônios, eles obtinham o volume de um cilindro circular reto como o produto da base pela altura, enquanto que, para o volume do tronco de um cone ou de uma pirâmide quadrada, foi usada incorretamente como o produto da altura pela metade da soma das bases. Para medir distâncias, eles empregavam a milha babilônica, que corresponde a sete milhas atuais. Essas civilizações utilizavam diversas formas para delimitar os terrenos para o cultivo, assim como a projeção de edifícios. Apesar do pouco conhecimento geométrico, eles conseguiram resolver o problema. Mediante duas estacas fincadas na terra, marcavam um segmento de reta. Posteriormente, ligavam e esticavam cordas que funcionavam como compassos: dois arcos de circunferência que se cruzam determinam dois pontos que, unidos, cortam perpendicularmente a outra reta, formando os ângulos retos. Este processo não era suficiente para levantar uma perpendicular por um ponto dado; contudo, os antigos geômetras conseguiram, por meio de uma corda, determinar a melhor solução para esse problema: colocavam estrategicamente essa corda de modo a formar os lados de um triângulo retângulo com comprimentos equivalentes a 3, 4 e 5 unidades, respectivamente. 


			 


			Já para demarcar círculos, grandes ou pequenos, os antigos geômetras usavam uma corda, fazendo-a girar em torno de uma estaca cravada no solo como centro da figura. O comprimento dessa corda, hoje conhecido como raio, possivelmente, tinha alguma relação desconhecida com o comprimento da circunferência. Ao retirarem a corda da estaca e colocá-la sobre a circunferência desenhada no solo, eles podiam verificar que o comprimento dessa corda era necessário para contornar a circunferência. Assim, eles comprovaram que o comprimento da circunferência era equivalente a  um pouco mais de seis vezes e um quarto de corda, ou seja, bastava conhecer o comprimento do raio e multiplicá-lo por 6,28. Qualquer que fosse o tamanho da corda, o resultado era sempre o mesmo (EVES, 2004, p. 60-61).


			Tanto a civilização egípcia como a babilônica conheciam a geometria, mas apenas como instrumento empírico e não como uma teoria organizada. Essas civilizações, por meio da indução, atingiram resultados geométricos, acumulando conhecimentos que as capacitavam na resolução de problemas de traçado de limites de terras, de comparação de áreas, de projetos arquitetônicos e de engenharia, como as pirâmides e os templos. Estes são os registros mais antigos do conhecimento sistematizado da Geometria, em civilizações que floresceram há cerca de 3.500 anos. 


			Os diferentes povos que habitaram a Mesopotâmia foram os responsáveis pelo desenvolvimento da escrita cuneiforme, do sistema de numeração posicional (sistema sexagesimal), da astronomia (observatórios e calendário do ano dividido em 12 meses lunares, alguns com 29 dias e outros com 30), da arquitetura (dominavam as formas básicas como colunas, arcos, abóbodas e cúpulas), da construção (como os Jardins Suspensos da Babilônia e a Torre de Babel), da agricultura (sistemas de irrigação artificial), da metalurgia (os sumérios que ali habitavam inventaram a roda e as utilizavam em carros) e também leis contidas no Código Hamurabi, um dos mais antigos conjuntos de leis escritas, elaborado pelo Rei Hamurabi (c. 1810 a.C.-1750 a.C.) por volta de 1700 a.C.


			Quanto à representação numérica, os escribas mesopotâmicos utilizavam o sistema sexagesimal posicional (base 60). Eles utilizavam apenas dois símbolos, uma cunha ([image: ]) para representar as unidades e uma figura semelhante a um olho ([image: ]) para representar as dezenas, que eram combinados para compor os dígitos de 1 a 59, forma semelhante à da numeração romana (BERLINGHOFF; GOUVÊA, 2010, p. 10; BOYER, 2010, p. 17).


			As civilizações que se desenvolveram na China e na Índia são mais antigas que as da Grécia e as de Roma, entretanto não mais que as do Egito (Vale do Nilo) e da Mesopotâmia. Os povos que habitaram as margens dos rios Yang-Tzé e Amarelo são de períodos comparáveis às do Nilo ou dos rios Tigre e Eufrates; porém, as informações cronológicas relativas à China são menos confiáveis do que as referentes ao Egito e à Babilônia.


			O primeiro império chinês se formou ao redor do ano 2750 a.C., aproximadamente, mas algumas avaliações estabelecem civilizações primitivas na China em torno do ano 1000 a.C. Datar documentos de origem chinesa não é uma tarefa fácil, pois podem ser obras de vários autores em épocas diferentes. Por exemplo, estimativas relativas ao Chou Pei Suang Ching (Arte da Matemática), considerado o texto mais antigo das obras clássicas de matemática, diferem por quase mil anos. Há que considerar o Chou Pei uma boa exposição das realizações matemáticas da China ao redor de 1200 a.C. Estimativas indicam que foi elaborado no século I a.C., porém, a data mais provável seria 300 a.C., e, desta maneira, ficaria a par com a obra Chiu Chang Suan-Shu, elaborada por volta de 250 a.C. As palavras Chou Pei sugerem o uso do gnômon no estudo de trajetórias circulares no céu e tratam de cálculos astronômicos, não obstante a obra contenha uma introdução às propriedades do triângulo retângulo e um estudo incipiente sobre o uso de frações. Ele sugere ainda que, na China, a geometria teria derivado da mensuração e teria sido utilizada como na Babilônia, um exercício de aritmética ou de álgebra. No Chou Pei, aparentemente, há indícios do Teorema de Pitágoras (BOYER, 2010, p. 10, 133-140).


			As civilizações da antiga China, ao longo dos rios Yang-Tzé e Huang Ho, provavelmente são posteriores à civilização egípcia ao longo do rio Nilo e à Babilônica entre os rios Tigres e Eufrates. Poucos documentos chegaram até nós, possivelmente pelo uso de material impresso em bambu e também pela queima de livros ordenada pelo imperador Ch’in Shih Huang Ti (259 a.C.-210 a.C.) em 213 a.C., porém muitos foram reconstruídos de memória. Atualmente, há dúvidas sobre a autenticidade de grande parte desse material, consequentemente o conhecimento sobre a matemática chinesa primitiva está fundamentada em informações transmitidas oralmente. Um dos trabalhos mais antigos conhecidos é o I-King ou Livro das Permutações, atribuído a Wön-wang (1182-1135 a.C.). Ele contém o mais antigo quadrado mágico (lo-shu)[ 1 ]. Este dispositivo é uma matriz quadrada de ordem n, onde a soma dos números das linhas, das colunas e das diagonais é constante e nenhum desses números se repete. O exemplo a seguir é de ordem 3, isto é, três linhas por três colunas e a soma nas linhas horizontais, verticais e diagonais é igual a 15.
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			Figura 1.4 - Quadrado mágico.


			Fonte: Boyer (2010, p. 134).


			 


			Outro trabalho importante da matemática chinesa foi o K’ui-ch’ang Suan-shu ou Nove Capítulos sobre a Arte da Matemática (206 a.C.-220 d.C.). Provavelmente contém informações bem mais antigas. Nele, constam 246 problemas sobre agricultura, procedimento de negócios, engenharia, agrimensura, resolução de equações e propriedades de triângulos retângulos. O livro inclui apenas regras de resolução e não há demonstrações no estilo grego, que era totalmente axiomático. Os nove capítulos do livro tinham a seguinte ordem: 


			 


			

					Agrimensura, áreas do triângulo retângulo, do trapézio e do círculo;


					Porcentagem e proporção; 


					Regra de sociedade e regra de três;


					Determinação de lados de figuras, incluindo cálculo de raízes quadradas e cúbicas;


					Volumes;


					Problemas de movimento e ligas;


					Regra da falsa posição;


					Sistemas de equações lineares e procedimentos matriciais;


					Triângulos retângulos pitagóricos.


			


			 


			O Matemático Liu Hui (220 d.C.-280 d.C.) escreveu um tratado intitulado Manual de Matemática da Ilha Marítima. Nele apresenta: 3,1410 < π < 3,1427.


			Dois séculos depois, Tsu Ch´ung-Chih (430 d.C.-501 d.C.) e seu filho encontraram:


			3,1415926 < π < 3,1415927


			Yan Hui (c. 1238-1298) escreve uma extensão dos Nove Capítulos sobre a Arte da Matemática, na qual apresenta, de maneira hábil, as frações decimais e inclui também a versão mais antiga para o Triângulo de Pascal. No período Tang (618 d.C.-907 d.C.), observa-se a influência exercida pelos hindus, e no período Yüan (1278-1368), encontram-se traços árabes. Existe muito pouco na matemática chinesa antiga vinculada diretamente à grega ou à latina. Isso ocorreu após o período Ming (1368-1644).  


			Durante o tempo em que a Europa atravessou a indiferença cultural da Baixa Idade Média, como consequência do domínio exercido pela Igreja Católica por meio da Inquisição, houve o declínio da matemática grega, e a matemática da China tornou-se uma das mais criativas do mundo. Ela cresceu e obteve resultados que a Europa só conheceria após o Renascimento (EVES, 2004, p. 241-246). 


			Aproximadamente no século VI a.C., surgiriam os primeiros registros de matemática na Índia, através dos Sulvasutras (Sulva: cordas para medir e sutra: livro de regras), que tratam dos conhecimentos teóricos para a construção de altares, escritos em versos e que se transmitiram oralmente por muito tempo. Há três versões dessa obra, a mais conhecida é a denominada Apastamba (possível nome do matemático que a escreveu) e talvez contemporâneo de Pitágoras. 


			Na primeira parte, encontram-se regras para a construção de ângulos retos por meio de três cordas cujos comprimentos constituem ternos pitagóricos como: “3, 4, e 5” ou “5, 11 e 13” ou “8, 15, e 17” ou “12, 35 e 37”. No entanto, todos eles poderiam ter sido obtidos dos babilônios, pois tinham conhecimento de que a diagonal de um quadrado é igual à soma dos quadrados dos catetos. Por isso, não é impossível que os Sulvasutras tivessem tido influência mesopotâmica.


			É bastante conhecida a demonstração por decomposição do Teorema de Pitágoras realizada por Bhaskara I (600 d.C.-c. 680 d.C.). A origem e a data dos Sulvasutras são incertas e não se pode afirmar que essas regras são ou não relacionadas à agrimensura egípcia. Encontram-se muitas ambiguidades nas fórmulas de mensuração hindus (BOYER, 2012, p. 140-153).


			Aryabhata (476 d.C.-550 d.C.) é considerado o mais antigo dos matemáticos da Índia. Produziu seu trabalho no início do século VI d.C., entre os quais estão o volume de uma pirâmide como a metade do produto da base pela altura (b.h/2) e π3/2r3 como o volume da esfera (BERLINGHOFF; GOUVÊA, 2010, p. 25).
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