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Introducción


El análisis de circuitos eléctricos es la columna vertebral de la formación académica en ingeniería eléctrica. Esta área del conocimiento da fundamento a muchas áreas especializadas, como el control, las máquinas eléctricas o los sistemas de potencia. Su enseñanza se divide usualmente en dos o tres cursos especializados. Si son tres, el primero está dedicado a los circuitos resistivos, el siguiente al análisis senoidal permanente y el tercero a los circuitos en estado transitorio, que es el campo de este documento.


El estado transitorio de un circuito eléctrico corresponde al comportamiento de este desde cuando aparece una transición y hasta que el circuito se reacomoda a las condiciones nuevas de operación. Si el circuito no está en estado transitorio, está en estado estacionario. En un circuito, el origen de las transiciones puede clasificarse en dos grupos: 1) por cambios en la configuración del circuito; y 2) por cambios en la fuente.


Los cambios en la configuración pueden incluir la acción de interruptores, modificando la topología del circuito, o por el cambio del valor de uno de sus elementos pasivos; por ejemplo, cuando hay una falla entre espiras en una máquina, lo cual puede modelarse como un cambio instantáneo de resistencia e inductancia.


De otra parte, las transiciones debidas a cambios en la fuente se dan: I) cuando esta cambia su naturaleza, por ejemplo, cuando pasa de senoidal a constante, o a rampa; II) cuando cambia al menos uno de sus parámetros; por ejemplo, el cambio de amplitud, frecuencia o fase en una señal senoidal; y III) cuando la misma naturaleza de la fuente genera transitorios; por ejemplo, una señal cuadrada o diente de sierra, porque estas tienen discontinuidades. El transitorio será entonces todo el comportamiento del circuito desde que inicia el cambio y hasta que este llega a un nuevo estado estable, si lo alcanza. Es importante entender que no todo cambio genera un transitorio, como puede verse cuando se piensa en el funcionamiento de un circuito ante una señal senoidal. Esta señal cambia su valor de voltaje en cada instante; sin embargo, no es causa de transitorios.


Se dirá que un circuito ha llegado a un estado estable nuevo cuando cualquier variable en el circuito, bien sea de voltaje o de corriente, tiene la misma naturaleza de la fuente, o al menos cuando esta tiene la misma forma de una de las derivadas de esa fuente. Cuando un circuito es alimentado por una fuente senoidal, con todos sus parámetros fijos, se considerará que ha superado el estado transitorio en el momento en que sus variables sean igualmente senoidales puras, aunque tengan una amplitud y fase diferente. A su vez, será interesante observar que la frecuencia y la forma deben mantenerse. Si la fuente es una rampa, se considerará que el circuito ya está en estado estacionario cuando sus variables sean una rampa pura, aunque tenga una pendiente diferente, o aunque exista un desfase entre ellas; incluso se considerará que el circuito ya se halla en estado estacionario cuando el voltaje o corriente ante una rampa en un elemento es constante, pues la primera derivada de una rampa es una constante; o cero, pues la segunda derivada de una rampa es cero.


Durante el desarrollo de los temas en este libro se verá que el tiempo que dura un transitorio no depende del tipo de transición que se dé en el circuito, sino exclusivamente de la configuración de elementos luego de que ocurre el transitorio, es decir, de la conexión de los elementos pasivos del circuito y de su valor. Dependiendo del área de la ingeniería eléctrica en que se trabaje, ese tiempo puede pasar desde ser despreciable hasta el caso en que el circuito está siempre en estado transitorio.


Véase que el funcionamiento normal de una máquina eléctrica no supone cambios en la fuente, y solo se haría si se considera su funcionamiento ante una falla; este es un ejemplo de circuitos donde el transitorio dura muy poco en comparación con el estado estacionario. De otra parte, por ejemplo, en el control de sistemas dinámicos, la señal de entrada al circuito puede estar cambiando todo el tiempo, bien sea porque se cambia la señal de referencia, o porque el sistema de control debe estar haciendo ajustes en el circuito para compensar señales externas. Así, el estado transitorio puede ser obviado en algunas aplicaciones, pero en otras es el centro de análisis.


La forma del estado transitorio depende del orden del circuito, es decir, del número de elementos pasivos, almacenadores de energía, los cuales no puedan ser reducibles a un equivalente. Por ejemplo, si se tienen dos capacitores, pero estos están conectados, bien sea en serie o en paralelo, se considerarán como uno solo. Un circuito con un elemento almacenador de energía se denominará de orden uno; si tiene dos, de orden dos, y así sucesivamente. El transitorio en un circuito de orden uno sigue una exponencial decreciente; en orden dos, son tres las posibles formas, conocidas como sub-, sobre- o críticamente amortiguado. Si bien en la práctica un circuito puede ser de cualquier orden, en la teoría resulta interesante el estudio de los circuitos de orden uno y dos. Los circuitos de orden superior normalmente no son motivo de estudio, pues al estudiar los de orden inferior se adquieren las herramientas que se necesitarían para su análisis; también porque algunas veces la forma del transitorio de un circuito de orden superior puede asemejarse a uno de orden inferior. De otra parte, la duración del transitorio sí está influenciada por el valor y la ubicación de las resistencias, como puede entenderse del hecho de que son estas quienes disipan la energía, a una tasa que depende de su valor.


La determinación del estado transitorio en un circuito requiere la deducción de su modelo matemático. La alternativa más común es la ecuación diferencial, dado que la relación tensión-corriente en capacitores o inductancias ya implica una derivada. Una ecuación diferencial modela la dinámica del circuito desde una transición hasta la siguiente. Para hallarla se utilizan las relaciones tensión-corriente en los elementos, y las leyes de Kirchhoff de voltaje y corriente, principalmente, pero también pueden emplearse otras técnicas de análisis de circuitos. La solución de la ecuación diferencial implica el cálculo de lo que se conoce como valores iniciales. Estos valores iniciales corresponden al valor de voltaje o corriente, según se observe, justo en el momento que ocurre el transitorio, es decir, el primer valor de la respuesta transitoria. Si lo que se observa es el voltaje en una capacidad o la corriente en una inductancia, entonces a estos dos valores se les denomina condiciones iniciales.


La solución de la ecuación diferencial se realiza en tres etapas. En la primera se anula el efecto de la fuente, suponiéndola cero, y se soluciona esa ecuación diferencial (también conocida como ecuación homogénea), proceso en el cual aparecerán constantes desconocidas, las cuales solo se encontrarán en la tercera etapa. A esta respuesta se le conoce como respuesta natural. En la segunda etapa se encuentra la respuesta en estado permanente, para lo cual se utiliza la ecuación diferencial no homogénea. Para esto se supone que la variable bajo observación tiene, o bien sea la misma naturaleza de la fuente o sus derivadas, y se verifica que se cumpla con la ecuación diferencial completa. A esta respuesta se le conoce como la respuesta forzada. La suma de la respuesta natural más la forzada es la respuesta completa, y debe satisfacer las condiciones iniciales, a partir de las cuales se determinan las constantes que quedaron indicadas en la respuesta natural. Véase entonces que el estado transitorio corresponde a la respuesta completa durante todo el tiempo que la respuesta natural tiene un valor no nulo.


La segunda alternativa para modelar el circuito es la función de transferencia, la cual puede entenderse como la presentación de la ecuación diferencial, en el dominio de la frecuencia compleja. La aplicación de la transformada de Laplace pasa expresiones del dominio del tiempo a la frecuencia compleja, y esto simplifica la solución de la ecuación diferencial, aunque en principio asume que las condiciones iniciales son nulas. El cálculo de una derivada se relaciona con una multiplicación en la frecuencia, mientras que el cálculo de integrales se relaciona con divisiones. En lugar de calcular lo que ya se definió como respuesta natural y respuesta forzada, en este caso se calcula lo que se conoce como la respuesta a estados cero y la respuesta a fuentes cero. Esta última respuesta proviene de tener en cuenta las condiciones iniciales, lo cual se realiza pasando la función de transferencia a ecuación diferencial, y una vez más a la frecuencia, pero esta vez con condiciones iniciales no nulas. Desde ya es importante anotar que la respuesta a fuentes cero no es la respuesta natural, ni la respuesta a estados cero es la respuesta forzada. La respuesta a fuentes cero calcula el efecto de las condiciones iniciales sobre la respuesta, mientras en la respuesta a estados cero se calcula el efecto de las fuentes, bajo la suposición de que las condiciones iniciales son nulas. Si bien natural es diferente a fuentes cero y forzada es diferente a estados cero, la suma de respuesta a estados cero y fuentes cero sí es la misma respuesta completa calculada con la ecuación diferencial.


El cálculo en la frecuencia compleja hereda todos los beneficios de la aplicación de la transformada de Laplace, dentro de lo cual vale la pena mencionar que como la transformada de Laplace puede transformar señales con más de una transición o incluso señales periódicas, la solución de circuitos con varias transiciones se puede realizar en un solo paso. En contraste, si se utiliza la ecuación diferencial, se debe calcular un juego de condiciones iniciales en cada transición, así como su respuesta natural y su respuesta forzada.


El tercer modelo que se utiliza en este libro se conoce como el modelo en el espacio de estados. El uso de este tipo de modelo en la solución de circuitos transitorios es el aporte más importante de este libro. Los libros clásicos enfatizan el uso de la ecuación diferencial y la función de transferencia, pero omiten el modelo en el espacio de estados. Este modelo expresa el comportamiento de un circuito eléctrico, en el tiempo, combinando tantas ecuaciones diferenciales de orden uno como el orden del circuito. A diferencia de la ecuación diferencial o la función de transferencia, el modelo en el espacio de estados permite modelar circuitos con varias fuentes o con varias salidas, a la vez.


El modelo en el espacio de estados define como estado a una variable que permita describir la forma en que la energía se transforma. Así, resultan candidatos ideales para ser estados el voltaje en un capacitor y la corriente en una bobina. La estructura de este modelo permite ver el efecto que sobre las salidas tienen las fuentes, o entradas, y además se puede observar el interior del circuito, es decir, ver la forma en que la energía de las fuentes se va transformando en cada elemento hasta que esta se convierte en la variable de salida que se quiera observar.


Además de presentar la solución analítica obtenida para cada uno de los modelos, a saber: la ecuación diferencial, la función de transferencia y el modelo en el espacio de estados, se explica el procedimiento para pasar de un modelo a los otros dos, y se utiliza Matlab en la solución de al menos un ejercicio por sección. Es importante anotar que en la presentación del desarrollo de la solución del circuito se enfatiza en aspectos importantes, tales como la rigurosidad matemática para calcular cada modelo, el procedimiento mismo de solución y la interpretación de las gráficas.


Como un segundo aporte fundamental de este libro está precisamente la explicación de las metodologías de solución de circuitos en estado transitorio, lo cual se evidencia en la estructura de las secciones que conforman cada uno de los cuatro capítulos del libro. Cada sección comienza con un resumen del tema; seguido por una explicación del procedimiento general de solución de los ejercicios de la sección, el cual resulta en un algoritmo de solución, cuando esto tiene lugar; a continuación, se enuncian las habilidades que se espera que el lector adquiera al desarrollar los ejercicios; y, finalmente, se dan conclusiones relativas a conceptos fundamentales del análisis.


El capítulo uno está dedicado a los circuitos de orden uno. Se verá que el transitorio puede ser estudiado a partir de una variable denominada constante de tiempo. En el capítulo dos se estudian los circuitos de orden dos. En este caso el transitorio implica el cálculo de dos parámetros, conocidos como el factor de amortiguamiento relativo y la frecuencia natural del circuito. En el capítulo tres se estudia la solución de circuitos de orden dos utilizando el modelo en el espacio de estados. Este capítulo incluye una sección para la solución de este tipo de modelo utilizando Matlab y Simulink, pues su solución manual es tediosa. Por último, en el capítulo cuatro se aplican los conocimientos adquiridos en los tres capítulos anteriores para la solución de circuitos eléctricos con amplificadores operacionales.


José Danilo Rairán Antolines
Yaqueline Garzón Rodríguez
Germán Antonio Guevara Velandia




Capítulo 1.


Circuitos de orden uno


Un circuito de orden uno es aquel en el cual hay un único elemento almacenador de energía, bien sea una capacidad o una inductancia, sin importar el número de fuentes, resistencias o interruptores. Lo que se busca al estudiar un circuito de orden uno es predecir qué pasa en el circuito una vez ocurre una transición, bien sea por cambios de forma o amplitud de la(s) fuente(s), o por cambios en la topología del circuito, los cuales se pueden modelar mediante la acción de interruptores.


Si bien pareciera que este tipo de circuito es poco común, por tener un único elemento almacenador de energía, resulta ser todo lo contrario. Son muchas las aplicaciones en ingeniería que utilizan este tipo de circuitos, como la adecuación de señales (filtros) o el modelado de inductores y capacitores reales; ahí radica su importancia. De otra parte, estudiar este tipo de circuitos es importante porque los resultados a los que aquí se llega pueden ser extendidos a otro tipo de sistemas dinámicos reales y muy comunes: motores rotatorios, sistemas puramente mecánicos (como el sistema masa amortiguador) o la transferencia de calor.


Es importante recordar que un estado estacionario no significa que la variable observada sea constante. Por ejemplo, ante una fuente senoidal, el estado estacionario en cualquier parte del circuito es también senoidal, si bien con otra amplitud o fase. En palabras simples puede decirse que el circuito se halla en estado estacionario si ya se ha acomodado a la fuente. Aunque las fuentes son los elementos que fuerzan al circuito a tener un estado estacionario en particular, los elementos pasivos (R, L o C) influyen en el valor de la amplitud y la fase.


De otra parte, por la aparición de una transición, y mientras el circuito se acomoda a las condiciones nuevas, se dice que este se encuentra en estado transitorio. Así, el análisis del transitorio consiste en calcular su forma y duración. Para ello es usual comenzar con el cálculo tanto del estado estacionario previo a la transición como del estado estacionario posterior; así lo muestra el diagrama siguiente. Sin embargo, y sin que esto sea inconveniente para calcular el transitorio, es importante mencionar que cuando suceda más de una transición, entre una de estas y su subsiguiente, es posible que no se alcance un estado estacionario.
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En general, el cálculo del estado transitorio implica la determinación del modelo matemático que representa el efecto que tiene(n) la(s) fuente(s) sobre la variable que se quiera observar, bien sea tensión o corriente en cualquier elemento (incluyendo el interruptor). El modelo matemático más común, pero no el único, es la ecuación diferencial, la cual se determina a partir de las relaciones tensión-corriente en los elementos y las leyes de Kirchhoff. La forma canónica de este modelo es:
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En esta ecuación y(t) es la variable que se quiere observar, τ se conoce como la constante de tiempo, k1 y k2 son constantes de proporcionalidad, mientras que en u(t) se recopila el efecto de la(s) fuente(s). La forma tradicional de resolver esta ecuación diferencial requiere dos pasos: primero, la solución de la ecuación diferencial homogénea; y segundo, la solución de la ecuación diferencial no homogénea. A estas soluciones, en análisis de circuitos, se las conoce como la respuesta natural y la respuesta forzada. A su suma se le denomina la respuesta completa, y es la que tiene el circuito en la práctica. Si bien no se ha mencionado, el cálculo de la respuesta completa requiere la determinación del valor inicial del parámetro bajo observación.


La duración del transitorio está gobernada exclusivamente por la conexión de los elementos, sin importar el valor de las fuentes, y su valor se resume en la constante de tiempo, τ. Esta constante es L/Req o ReqC, para circuitos RL o RC, respectivamente. Si bien matemáticamente un transitorio nunca termina, se considera que este ha perdido su efecto a partir de cinco constantes de tiempo, valor conocido como tiempo de estabilización, ts
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