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			Introdução


			 


			Existe uma enorme diﬁculdade na resolução de Congruências Quadráticas, pois não há uma fórmula geral para suas soluções, diferentemente do que acontece com Congruências Lineares. Antes de tentarmos achar as soluções de uma Congruência Quadrática, precisamos saber se a mesma é solúvel. Segundo Rocha (2010) “a Lei da Reciprocidade Quadrática lida com a solubilidade de Congruências Quadráticas”, ou seja, a Lei da Reciprocidade Quadrática se faz necessário para determinar se a Congruência Quadrática pode, ou não, ser resolvida.


			Sendo feito uma pesquisa bibliográﬁca do assunto em Rosen (2011), Said (1975), Hefez (2013), Santos (2011), Oliveira (2011), Vinogradov e Bernardo (1977) ﬁcou claro, que para resolvermos Congruências Quadráticas, será necessário classiﬁcá-las por casos, tendo assim uma melhor compreensão, para entendermos quais serão os métodos empregados para resolvê-las. Antes de irmos à “caça” de suas soluções, devemos introduzir o conceito de Resíduo Quadrático, onde deﬁniremos o Símbolo de Legendre, juntamente com as suas propriedades e também a Lei da Reciprocidade Quadrática, que será de suma importância para determinar se as congruências de grau 2 tem solubilidade, ou seja, se as equações diofantinas consideras como “Ternos Quase Pitagóricos” possuem soluções inteiras. Caso tenha solução a congruência de grau 2, tentaremos viabilizar métodos para encontrar suas soluções.


			A utilização das congruências se estende desde a modelagem de simples fenômenos cíclicos ou periódico-discretos, como por exemplo, na contagem das horas, à sua aplicação na criptograﬁa e em ciências da computação, como pode ser observado em (Medeiros, 2015), (Biase e Agustini, 2009) e (Oliveira, 2013), sendo utilizadas ainda em outras áreas, tais como aplicações em acústica, e teoria dos grafos (Rousseau, 2012). Observa-se ainda que a resolução de Congruências Quadrática passa pela solução de sistemas de Congruências Lineares atráves do Teorema Chinês dos Restos (Rosen, 2011).


			Temos por objetivo apresentar uma discussão mais abrangente sobre o estudo de Congruências Quadráticas, do tipo ax2 + bx + c ≡ 0  mod m, não apenas com m = p, p primo, mas para m composto, com foco na busca de suas soluções.


			Este trabalho se dedica a essas discussões, as quais são necessárias à busca das soluções de uma Congruência Quadrática.













			Capítulo 1:


			Um breve histórico sobre o desenvolvimento da Teoria dos Números


			 


			A Teoria dos Números é o ramo da matemática responsável pelo estudo das propriedades dos números, principalmente os números inteiros. Um de seus principais focos, o estudo das propriedades dos números primos, já eram estudados por Euclides (325 a.C./265 a.C.), Eratóstenes (276 a.C./194 a.C.) e Diofanto (cerca de 200 d.C./ a 284 d.C.). Grandes matemáticos se destacaram nesse campo, entre eles Fermat (1601/1665), Euler (1707/1783), Legendre (1752/1833) e Gaus (1777/ 1855). Foi em seu livro Disquisiones Aritmeticae, publicado em 1801, que Gaus reuniu os resultados previamente obtidos nesse ramo da matemática acrescentando resultados originais, além de ter introduzido a notação de congruência atualmente utilizada e apresentou uma demonstração da Lei da Reciprocidade Quadrática, de grande importância no estudo das congruências de grau 2.


			O debate sobre esse aspecto da teoria dos números pode ser posto numa perspectiva histórica e assinalar o ponto de apoio, de mutação, de readequação e retomadas de alguns posicionamentos de tal debate sobre a Lei de Reciprocidade Quadrática e do momento preciso em que tais bases matemáticas foram assentadas. Trata-se, dessa maneira, de traçar as condições históricas para aquilo que posteriormente na matemática convencionou-se chamar Teoria dos Números.


			Diante disso podemos perceber que pessoas já na civilização grega se lançaram ao pensamento matemático, no sentido em que suas indagações, intuições e demais trabalhados produzidos vão constituir algumas bases do pensamento da matemática moderna, nessa perspectiva tomando como experiência da modernidade, aquilo que os historiadores convencionaram chamar de Idade Moderna e que cobre um lapso de tempo que vai do século XV aos ﬁns do século XVIII, em outras palavras o momento em que marca a chegada dos europeus na América e as Revoluções (Inglesa, Francesa e Industrial); marcando notadamente um mundo cada vez mais técnico. O que interessa nesse ponto é justamente o intervalo de tempo, entre os séculos XV e XVIII em que houve duas formas de retomadas histórica do pensamento clássico, da tradição grega, helênica e romana pelo movimento conhecido por Renascimento nos séculos XV e XVI e pelo Iluminismo do século XVIII.


			Assim, o percurso histórico que se propõe se pauta em nomes como Euclides (325 a.C./265 a.C.) e Eratóstenes (276 a.C./ 194 a.C.) que eram, por assim dizer, matemáticos gregos e tinha desenvolvido grandes contribuições nesse campo de pensamento. Já na era cristã outro personagem importante na história da matemática é Diofanto de Alexandria, nascido na cidade egípcia de Alexandria criada em homenagem ao rei macedônio Alexandre, o Grande, no auge de seu poderio militar, mas que no contexto em que nasceu Diofanto, já estava sob domínio dos romanos.


			Assim temos o desenvolvimento de uma tradição de matemáticos que tem uma forte ligação com o pensamento clássico do mundo grego e que vão constituir as bases do debate sobre o que futuramente vai se traduzir numa teoria dos números onde nomes como: Euclides, Eratóstenes e Diofanto posteriormente serão retomados pelos renascentistas e pelos iluministas.


			Quem eram esses pensadores? O que levaram estes a conceber um pensamento que se pautava em princípios matemáticos? E em que condições faziam isso? Sabe-se que pouquíssimos registros foram deixados e o que podemos aventar sobre tais questões se pautam em resquícios desses registros que até o momento chegaram até nós. Tomemos inicialmente, os nomes de Euclides e Eratóstenes, ambos gregos, mas que tiveram forte ligação com Alexandria, lembrando a força que o império macedônico desfrutava nesse período, ressaltando que o próprio Alexandre, o Grande, tratou de consolidar os aspectos culturais do mundo grego para todas as regiões conquistadas, tal apreço pela cultura grega, se dava principalmente por sua ligação com o pensador grego Aristóteles que havia sido seu preceptor nos tempos de sua juventude. A constituição do império macedônio no século IV a.C. conhecido por helenismo, devido à forte inﬂuência da cultura grega, mencionada anteriormente, conheceu o seu auge sob o comando de Alexandre o Grande, cuja grandiosidade, culminará na construção de uma cidade no Egito em sua homenagem, que foi exatamente a cidade de Alexandria e que se tornará o centro cultural do mundo helênico desse período. Dessa maneira mesmo que Atenas tenha conseguido manter a sua hegemonia no campo do pensamento ﬁlosóﬁco, Alexandria tornava-se o grande centro da cultura cientíﬁca. Assim:


			Os trabalhos de construção da cidade, desejada por Alexandre em memória do seu próprio nome, iniciaram-se em 332 a.C. e prolongaram-se por muito tempo. A posição foi escolhida com intuito infalível: com efeito, encontrando-se junto a foz do Nilo, ela se beneﬁciava ao mesmo tempo dos resultados do cultivo das férteis terras adjacentes e dos resultados do comércio. A população cresceu rapidamente, agregando-se aos elementos locais aqueles provenientes de toda parte, entre os quais destacam-se sobretudo os Hebreus. Naturalmente, o elemento grego era predominante. Mas foi precisamente nesse contexto cosmopolita que a dimensão cultural propriamente helênica ampliou-se para o sentido helenístico. (Reale e Antiseri, 2003, p. 311)


			Como centro cultural do mundo antigo a partir do século IV a.C. temos a criação de instituições de suporte as pesquisas e aos estudos voltados para o pensamento racional como por exemplo, o museu e a biblioteca de Alexandria, atraindo para lá uma série de pesquisadores vindos de várias partes do mundo. Foi assim que:


			Nasceram o Museu (que signiﬁca instituição sagrada dedicada as Musas, protetoras das atividades intelectuais) e a “Biblioteca” a ele anexa. O primeiro oferecia todo o instrumental para as pesquisas médicas, biológicas e astronômicas; a segunda oferecia toda a produção literária dos gregos. Sob Ptolomeu II, a Biblioteca encaminhou-se para a imponente cifra de quinhentos mil livros, que pouco a pouco cresceu para setecentos mil, constituindo a mais grandiosa coleção de livros do mundo antigo. (Reale e Antiseri, 2003, p. 312)


			Foi diante desse ambiente cultural que se desenvolveu o pensamento matemático de Euclides e de Eratostenes,1 onde eles puderam ter contato com um amplo material para desenvolver as suas pesquisas, principalmente no campo da geometria que tinha uma certa valorização pela cultura grega, mesmo estando circunscrita aos postulados ﬁlosóﬁcos. Temos nesse sentido que:
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