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    INTRODUÇÃO




    Este livro apresenta um estudo detalhado sobre estruturas conformes em superfícies de Riemann, e mostra que uma mesma superfície topológica pode estar munida de estruturas conformes não equivalentes. Com o objetivo de caracterizar estruturas conformes não equivalentes em uma mesma superfície, este livro tem por objetivo apresentar as coordenadas de Fenchel-Nielsen para o espaço de Teichmüller de uma superfície de Riemann compacta de gênero [image: ] ≥ 2.




    Este livro está dividido em quatro capítulos, assim organizados:




    O primeiro capítulo apresenta os principais conceitos e teoremas da Geometria Hiperbólica Real plana que serão necessários para o estudo subsequente das superfícies de Riemann. Sobre esse capítulo é importante ressaltar que ele contém uma construção detalhada da métrica hiperbólica, como sendo, a menos de homotetia, a única métrica do disco unitário [image: ] que tem a seguinte propriedade: inversões em círculos ortogonais a [image: ] são isometrias. Acredito que esse ponto de vista para a construção dessa métrica é intuitivo, e pode potencializar o aprendizado dessa geometria para os alunos que estão ingressando nesse ramo da matemática. Entretanto, para a construção dessa métrica, foi necessário o estudo de alguns fatos básicos de análise real e complexa. Dentro do possível, tentamos colocar todos esses fatos dentro desse capítulo, tornando-o praticamente autossuficiente.




    No segundo capítulo define-se os conceitos de grupo Kleiniano, domínio fundamental e de superfície de Riemann, apresentando uma forma de uniformizar tais superfícies (Teorema de Uniformização de Riemann).




    No terceiro capítulo são apresentadas as definições de espaço de Moduli e de espaço Teichmüller. Além disso, com objetivo de apresentar as diferenças entre esses dois espaços, apresento um estudo detalhado do espaço de Moduli e do espaço de Teichmüller de uma calça. Acredito que o estudo dessa superfície simples, possa fazer com que o entendimento das diferenças entre esses espaços fique claro. Além disso, nesse capítulo, construí o espaço de Teichmüller de um toro.




    No quarto capítulo, construí as coordenadas de Fenchel-Nielsen para o espaço de Teichmüller de uma superfície de Riemann compacta de gênero [image: ] ≥ 2. Para isso, esse capítulo apresenta um estudo detalhado de uma calça. O estudo dessas superfícies é muito importante pois a partir da colagem de calças, pelas suas curvas de fronteira, podem ser construídas todas as superfícies de Riemann compactas de gênero [image: ] ≥ 2.


  




  

    Capítulo 1 - Geometria Hiperbólica




    1.1 Projeção Estereográfica




    Define-se o Plano Complexo Estendido como sendo




    [image: ]




    Considere a esfera unitária em [image: ]




    

      [image: ]

    




    A projeção estereográfica [image: ] é definida da seguinte maneira. Pense no plano complexo [image: ] como o plano equatorial de [image: ]. Seja N = (0, 0, 1) o pólo norte de [image: ] Se [image: ], então π (z) é a interseção de S 2 com a reta que passa pelos pontos z e N . Define-se também π (∞) = N .




    Desta definição, segue que [image: ] é uma bijeção.




    

      [image: ]

    




    Figura 1.1: Projeção Estereográfica.




    Projeção Estereográfica em Coordenadas




    Seja [image: ] e seja [image: ]. A reta que passa por N = (0, 0, 1) e z = (x, y, 0) pode ser parametrizada por: P (t) = tN + (1 − t)z = ((1 − t)x, (1 − t)y, t), t [image: ]. Pela definição da projeção estereográfica, tem-se que π(z) é o ponto P (t) tal que
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    Determinando a aplicação inversa da Projeção Estereográfica:




    [image: ]




    Seja (x1, x2, x3) [image: ] e seja [image: ] tal que [image: ]. Do desenvolvimento anterior, tem-se que:




    

      [image: ]

    




    Dessas três equações, tem-se:
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    E assim [image: ]




    Propriedades da Projeção Estereográfica




    1. Se L é uma reta Euclidiana em [image: ], então [image: ](L) é uma circunferência em S2 passando pelo polo norte N .




    

      [image: ]

    




    Figura 1.2: Projeção Estereográfica de uma Reta.




    2. Se C é um círculo Euclidiano em [image: ], então [image: ](C) é um círculo em S2, que não passa pelo polo norte N .




    

      [image: ]

    




    Figura 1.3: Projeção Estereográfica de um Círculo.




    3. Vale a recíproca das propriedades (1) e (2):




    Se C é um círculo em S2 que passa pelo polo norte N , então [image: ] é uma reta em [image: ].




    Se C é um círculo em S2 que não passa pelo polo norte N , então [image: ] é um círculo em [image: ].




    4. A projeção estereográfica preserva ângulos (aplicação conforme).




    Observação: Estas e outras propriedades da projeção estereográfica estão demonstradas em [8].




    Topologia em [image: ]




    sabe-se que a projeção estereográfica [image: ] é um bijeção. A esfera unitária tem uma topologia usual, herdada de [image: ]. Desse modo pode-se definir uma topologia no plano complexo estendido impondo que a projeção estereográfica [image: ] seja um homeomorfismo. Desse modo, diz-se que um subconjunto [image: ] é aberto se, e somente se, π(A) é um subconjunto aberto de S2. Assim, abertos em [image: ] são, ou abertos usuais do plano complexo, ou complementares de compactos de [image: ]. Esses últimos são as vizinhanças do ponto ideal [image: ].




    Inversão em Retas




    Seja dada uma reta L de equação ax + by = c no plano complexo. 1 Se A = (a, b), então um ponto X = (x, y) pertence a L ⇔ ⟨A, X⟩ = c. Observe que A é um vetor na direção perpendicular à reta L.




    A função inversão na reta L transforma um ponto X do plano no ponto X′ = ϕ(X) tal que o segmento XX′ é perpendicular a L e o ponto médio de XX′ pertence a L.
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    Figura 1.4: Inversão em Retas




    Uma expressão para ϕ:




    Como o segmento [image: ] é paralelo ao vetor A, existe [image: ] tal que [image: ]. Para o ponto médio do segmento [image: ] pertencer à reta L, deve-se ter:
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    Propriedades: Seja ϕ a inversão em uma reta. Então:




    1. ϕ é uma isometria Euclidiana.




    2. ϕ transforma retas em retas.




    3. ϕ transforma círculos em círculos.




    4. ϕ(X) = X ⇔ X ∈ L.




    5. ϕ preserva ângulos.




    6. ϕ pode ser estendida a uma aplicação em [image: ], impondo ϕ [image: ].




    7. Seja L′ é uma reta no plano. Então ϕ(L′) = L′ ⇔ L′ é perpendicular a L.




    8. Seja C um círculo no plano. Então ϕ(C) = C ⇔ C é perpendicular a L.




    Inversão em Círculos




    Seja dado um círculo C de centro A e raio [image: ] no plano complexo [image: ]. A inversão no círculo C é definida por: dado [image: ], o inverso de X é o ponto X′ na semirreta [image: ], de origem A e que passa por X, tal que [image: ] · [image: ] = [image: ].
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    Figura 1.5: Inversão em um Círculo.




    Uma expressão para ϕ: 
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    Propriedades: seja ϕ a inversão em um círculo C de centro A e raio R. Então:




    1. ϕ(X) = X ⇔ X ∈ C.




    2. ∀ X ∈ [image: ], ϕ ◦ ϕ(X) = X.




    3. Se X pertence ao exterior de C, então ϕ(X) pertence ao interior de C.




    4. Se X pertence ao interior de C, então ϕ(X) pertence ao exterior de C.




    5. ϕ pode ser estendida a uma aplicação em [image: ], impondo ϕ(A) = [image: ] e ϕ([image: ]) = A.




    6. Seja L uma reta no plano. Então, ϕ(L) = L ⇔ L é perpendicular a C.




    Inversão em Círculos versus Projeção Estereográfica:




    Com o objetivo de demonstrar outras propriedades importantes da inversão em um círculo, relaciona-se essa aplicação com a projeção estereográfica. Então, seja C um círculo de centro A e raio R no plano complexo. Seja S a esfera em [image: ] de centro A e raio R (novamente pense no plano complexo como o plano equatorial de S). Seja [image: ]a projeção estereográfica pelo polo norte de S. Se [image: ] é a inversão no ponto A, pode-se mostrar (veja livro [8]) que a inversão ϕ(X) = X′ no círculo C pode ser calculada da seguinte maneira:




    (a) Seja π(X) a projeção estereográfica de X sobre S;




    (b) Tome o antípoda iA(π(X)) do ponto π(X) nesta esfera;




    (c) Projete este ponto no plano complexo, usando a aplicação inversa da projeção estereográfica π −1 para obter o ponto [image: ];




    (d) Tome o simétrico deste ponto em relação a A, utilizando a aplicação iA.




    Assim, [image: ].
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    Figura 1.6: Inversão em Círculos X Projeção Estereográfica.




    Como iA é isometria Euclidiana, das propriedades da projeção estereográfica, vê-se que a inversão ϕ também satisfaz as seguintes propriedades:




    7. ϕ preserva ângulos.




    8. ϕ transforma círculos e retas em círculos ou retas.




    9. A imagem por ϕ de um círculo ou de uma reta é uma reta ⇔ o círculo ou a reta passam por A.




    10. Se L é uma reta em [image: ], então ϕ(L) = L ⇔ L passa por A.




    11. Se ϕ0 denota a inversão no círculo unitário de centro na origem e se [image: ], então [image: ] é a inversão no círculo de centro A e raio R.




    Observação: se ϕ0 denota a inversão no círculo unitário de centro na origem, então [image: ]




    12. Seja ϕC a inversão no círculo C e seja Σ um círculo no plano. Então ϕC(Σ) = Σ ⇔ Σ é ortogonal a C.




    Proposição 1.1.1 Se ϕ denota a inversão no círculo de centro A e raio R, então:




    [image: ]




    Demonstração:




    [image: ]
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    1.2 Transformações Lineares Fracionárias




    Uma transformação linear fracionária é um homeomorfismo [image: ] da forma 




    [image: ] , [image: ]




    com [image: ]




    Uma transformação linear fracionária [image: ] define a matriz [image: ] de determinante não nulo.




    O conjunto das transformações lineares fracionárias é um grupo com a operação de composição de funções e é denotado por [image: ]. Além disso, a aplicação




    

      [image: ]

    




    define um homomorfismo de grupos, sendo




    GL(2, [image: ]) = {matrizes 2x2 com coeficientes complexos e det ≠ 0}.




    Como Ψ é uma aplicação sobrejetora e 
[image: ], pelo Teorema do
Núcleo e da Imagem, a aplicação 
[image: ] é um isomorfismo de grupos.




    Desse modo, prova-se que o grupo [image: ] das transformações lineares fracionárias é isomorfo ao grupo projetivo geral, PGL(2, [image: ]), sendo:




    

      [image: ]

    




    Por outro lado, toda transformação linear fracionária [image: ] pode ser representada por uma matriz [image: ] de determinante 1, o que implica no seguinte homomorfismo de grupos




    

      [image: ]

    




    Onde SL(2,[image: ]) = {matrizes 2x2 com coeficientes complexos e det = 1}.




    Nesse caso, Ψ é uma aplicação sobrejetora e
[image: ]




    Assim pelo Teorema do Núcleo e da Imagem, a aplicação[image: ] é um isomorfismo de grupos.




    Desse modo, prova-se que o grupo das transformações lineares fracionárias é isomorfo ao grupo especial linear projetivo, PSL(2,[image: ]), sendo:




    [image: ]




    Equivalências




    [image: ]




    Teorema 1.2.1 O grupo [image: ] é gerado por rotações [image: ], translações [image: ], dilatações [image: ], e pela aplicação [image: ]




    Demonstração:




    Seja [image: ] uma transformação linear fracionária de [image: ].




    Se c = 0, escreva [image: ] na forma:




    

      [image: ]

    




    Chegamos a esse resultado com a seguinte conta:




    

      [image: ]

    




    onde[image: ] é uma translação, multiplicar por [image: ] é uma dilatação e por
[image: ] é uma rotação sendo o vetor unitário.




    Se [image: ], escreva [image: ] e tem-se [image: ] na forma: 




    

      [image: ]

    




    Chegamos a esse resultado com a seguinte conta:




    

      [image: ]

    




    Teorema 1.2.2 Cada um dos geradores acima para [image: ] é uma composição de duas inversões em retas ou círculos.




    Demonstração:




    • A rotação [image: ] é a composição da inversão na reta sobre o eixo x seguida da inversão na reta que faz um ângulo [image: ] com o eixo x.




    

      [image: ]

    




    Figura 1.7: Rotação – composição de duas inversões em retas




    • Para a translação [image: ], seja [image: ] a reta que passa pela origem e seja [image: ] a reta que passa pelo número complexo [image: ], ambas perpendiculares ao vetor representado pelo número complexo a. Se ϕ1 é a inversão em [image: ], i = 1,2, então [image: ].




    

       [image: ]

    




    Figura 1.8: Translação – composição de duas inversões em retas.




    • Seja ϕ1 a inversão no círculo de raio 1 centrado na origem e seja [image: ] a inversão no círculo de raio [image: ] centrado na origem. Tem-se que a dilatação [image: ] é a composição [image: ].




    

       [image: ]

    




    Figura 1.9: Dilatação – composição de duas inversões em círculos.




    • A aplicação [image: ] é a composição da inversão na reta sobre o eixo x seguida da inversão no círculo unitário centrado na origem.




    [image: ]




    Figura 1.10: [image: ] – composição de uma inversão em círculo e uma inversão reta.




    ■




    Classificação das Transformações Lineares Fracionárias




    Esta classificação é dada pela quantidade de pontos fixos de [image: ] Observe que g possui
1 ou 2 pontos fixos, que encontramos resolvendo a equação 
quadrática [image: ]




    Uma transformação linear fracionária com exatamente um ponto fixo é chamada parabólica. Uma transformação parabólica é conjugada a uma translação [image: ].




    Toda transformação linear fracionária com dois pontos fixos é conjugada a uma aplicação de pontos fixos 0 e ∞. Tal transformação necessariamente tem a forma [image: ]. Existem dois tipos especiais para essas transformações; as rotações, da forma [image: ], θ real, [image: ], e as dilatações, da forma [image: ], [image: ].




    Uma transformação conjugada a uma rotação é chamada elíptica e uma transformação conjugada a uma dilatação é chamada hiperbólica. Uma transformação não elíptica com exatamente dois pontos fixos é chamada loxodrômica; isso inclui as transformações hiperbólicas.




    Proposição 1.2.3 Seja [image: ] uma transformação linear fracionária. Então:




    (i) [image: ] é real, com 0 ≤ [image: ] < 4 se, e somente se, [image: ] é elíptica.




    (ii) [image: ] = 4 se, e somente se, [image: ] é parabólica ou [image: ] é a identidade.




    (iii) [image: ] é real, com [image: ] > 4 se, e somente se, [image: ] é hiperbólica.




    (iv) [image: ] não está no intervalo [0, ∞) se, e somente se, [image: ] é loxodrômica, mas não hiperbólica.




    A demonstração dessa proposição pode ser encontrada no livro [7], capítulo 1, páginas 6 e 7.




    1.3 Modelos para o Plano Hiperbólico




    Nesta seção, apresenta-se o modelo do semiplano superior e o modelo do disco unitário para o plano hiperbólico. Para isso, define-se o conceito de ponto e de reta nessa geometria em cada um desses modelos.




    Além disso, vimos na seção anterior os conceitos de inversão em reta e inversão em círculo no plano complexo. Veremos que, nesses modelos do plano hiperbólico, as inversões em “retas hiperbólicas” deixam o plano hiperbólico invariante. Definiremos então uma métrica no plano hiperbólico impondo a condição dessas inversões serem isometrias.
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