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APRESENTAÇÃO


			O grande progresso da ciência atual é calcado no reconhecimento de que o ser humano não é a peça mais importante nem ocupa nenhuma posição central no universo e as leis da natureza devem ser independentes da localização ou da orientação de um eventual observador, dando fundamento às teorias da relatividade tanto newtoniana como einsteiniana.


			O universo físico como conhecemos consiste em duas partes, um meio ambiente geométrico (espaço e tempo) e outra representada pelo seu conteúdo material (matéria e energia). Na física newtoniana o espaço e o tempo têm propriedades triviais, o espaço descrito pela geometria euclidiana tridimensional e o tempo absoluto. A matéria tem como sua principal propriedade a massa inercial e interage entre si por meio de forças de origens diversas que determinam os movimentos relativos definidos pelas três leis de Newton. A energia, que pode se manifestar de diferentes formas, é considerada como uma das propriedades dinâmicas da matéria.


			O conceito de referenciais inerciais introduzido na formulação das três leis de Newton e a equivalência de todos esses referenciais define a hoje denominada Relatividade Newtoniana. No entanto, o eletromagnetismo, baseado nas equações de Maxwell, que interpreta a luz como uma onda eletromagnética, viola a Relatividade Newtoniana em dois aspectos fundamentais: a necessidade de um referencial inercial em repouso absoluto e a propagação da luz com velocidade constante independente de movimentos relativos fonte-observador. Como a teoria eletromagnética assim como a constância da velocidade de propagação da luz são baseadas em observações experimentais sólidas, existe um conflito aparentemente insolúvel entre a mecânica newtoniana e o eletromagnetismo.


			Essa dificuldade levou Einstein à formulação da Relatividade Restrita, posteriormente generalizada para a Relatividade Geral necessária para acomodar a interação gravitacional. Para a Relatividade Einsteiniana, um dos pilares da física contemporânea, o espaço e o tempo são componentes de um mesmo ente geométrico, coordenadas do espaço-tempo quadridimensional de Minkowski.


			A componente material do universo (matéria e energia) tem como entidades primárias as partículas fundamentais e os campos de interação e tem as suas propriedades dinâmicas descritas pelo outro pilar da Física, a Teoria Quântica dos Campos. A conexão entre as propriedades do espaço-tempo e as propriedades dinâmicas das partículas e campos é dada pelo princípio da relatividade, que estabelece a equivalência de todos os referenciais; inerciais na Relatividade Restrita e inerciais e não-inerciais na Relatividade Geral.


			Na Teoria Quântica dos Campos, as partículas fundamentais são representadas por campos com propriedades específicas para cada tipo de partícula, incluindo os bósons vetoriais resultantes da quantização dos campos de interação. Em resumo, o universo como um todo, além do espaço-tempo que o engloba, contém dois tipos de constituintes fundamentais, a matéria, representada pelas partículas fundamentais (férmions) e as partículas mediadoras das interações (bósons vetoriais). Há duas classes de partículas fundamentais, cada qual replicada em três pares (dupletos) de léptons - [image: ] - elétrons, múons e léptons [image: ] mais os respectivos neutrinos e os quarks em outros três pares similares - [image: ] - quarks up, dowm, charm, strange, top e bottom.


			A estrutura de dupletos é a responsável pela interação eletrofraca, que atua sobre os léptons e os quarks intermediada pelos bósons vetoriais [image: ], [image: ], [image: ] (interação fraca) e os fótons (interação eletromagnética). Inicialmente construída unificada na interação eletrofraca, essa estrutura necessita de um mecanismo conhecido como quebra espontânea de simetria para dar origem às atuais interações fraca e eletromagnética. Essa quebra pode ter ocorrido como consequência do resfriamento causado pela expansão do universo.


			A interação forte é definida pela estrutura de tripletos dos quarks e as suas cargas denominadas cargas de cores, em três valores com denominações emprestadas das três cores primárias. Os bósons vetoriais intermediadores da interação forte são denominados glúons, em oito combinações de cargas de cores. Ao lado das interações nucleares forte e fraca (de curto alcance), as interações gravitacional e eletromagnética (de longo alcance) compõem as quatro interações fundamentais conhecidas. As estruturas de dupletos e de tripletos definem as simetrias internas responsáveis pelas interações eletrofraca e forte, respectivamente.


			As partículas fundamentais em condições adequadas de energia e intermediadas pelos campos de interação dão origem a sistemas cada vez mais complexos, tais como os nucleons (prótons e nêutrons), os núcleos atômicos, os átomos e as moléculas, as constituintes primárias das estruturas macroscópicas. A formação de sistemas e estruturas está ligada à evolução do universo em expansão a partir de um começo particularmente quente quando a matéria (na sua forma mais fundamental) e a radiação coexistiam em equilíbrio térmico. A formação de estruturas estáveis torna-se possível com o gradativo esfriamento do universo devido à expansão, numa série de transições de fase que ocorrem à medida que a energia térmica do meio passa a ser insuficiente para repor os pares partícula-antipartícula e, posteriormente, para superar a energia de ligação de sistemas atômicos e moleculares que vão se formando.


			Em particular, os mésons (píons, káons etc.) são sistemas quark-antiquark, e os bárions (prótons, nêutrons etc.) são sistemas formados por três quarks, ligados pela interação forte, necessitando de uma energia muito grande para que sejam dissociados, de modo que devem ter se formado, nos primórdios da evolução do universo, restos das aniquilações de pares partícula-antipartícula devido a algum mecanismo que leva a uma assimetria matéria-antimatéria, cujo resultado é a existência do universo atual. Conforme a temperatura ambiente vai decrescendo, prótons e nêutrons se estabilizam em estruturas nucleares e, mais adiante, quando a temperatura ambiente atinge em torno de 3000K, os elétrons são capturados formando os átomos neutros. A formação dos átomos neutros dissocia a matéria da radiação eletromagnética, dando origem a um universo transparente e à radiação de fundo que persiste até o presente na região de micro-ondas, numa perfeita distribuição de Planck da radiação de corpo negro. Testemunha da sua origem quando matéria e radiação estavam em equilíbrio térmico, a temperatura atual de 3K é devido ao esfriamento causado pela expansão do universo.


			A interação gravitacional é de natureza diferente das demais interações, universal no sentido de exercer o mesmo efeito sobre todas as partículas conhecidas, independentemente das massas ou da natureza dos objetos físicos. Esse fato leva ao Princípio da Equivalência (versão fraca), que postula a igualdade entre as massas inercial e gravitacional. Essa particularidade permite transferir o efeito gravitacional para a geometria do espaço-tempo se considerar o Princípio da Equivalência na versão forte, que postula a equivalência entre o efeito devido à aceleração do referencial e o efeito devido ao campo gravitacional.


			O Princípio da Equivalência na versão forte garante a existência dos referenciais inerciais locais em queda livre na presença de um campo gravitacional, em que são válidas as leis da Relatividade Restrita. O campo gravitacional presente no referencial do observador vai definir, via transformações gerais de coordenadas, as conexões entre os referenciais inerciais em queda livre e o referencial do observador.


			A parte inicial do livro (capítulos 1 a 6) é uma coletânea das notas de aulas da disciplina de Relatividade Restrita ofertado no último ano do curso de Física. Ressalte-se que o livro contém muito mais material do que efetivamente pode ser dado numa aula de graduação, sendo necessária uma seleção prévia dos tópicos a serem desenvolvidos nas aulas. A sequência (capítulos 7 e 8) trata da Teoria Clássica dos Campos Relativísticos cujas propriedades, específicas de cada campo, refletem as propriedades do espaço-tempo e, consequentemente, definem as propriedades de cada uma das partículas fundamentais representadas pelos campos. A interação eletromagnética serve de modelo para as demais teorias das interações fundamentais, essencialmente as interações forte e fraca.


			Para a Relatividade Geral e aplicações, em especial a Cosmologia (capítulos 9 a 11), os dois capítulos anteriores não são pré-requisitos.


			Em todos os capítulos o desenvolvimento das equações, nem sempre triviais, são apresentados de forma sistemática e devem ser sempre conferidos passo a passo, inclusive para se certificar da sua exatidão.
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CAPÍTULO I


			RELATIVIDADE NEWTONIANA


			Pode-se perceber que a ideia da relatividade sempre esteve presente no desenvolvimento da física, expressa formalmente na mecânica newtoniana pela introdução dos referenciais inerciais, todos equivalentes entre si. No contexto filosófico e científico atual, é consenso que o ser humano não ocupa nenhuma posição privilegiada no universo, assim como nada indica que haja alguma orientação espacial privilegiada. Em relação ao tempo, acredita-se que a causalidade seja o fator de ordenamento temporal, a causa sempre precedendo o efeito. Do ponto de vista da cosmologia, é aceito que o próprio universo seja espacialmente homogêneo e isotrópico (uniforme), isto é, a distribuição de matéria, energia e de qualquer outra grandeza física, em escala cosmológica, deve ser uniforme. Significa também que campos vetoriais, que definem direções, devem ser nulos em escala cosmológica.


			As teorias da relatividade se inserem no contexto desses princípios básicos que norteiam as principais ideias da física teórica, impondo a equivalência de todos os referenciais inerciais. Significa que as leis da natureza, da física em particular, devem ser as mesmas em todos os referenciais inerciais e independentes de observadores. Os referenciais inerciais estão ligados entre si por transformações contínuas que envolvem translações, rotações e deslocamentos uniformes e transformações discretas como a reflexão espacial.


			A restrição aos referenciais inerciais justifica o termo Relatividade Restrita, que na prática significa na ausência da gravitação. Diz-se que as leis da natureza são invariantes por translações, rotações e deslocamentos relativos uniformes e baseia-se na crença de que não devem existir pontos ou direções privilegiados no espaço que contém o universo, ou seja, o espaço deve ser homogêneo e isotrópico. Isso significa também que as leis da natureza que regem um determinado sistema são as mesmas, independente da sua localização e ou orientação no universo.


			Devido à formulação matemática das leis da física, em geral baseada em equações diferenciais, a equivalência dos referenciais inerciais pode ser expressa pela invariância na forma (covariância) dessas equações quando submetidas às transformações que relacionam os referenciais inerciais entre si. Na procura pela generalização das teorias físicas, essa invariância ou simetria tem sido usada como um guia de importância fundamental. Consequências físicas importantes da equivalência dos referenciais inerciais são as leis de conservação, a conservação do momento linear ligado à simetria translacional, a conservação do momento angular à simetria rotacional etc. Em especial, a conservação da energia está ligada à invariância por translação temporal, resultado da arbitrariedade na escolha da origem do tempo.


			1.1 Referenciais inerciais


			A mecânica newtoniana é baseada nas três leis de Newton, (1) a lei da inércia, (2) a lei da força e (3) a lei da ação e reação, válidas nos referenciais inerciais. Esses referenciais, por sua vez, são definidos implicitamente pela lei da inércia, a qual afirma que em referenciais inerciais um corpo sobre o qual não atua nenhuma força externa permanece em seu estado inicial de repouso ou de movimento retilíneo uniforme.


			Todos os referenciais inerciais estão conectados entre si por translações (mudanças da origem do sistema de coordenadas), rotações (mudanças da orientação espacial) e os deslocamentos uniformes. Essas são transformações contínuas, definidas por parâmetros reais independentes e constantes: três parâmetros das translações, três parâmetros independentes das rotações e mais três componentes de velocidade dos deslocamentos uniformes. Transformações discretas, como as reflexões espaciais, que conectam referenciais com diferentes orientações dos eixos coordenados, dependem de parâmetros discretos.


			Todas as transformações acima são genericamente denominadas transformações gerais de Galileu ou, simplesmente, transformações de Galileu. As transformações especiais (ou puras) de Galileu relacionam os referenciais inerciais em deslocamento relativo uniforme, ressaltando a relatividade da velocidade por meio da lei de adição de velocidades [image: ]. A simetria por reflexões espaciais é consequência da arbitrariedade na escolha das orientações relativas dos eixos coordenados.


			Na linguagem atual, o Princípio da Relatividade newtoniana (ou de Galileu) postula que as leis da mecânica são as mesmas em todos os referenciais inerciais. Significa que a posição, a orientação e o estado de movimento (para deslocamentos uniformes) de um observador em particular não são relevantes para a dinâmica de um sistema mecânico. Na prática, implica que a origem e a orientação de um sistema de coordenadas podem ser escolhidas arbitrariamente. Sistemas de coordenadas são, em geral, atrelados a referenciais físicos cujas localizações, orientações e movimentos uniformes uns em relação a outros não são relevantes. Do ponto de vista formal, sistemas de coordenadas ligados por translações,


				[image: ],	(1.1)


			e rotações,


				[image: ],	(1.2)


			(os índices [image: ] assumem os valores [image: ]) são equivalentes entre si e as leis da mecânica não devem ser afetadas por essas transformações. Ou seja, as equações que expressam essas leis devem ser covariantes por translações e rotações, garantindo que tenham a mesma forma em quaisquer dos referenciais inerciais.


			Na formulação matemática da segunda lei de Newton escrita em notação vetorial,


				[image: ],	(1.3)


			a equação é covariante desde que as componentes do vetor força transformem-se da mesma forma que as coordenadas,


				[image: ],	(1.4)


			no caso das rotações. Nas translações, ambos os lados são invariantes. Transformações que mantém invariantes as leis físicas, como as translações e as rotações, são denominadas transformações de simetria.


			1.2 Transformações de Galileu


			De uma forma geral, os referenciais inerciais relacionam-se entre si por meio de um conjunto de transformações que inclui, além das translações e rotações, equações (1.1) e (1.2), respectivamente, as transformações de Galileu,


				[image: ],	(1.5)


			que ligam as coordenadas (x, y, z) de um referencial inercial R em repouso às coordenadas (x′, y′ ,z′) de um outro referencial inercial R′ movendo-se com velocidade uniforme V em relação a R, nesse caso particular ao longo do eixo comum x-x′.


			A transformação de Galileu inversa é


				[image: ],	(1.6)


			podendo-se mostrar que uma particular transformação de Galileu e a sua inversa somente são compatíveis se [image: ]. Na física newtoniana o tempo é absoluto no sentido de que o intervalo entre eventos, [image: ], é independente de referenciais, de modo que se assume implicitamente, em todas as transformações entre referenciais inerciais, que [image: ] o parâmetro [image: ] indicando a arbitrariedade na escolha da origem do tempo. Quanto ao espaço, é aceito que seja um espaço euclidiano tridimensional, a distância entre dois pontos quaisquer [image: ] e [image: ] dada por


				[image: ].	(1.7)


			A distância assim definida é invariante pelas transformações de Galileu, como pode ser facilmente verificado. Por exemplo, considerando os pontos [image: ] e [image: ] localizados sobre o eixo x, a distância entre esses pontos medida no referencial R é


				[image: ],	(1.8)


			e, no referencial [image: ],


			

				

					[image: ]

				


			


			Assumindo que as posições [image: ] e [image: ] devam ser estabelecidas simultaneamente, [image: ], resultando


				[image: ].	(1.9)


			A derivada em relação ao tempo das transformações (1.5) resulta na lei de adição das velocidades da relatividade newtoniana,


				[image: ].	(1.10)


			Veja que a velocidade de propagação da luz não satisfaz a essa lei de adição.


			A derivada segunda em relação ao tempo mostra que a aceleração é invariante,


				[image: ],	(1.11)


			sendo a mesma em todos os referenciais inerciais. Isso garante que a segunda lei de Newton, equação (1.3), seja a mesma em todos os referenciais inerciais.


			1.3 Grupo das transformações de simetria


			As transformações gerais de Galileu, que incluem translações e rotações, definem uma estrutura matemática de Grupo. Isto é, no conjunto [image: ] de todas as transformações de Galileu, (1) duas ou mais transformações sucessivas resultam também numa transformação de Galileu, (2) existe uma transformação identidade e (3) cada transformação tem a sua inversa.


			Formalmente, os elementos [image: ] pertencentes ao grupo G satisfazem às seguintes condições:


			

					Para [image: ] e [image: ], existe uma operação (produto) definida entre os dois elementos, [image: ] tal que [image: ].



					Existe um elemento identidade [image: ] tal que [image: ].



					Existe o elemento inverso [image: ] tal que [image: ].



			


			Se, para quaisquer elementos [image: ], [image: ], então o grupo é abeliano (comutativo).


			Caso contrário, isto é, se [image: ], então o grupo é não-abeliano (não comutativo).


			No caso do grupo das transformações que atuam sobre as coordenadas, os elementos do grupo [image: ] operam sobre os vetores [image: ] do espaço das coordenadas [image: ] transformando-os nos vetores [image: ] do espaço [image: ],


				[image: ].	(1.12)


			As translações definem um grupo abeliano, como facilmente pode ser verificado a partir das equações (2.1), enquanto o grupo das rotações é o exemplo típico de um grupo não abeliano. Ambos são subgrupos do Grupo das Transformações de Galileu.


			As translações, as rotações e as transformações especiais de Galileu, equações (1.1), (1.2) e (1.5), dependem, cada qual, de três parâmetros independentes, que definem a ordem de cada um desses subgrupos. Como esses parâmetros podem assumir valores reais arbitrários, definem um grupo de transformações contínuas.


			Por outro lado, as reflexões espaciais,


				[image: ],	(1.13)


			e a inversão temporal,


				[image: ]	(1.14)


			dependem de parâmetros discretos, no caso [image: ]) sendo, portanto, transformações discretas, e também definem estruturas de Grupo.


			A reflexão espacial atuando sobre o eixo x, que pode ser definido por meio do operador P tal que


				[image: ]	(1.15)


			define o caso mais simples de um grupo. Veja que


				[image: ]	(1.16)


			assim como


				[image: ]	(1.17)


			O operador inverso de P é o próprio P, sendo que o Grupo é formado por apenas dois elementos, o operador P e o operador identidade I.


			1.4 Transformações infinitesimais


			Devido à estrutura de Grupo das transformações contínuas de simetria, muitas das suas propriedades podem ser estudadas a partir das transformações infinitesimais e o recurso do formalismo diferencial. As transformações finitas podem ser obtidas como uma sucessão infinita de transformações infinitesimais.


			Considere, genericamente, transformações do tipo


				[image: ]	(1.18)


			(o índice i assumindo os valores de 1 a 3) que na forma infinitesimal pode ser escrita como


				[image: ]	(1.19)


			Considerando a dependência em t das coordenadas [image: ] a variação


				[image: ]	(1.20)


			pode ser separada em duas partes,


				[image: ]	(1.21)


			respectivamente a variação na forma funcional de [image: ]


				[image: ]	(1.22)


			e a variação


				[image: ]	(1.23)


			causada pelo incremento δt no argumento da função [image: ].


			Do mesmo modo, às variações das coordenadas (1.21) correspondem as variações das velocidades


				[image: ]	(1.24)


			para


				[image: ]	(1.25)


			e


				[image: ]	(1.26)


			Nas expressões (1.22) e (1.25) despreza-se a diferença [image: ] que é uma variação infinitesimal de segunda ordem. Veja que, embora


				[image: ]	(1.27)


			a variação da forma funcional é comutativa em relação à derivada temporal,


				[image: ]	(1.28)


			Translações infinitesimais no tempo e no espaço podem ser representados por


				[image: ]	(1.29)


			e


				[image: ]	(1.30)


			respectivamente. As rotações infinitesimais ficam


				[image: ]	(1.31)


			para


				[image: ]	(1.32)


			Essas condições garantem a invariância da distância, equação (1.7).


			Para entender a conexão entre as transformações infinitesimais e as finitas, tome-se como exemplo o caso da rotação do plano x-y ao redor do eixo z,


				[image: ]	(1.33)


			Numa rotação infinitesimal o ângulo é tomado infinitesimalmente pequeno, no limite [image: ], de modo que [image: ] e [image: ]. Nesse caso,


				[image: ]	(1.34)


			isto é,


				[image: ]	(1.35)


			É interessante observar a representação matricial da rotação (1.33),


				[image: ]	(1.36)


			onde


				[image: ]	(1.37)


			define a matriz [image: ] de rotação do plano x-y ao redor do eixo z.


			Na forma infinitesimal, fica


				[image: ]	(1.38)


			ou


				[image: ]	(1.39)


			em que se define


				[image: ]	(1.40)


			A matriz [image: ] é conhecida como o gerador da rotação [image: ] 
Veja que


				[image: ]	(1.41)


			e, consequentemente,


				[image: ]	(1.42)


			De uma forma geral,


				[image: ]	(1.43)


			Se [image: ], a transformação [image: ] finita pode ser obtida como


				[image: ]	(1.44)


			Esse resultado pode ser confrontado com a equação (1.37) expandindo a função exponencial em série de potências e usando a propriedade (1.43) do operador matricial [image: ].


			1.5 Simetrias e leis de conservação


			Na formulação lagrangeana, as equações de movimento de um sistema são obtidas aplicando o princípio variacional sobre a ação


				[image: ]	(1.45)


			a função lagrangeana [image: ] dependente das coordenadas generalizadas [image: ], das velocidades [image: ] e do tempo t, resultando na equação de Euler-Lagrange


				[image: ]	(1.46)


			Desse modo, ao efetuar uma transformação de simetria, para que as leis físicas expressas por meio de equações diferenciais mantenham-se invariantes é necessário que a função lagrangeana mantenha a forma funcional, a menos de uma derivada temporal, isto é,


				[image: ]	(1.47)


			onde


			

				

					[image: ]

				


			


			para uma função arbitrária [image: ].


			A equação de movimento não é influenciada pela presença de termos em derivada total, uma vez que


			

				

					[image: ]

				


			


			de onde resulta a identidade


				[image: ]	(1.48)


			A ação (1.45), pressuposto como uma quantidade escalar, também deve ser invariante,


				[image: ]	(1.449)


			Numa transformação infinitesimal,


				[image: ]	(1.50)


			em que se define a variação funcional


				[image: ]	(1.51)


			e a variação devida à variação dos argumentos,


				[image: ]	(1.52)


			a variação total resulta


				[image: ]	(1.53)


			Como


			

				

					[image: ]

				


			


			retendo apenas os termos infinitesimais de primeira ordem, a equação (2.49) fica


			

				

					[image: ]

				


			


			Usando a equação de Euler-Lagrange (1.46) e a comutatividade


			

				

					[image: ]

				


			


			resulta


			

				

					[image: ]

				


			


			Finalmente, a substituição [image: ] leva a


			

				

					[image: ]

				


			


			ou seja,


				[image: ]	(1.54)


			Considerando o momento canônico


				[image: ]	(1.55)


			e a hamiltoniana


				[image: ]	(1.56)


			a equação (1.54) fica


				[image: ]	(1.57)


			Essa equação exprime a existência de grandezas conservadas associadas às transformações de simetria. Nas equações acima, o índice i tem um significado duplo, podendo indicar as três componentes [image: ] das coordenadas espaciais assim como a multiplicidade de partículas. Exceto para casos explicitamente indicados, pode-se considerar [image: ], supondo que a forma funcional da lagrangeana possa ser mantida, pelo menos nas aplicações mais simples tratadas aqui.


			1.5.1 Translação temporal e energia


			A escolha da origem do tempo é arbitrária, de modo que a translação temporal, que corresponde a uma redefinição da origem do tempo, deve ser uma transformação de simetria. Em forma infinitesimal,


				[image: ]	(1.58)


			de modo que


				[image: ]	(1.59)


			em que [image: ] é um parâmetro infinitesimal constante e a equação (1.57) representa a conservação da energia total do sistema


				[image: ]	(1.60)


			para [image: ] constante.


			1.5.2 Translação espacial e momento linear


			O fato de não existir pontos privilegiados no espaço significa que a escolha da origem de um sistema de coordenadas atrelado a um referencial inercial é arbitrária, e resulta na invariância das leis da natureza por mudanças dessa origem, ou seja, por translações espaciais. Uma translação infinitesimal no espaço é definida por


				[image: ]	(1.61)


			em que os parâmetros infinitesimais constantes [image: ] indicam os deslocamentos infinitesimais dos três eixos cartesianos. A equação de conservação (1.57) fica melhor expressa como


			

				

					[image: ]

				


			


			em que o índice i representa a multiplicidade de partículas que formam o sistema. Como os três parâmetros [image: ] são independentes,


			

				

					[image: ]

				


			


			que expressa a conservação do momento linear total do sistema,


				[image: ]	(1.62)


			para


				[image: ]	(1.63)


			1.5.3 Rotação e momento angular


			A inexistência de uma orientação privilegiada no espaço e a consequente escolha arbitrária da orientação dos eixos coordenados implica na simetria por rotações. Na forma infinitesimal, as rotações são dadas por


				[image: ]	(1.64)


			mais a condição[image: ], os índices espaciais [image: ] tomados ciclicamente. A equação de conservação fica


			

				

					[image: ]

				


			


			isto é,


				[image: ]	(1.65)


			que é a equação de conservação do momento angular total do sistema.


			Exercícios


			

					Verifique a invariância da métrica euclidiana



			


			

				

					[image: ]

				


			


			pelas Transformações Gerais de Galileu (inclui translação e rotação).


			

					Mostre que transformações sucessivas de Galileu resultam numa outra transformação de Galileu.



					Mostre que o conjunto das transformações de Galileu tem estrutura de Grupo.



					Considere a rotação ao redor do eixo z,



			


			

				

					[image: ]

				


			


			Mostre que o conjunto dessas transformações tem estrutura de Grupo. É um grupo abeliano ou não abeliano? Se for o caso, como verificaria o carácter não abeliano do grupo das rotações?


			

					Escreva a transformação correspondente à rotação [image: ] (ao redor do eixo x) e a correspondente matriz de rotação.



					Repita o procedimento para a rotação [image: ] (ao redor do eixo y).



					Mostre, para a rotação [image: ], que a sucessão infinita de transformações infinitesimais resulta numa transformação finita, isto é,



			


			

				

					[image: ]

				


			


			

					Repita o exercício anterior para as rotações [image: ] e [image: ].



					Mostre que as matrizes de rotação satisfazem a relação de ortogonalidade



			


			[image: ]


			em que [image: ] indica a matriz transposta da matriz [image: ].
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