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PRÓLOGO


La gran tarea de la vida es justificarse. Justificarse es celebrar un rito. Siempre.


Cesare Pavese, El oficio de vivir


La mecánica del medio continuo permaneció en el anonimato durante mi formación académica, y envuelta en misterios y enigmas a lo largo de otras etapas vitales. En los cursos de física no se hacía referencia alguna a ella, aunque –la verdad sea dicha– tampoco a las otras mecánicas. Las metodologías de enseñanza utilizadas en aquel tiempo se ocupaban poco (preocupaban, menos) de las minucias metodológicas y de la búsqueda de conexiones entre contenidos.


Supe al menos que existía cuando me topé con un texto sobre el tema en alguna biblioteca. Se trataba de la Mecánica del medio continuo, de George Mase (serie Schaum). Al hojearlo quedé atrapado en la deslumbrante belleza de sus formalismos y asombrado por una complejidad que se insinuaba desmesurada a los ojos de quien a la sazón apenas incursionaba por las primeras asignaturas de ciencia básica.


Aquel suceso fortuito se sumió poco a poco en el olvido. Sin embargo, comenzaron a ocurrir hechos un tanto aislados que alertaron mi atención. Entre otros regresan a mi memoria tres situaciones:


1. La rudimentaria distinción cinemática entre sólido y fluido que le sirvió al profesor de la asignatura de mecánica de fluidos para abrir la primera clase del semestre.


2. La frecuente repetición de temas idénticos en las materias de mecánica de fluidos, resistencia de materiales (como llamaban antaño a la mecánica de sólidos) y mecánica de suelos.


3. La terminología usada en la mecánica de fluidos que me evocaba bastante la que había escuchado en el curso de dinámica.


A partir de aquellos episodios comencé a intuir que se presentaba una suerte de desconexión entre la dinámica y las tres mecánicas citadas.


Durante el tiempo en que me desempeñé como ingeniero civil (en consultoría) permanecieron vivas aquellas inquietudes epistemológicas, un tanto reñidas con ese tipo de ocupación. Hoy creo que el haber tenido a la ingeniería hidráulica como campo de aplicación predominante en esos años contribuyó en gran medida a su pervivencia.


En aquella época intenté comprar el libro de Mase, pero me dijeron que había sido descontinuado (seguramente por falta de interesados), de manera que nunca logré adquirirlo (la versión que tengo actualmente es una fotocopia). Tuve que irme a Europa para reencontrarlo y para darme cuenta de que la mecánica del medio continuo existía y se empleaba (además). Allí observé que figuraba como asignatura ordinaria en los currículos del pregrado de ingeniería, y que el texto de Mase se utilizaba (en Italia).


Al tratar con estudiantes e ingenieros de aquel continente hallé que poseían una envidiable formación en mecánica (en el sentido fundamental y general del término).1 Comprendí que la nuestra estaba llena de vacíos metodológicos y que los docentes se limitaban a trasmitir contenidos aislados. Sí bien es cierto que la enseñanza debe impartirse fragmentada (y dosificada) durante el pregrado –por razones más que todo pedagógicas– debería ser imperativo informarle al estudiante sobre la conexión lógica de las diversas partes (por ejemplo, los cursos) en que se encuentra dividida una determinada área del conocimiento. Al convertirme en docente unos años después me volví obsesivo con relación a este aspecto (tan sólo espero que mis discípulos hayan captado ese mensaje).


Tras la experiencia europea entendí que faltaba el curso de mecánica del medio continuo,2 entre el de dinámica y los de las tres mecánicas. Fue en aquel tiempo que comencé a llamarla el eslabón perdido de la mecánica, pues se saltaba, silenciosa e impunemente de la dinámica hasta las tres mecánicas. Absurdo desde donde se le mire.


En consonancia con una idea y un esfuerzo por formar ingenieros fuertes en el área de mecánica he trabajado como docente de planta en la estructuración y fortalecimiento de su enseñanza en la Universidad EAFIT. Una meta muy importante en toda esta labor fue el conseguir la inclusión de la mecánica del medio continuo, piedra angular de ese empeño, dentro del currículo del pregrado.


En tanto llegaba esta oportunidad, los cursos de mecánica de fluidos y de dinámica resultaron ser campos abonados para sembrar algunas ideas, sobre todo relacionadas con la filiación de la mecánica. Así mismo, escenarios adecuados para entregar algunas nociones mínimas de mecánica del medio continuo (en particular en la asignatura de mecánica de fluidos donde se incluía en su parte introductoria). Hacía un énfasis especial en la segunda ley Newton, una valiosa herramienta que permite allanar la exposición de muchos elementos.


La feliz ocasión para implantar en el currículo esta materia se dio con la reforma curricular que entró en vigencia en el primer semestre de 1994, en el programa de ingeniería civil de la Universidad EAFIT.3


Un primer reto para la elaboración de un programa de esta asignatura consistió en el manejo y adaptación de la complejidad con que se presenta su temática en la literatura clásica. El problema es que no parece haber habido un intento consistente y coherente para divulgarla, como sucede con otras ramas de la ciencia, por ejemplo con la mecánica cuántica. Es decir que sus contenidos no se entregan filtrados, salvo en muy pocas ocasiones, para acercarlos al público llano menos especializado y sobre todo carente del alto nivel matemático que requiere.4


Con el tiempo he terminado por pensar que la mecánica del medio continuo nació –y se quedó– adulta.


A mi modo de ver este argumento daría razón a la tradicional invisibilidad histórica de este curso en los currículos del pregrado en Colombia. Se habría decidido, supongo, que se trataba de algo inalcanzable para el estudiante de este nivel, y por ello se le relegó al anonimato, sin esfuerzos por adaptarla a tal grado de formación.


Una selección descuidada de los temas podría llevar a crear un programa inadecuado. Seguramente en una falla de esta especie reside la explicación al origen de alguna leyenda negra que ronda por los ambientes académicos del pregrado (y no necesariamente en Colombia). Al extremo que socarronamente se deforma su nombre en el de ¡mecánica del miedo continuo!


En aquellos inicios se disponía –como únicos espejos– de dos obras que se acercaban bastante al nivel que se quería dar al programa. El libro del italomejicano Enzo Levi (Elementos de mecánica del medio continuo) y del colombiano Jorge Alberto Naranjo (Introducción a la mecánica del continuo), precursor este último de su introducción en el currículo del pregrado en Antioquia y quizás en Colombia (¿?). Se trata como –sus nombres así parecen sugerirlo– de textos elementales, pero de orientación y discurrir un tanto diferentes. Digo esto consciente de que siempre estará en discusión qué tan elemental puede ser una obra de mecánica del medio continuo.


Con esa cabeza de playa que representaba una materia inmersa en un currículo, consideré que el paso siguiente debería ser mi propio aporte bibliográfico, el cual aspiraba a que sirviera al mismo tiempo como material de apoyo para la enseñanza y divulgación de la mecánica del medio continuo. Ello se concretó en el libro que usted lector tiene ahora en sus manos.


El título que lleva esta obra, Mecánica del medio continuo una iniciación, pretende reflejar ese propósito, pero también tornar los contenidos esenciales más asequibles, al desarrollarlos con un nivel mínimo de complejidad. A pesar de ello, es evidente que el público objetivo del mismo debe poseer buenos conocimientos de física y matemática. En la práctica se trataría de ingenieros y estudiantes.


Mi formación es la de un ingeniero civil, que ha cultivado el estudio de la física y de la matemática de manera personal e informal como complemento, por lo demás natural, a su orientación profesional. Es claro que me he apoyado notablemente en estas ramas de la ciencia básica para argumentar en el presente trabajo.


Esto lleva indefectiblemente a especular un poco sobre su filiación epistemológica. No se trata de un texto de física, pero tampoco de ingeniería, aunque es conveniente resaltar que el desarrollo histórico de la mecánica del medio continuo ha terminado por ligarla más a la primera que a la segunda. Podría decir –para satisfacer a los que nos gusta ubicar todo– que se ha estructurado como una obra para ingenieros, pero con continuas alusiones a la física.5 De todas maneras usted lector está invitado a sacar sus propias conclusiones.


No podría haber escrito desde otra perspectiva que la de la ingeniería civil, y sería presuntuoso de mi parte pensar, y afirmar, que es un libro neutro, dirigido a la ingeniería en general. Estimo que el enfoque para la civil lo hace bastante apropiado para la formación de un profesional de esta rama de la ingeniería, pero no descarto que de él pueda nutrirse un ingeniero o estudiante de alguna otra. Me alegraría sobremanera que esta última intención se concretara, pero sólo el uso y el tiempo podrán decir qué tanto se logró.


Para conseguirlo he tratado de redactar de una manera imparcial en las cuestiones esenciales que atañen a la ciencia de la mecánica. Para ello me he ceñido al lenguaje de la física y de la matemática. No obstante es conveniente advertir que hay algunas referencias –sobre todo en forma de ejemplos– a la geotecnia,6 que en virtud de su carácter práctico, considero podrían ser asimiladas sin mayor dificultad por alguien ajeno a la ingeniería civil. En las partes relacionadas con los tipos de medio continuo, esto es, al hablar de sólidos, fluidos y viscoelásticos he procurado mantener la redacción dentro de la misma línea y con las precauciones ya citadas.


La complejidad matemática es un aspecto bien difícil de dosificar en trabajos de esta índole. A este respecto quisiera traer a colación un hecho aleccionador. El cosmólogo inglés Roger Penrose en su obra La nueva mente del emperador, la cual discute sobre las bases y límites de la computación, anuncia al comienzo que tratará de usar la mínima cantidad posible de ecuaciones. En la medida que avanza el desarrollo del libro uno advierte que los formulismos matemáticos aparecen poco a poco.


A la utilización del análisis tensorial puede achacársele, en mucha parte, las dificultades para abordar la mayoría de los textos de mecánica del medio continuo, aún si se le emplea únicamente con sistemas cartesianos de coordenadas. El cálculo de tensores se encuentra un escalón más allá en la formación matemática del ingeniero y puede entenderse como una generalización del cálculo estándar, la cual busca tomar en cuenta la transformación de una propiedad física tras una rotación de los ejes coordenados.7 La mecánica del medio continuo debe servirse de él para determinar propiedades físicas (expresadas como vectores, diádicas, etc.) en sistemas coordenados que han sido girados con relación a una orientación dada del espacio. En este sentido su uso es indispensable e inevitable. Más allá de esto, se utiliza en forma extendida en muchos libros por la potencia de su notación, la cual permite comprimir la escritura de complejas ecuaciones. Esta última parte, si se quiere, se puede eludir. Y así se hace en este texto.


Lo que en buena parte de la literatura clásica es tratado como tensor aquí es operado como vector y diádica, básicamente. En mi opinión los tensores no son entidades matemáticas aparte, sino más bien una propiedad de la que gozan algunas de las mencionadas entidades. Curiosamente en algunos tratados se distingue vector de tensor, lo que no parece muy correcto.


Este trabajo tiene su origen más remoto en otro que vio la luz en el primer semestre de 1997, como producto de un período sabático. Los entusiastas ojos de entonces osaron llamarlo “libro”, pero los pragmáticos de hoy en día preferirían dejarlo en unas “buenas notas de clase”, si acaso. Se denominó Elementos de mecánica del medio continuo, teoría & aplicaciones. Nunca se publicó para la calle, pero sí ha sido usado regularmente como texto guía de los cursos de esta materia en la carrera de ingeniería civil de EAFIT.


La presente obra no es pues más que el resultado de una reestructuración y mejoramiento de aquella inicial, que ocupaciones deontológicas obligaron a que se le construyera de forma esporádica. Sólo en abril del año de 2006 se acometió esta etapa final, la cual terminó a finales del mes de septiembre de 2007.


La estructura del trabajo original, que plasmaba en un texto el programa de la asignatura, se ha mantenido en éste. En él se distinguen tres partes. En la primera se examina el concepto de medio continuo, en tanto que la segunda se ocupa propiamente de la mecánica (dinámica) de esta idealización. La tercera plantea su diversificación en mecánica de sólidos, fluidos y viscoelasticidad. Es decir, arriba a la aplicación ingenieril que constituye su objetivo último.


Se halla dividida en un total de siete capítulos inmersos dentro de esas tres partes. La primera, “Medio continuo”, se subdivide en dos capítulos: “Génesis”, donde se le muestra al lector la necesidad de la noción de medio continuo. Para ello se le ubica en esa mecánica esencial que trata con la partícula y el cuerpo rígido, para desembocar en la de un sistema de partículas, en que aparece el problema concreto. En “Operatividad” se exponen las particularidades del tratamiento matemático del medio continuo. Podría parecerle a uno que otro lector como un repaso, pero incorpora también algunas atractivas novedades. Surgen allí unas entidades de las que usted lector amable, con seguridad, no habrá oído hablar mucho por ahí y me atrevo a decir ¡que nada! Se trata de las díadas y diádicas; inexplicablemente olvidadas, al extremo de que en muchos tratados se les ignora y se les substituye por el tensor.


La segunda parte, “Mecánica”, se ocupa de la cinética en el Capítulo 3. Allí se mira el concepto de fuerza desde la óptica de la mecánica del medio continuo, para llegar a las nociones de fuerza de cuerpo y fuerza de superficie, de la que deriva el de tensión, uno de los dos pilares de la mecánica del medio continuo. Así mismo, se deduce la segunda ley de Newton para el movimiento de traslación. En el Capítulo 4, o “Cinemática”, se demuestra que es necesario revaluar la concepción clásica del reposo. De ahí se arriba al concepto de deformación –el segundo pilar de la mecánica del medio continuo– y aparece el de cuerpo deformable, por contraste con el de cuerpo rígido. En una segunda parte del capítulo se construye una cinemática basada en la hipótesis de pequeñas deformaciones, que es de la que se vale la ingeniería.


En la parte final, “Tipos de medio continuo”, se juntan la tensión y la deformación para conformar las llamadas leyes constitutivas, que permiten integrar la segunda ley de Newton para traslación y clasificar el medio continuo, a partir de su comportamiento mecánico, en “Sólidos” (Capítulo 5), “Fluidos” (Capítulo 6) y “Viscoelásticos” (Capítulo 7).


Cada capítulo se articula alrededor de una abundante información conceptual (en esto marca diferencia con respecto a la literatura clásica,8 de ejemplos resueltos y numerosos ejercicios propuestos.


Al final de este cuerpo central el lector podrá encontrar tres apéndices. El “Apéndice A” revisa rápidamente el delicado problema de las unidades. En el B se suministra una clasificación de la mecánica, en tanto que en el “Apéndice C” se hace una sucinta explicación sobre el concepto de movimiento relativo.


Con relación a la bibliografía entregada resulta conveniente hacer alguna precisión. Se anexa diversificada –más allá de la estricta de la mecánica del medio continuo– lo que podría parecerle a algún lector exagerado e inusual. Esto tiene una explicación: no siempre los tratados clásicos son generosos en detalles relacionados con la mecánica en general, las mecánicas de sólidos, fluidos y viscoelasticidad o con el soporte matemático necesario, de suerte que es preciso acudir a los libros más especializados.


Se han incluido así mismo unas referencias a artículos de revistas, los cuales tienen que ver más que todo con los temas de reología y la viscoelasticidad. También unas referencias epistemológicas que deseo citar expresamente, porque su lectura me aclaró aspectos muy ligados a la motivación de esta obra y a los fundamentos de la mecánica.


Escribir un libro de mecánica del medio continuo constituye un gran reto para quien se enfrenta a esta tarea. Pienso que uno de los mayores es involucrar un montón de temáticas, que cabrían dentro de la idealización del medio continuo y que por sí mismas bastarían para desarrollar por aparte extensos tratados (¡como de hecho lo hacen!). Este aspecto concierne especialmente a la tercera parte de este texto.


Por otro lado hay en este trabajo una intención manifiesta de proporcionar las bases de la mecánica del medio continuo. Una muy buena porción de él se dedica, por tanto, a la labor de fundamentar, lo que no permitió extenderme de la manera que hubiera querido en contenidos que encajan dentro de la tercera parte de esta obra. Acorde a estas restricciones (de espacio básicamente) fue necesario dejar por fuera temas relativos al campo electromagnético, y minimizar los relativos a la termodinámica. Estos últimos se abordan limitadamente en el Capítulo 6.


El libro ha sido redactado en un estilo que pretende privilegiar lo didáctico y escapar de las escuetas y sucintas presentaciones de la mayoría de la literatura clásica, donde cada autor pareciera escribir únicamente para sus avezados colegas. Dentro de este espíritu, he tenido particular cuidado en las deducciones formales, donde la parte algebraica se trata con amplio detalle. Así mismo abunda en repeticiones, comentarios en el texto y especialmente en notas de pie de página. Aquí quiero reflejar mi sentir desde dos perspectivas: la del aprendiz que fui y la del docente que soy, y que por esta razón al leer algunas obras encuentro a veces contenidos débilmente sustentados.
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PARTE I


EL MEDIO CONTINUO


La mecánica es una de las ramas de la física.1 Sus orígenes se remontan hasta la antigüedad clásica, donde no se encontraba aún reconocida como una ciencia aparte, sino más bien integrada a la filosofía.2 Puede pensarse que la etapa moderna de la mecánica se inicia con los aportes de Galileo3 y se consolida con la notable contribución de Newton,4 padre de una ciencia que perdura hasta hoy con el nombre de mecánica newtoniana o mecánica clásica. Esta última denominación se utiliza tradicionalmente para resaltar su diferencia con la mecánica relativista, un concepto más moderno, toda vez que se afianza apenas en los albores del siglo pasado, cuando Einstein5 da a conocer a la comunidad científica su teoría especial de la relatividad.6 En la práctica –y en especial en la ingeniería– es común emplear mecánica, a secas, y las matizaciones citadas se dejan para el ámbito científico.


El presente trabajo se circunscribirá al campo de la mecánica newtoniana, pues la precisión de los cálculos realizados con ella es excelente, cuando se contemplan velocidades inferiores al 10% de la velocidad de la luz, las cuales están todavía muy lejos de alcanzarse en cualquier aplicación de ingeniería.


El método de la mecánica es acentuadamente determinista: es posible predecir el movimiento resultante (efecto) cuando se conocen las fuerzas (y momentos) actuantes (causa) sobre un objeto.


Las distintas divisiones de la mecánica han surgido históricamente de los intentos por usar esta técnica con cuerpos de diversa complejidad.


Así apareció la mecánica del medio continuo.


El medio continuo es una idealización en la que caben objetos de naturaleza sólida, líquida, gaseosa y coloidal.


El análisis mecánico aplicado, independientemente, a estos cuerpos produjo a lo largo de la historia un conjunto de resultados de índole teórica y práctica. Un perfil propio de mecánica del medio continuo comenzó a insinuarse en el momento que se identificaron elementos comunes en toda esta producción separada. En este sentido, puede afirmarse que su proceso interno de construcción partió de una labor unificadora, que evolucionó hacia unas elaboraciones propias. Por estas razones no es sencillo ubicar el momento preciso de su aparición.


El estudio de los objetos propios de la mecánica del medio continuo se aborda desde la perspectiva macroscópica, y con ello se elude, en buena medida, la microscópica. Esta decisión la aleja bastante de la física teórica, en la que la influencia del mundo microscópico ha sido fundamental (sobre todo a partir del los últimos cien años), y la acerca a la ingeniería.


Ésta constituye campo abonado para desarrollar aplicaciones de la mecánica del medio continuo, sobre todo a partir del fin de la Segunda Guerra Mundial, un período de vertiginoso avance tecnológico.


Esta primera parte del libro introduce al lector en el concepto de medio continuo. Requerirá de dos capítulos tal empeño. En el primero se le sitúa en esta noción. En el segundo se entregan unos contenidos matemáticos, particulares y esenciales para operar con dicha idealización.




CAPÍTULO 1


GÉNESIS


En este primer capítulo se va a deducir el concepto de medio continuo. Para lograr este cometido se parte del planteamiento del problema mecánico, que se presenta en términos del problema central de la mecánica.7 En su enunciado el lector hallará elementos que con toda seguridad le serán familiares; entre éstos el de sistema físico. Dos variedades de éste, la partícula y el cuerpo rígido no encarnan, en calidad de tales, mayores dificultades para la solución del problema central de la mecánica. La necesidad de la noción de medio continuo aparece cuando se pretende resolverlo para sistemas de partículas, en especial cuando el número de éstas es elevado. En estas condiciones el concepto de medio continuo es el artificio que permite afrontar, con una cierta comodidad, los problemas de medición y de operatividad relacionados con la determinación del movimiento de sistemas de muchas partículas.8


Habida cuenta de esta particularidad, el capítulo discurrirá a través de un sendero marcadamente mecánico, con continuas alusiones a contenidos fundamentales de esta ciencia, que por lo demás se presumen conocidos y que simplemente se presentan para dar apoyo a la exposición.


1.1 NECESIDAD DEL CONCEPTO DE MEDIO CONTINUO


1.1.1 PROBLEMA CENTRAL DE LA MECÁNICA


La mecánica se ocupa de estudiar aspectos relativos al movimiento (o reposo)9 de objetos físicos. El determinismo inherente a su método hace aconsejable formular la tarea de la mecánica desde un enfoque causa-efecto, o también sistémico, es decir, lo que algunos autores han dado en llamar el problema central de la mecánica.10 Se plantea en estos términos:


Si se tiene un sistema físico que interactúa con el medio ambiente que lo rodea ¿cuál será el estado cinemático causado por esa interacción?


Es evidente que la interacción asoma como la causa y el estado cinemático como el efecto.


El medio ambiente se define como todo el espacio que rodea a un sistema físico, esto es, todo lo que está por fuera de su frontera.11 Por esta razón algunos prefieren designarlo como universo.12


Cualquiera de las tres variables del movimiento, vale decir, la aceleración, la velocidad y la posición, expresadas como función del tiempo, representa por sí misma un estado cinemático.13 De otra parte, es factible descomponer el movimiento de un sistema físico en translaciones y rotaciones.14


La mecánica dispone de cuatro principios de conservación que fungen como herramientas para la solución del problema central de la mecánica: cantidad de movimiento lineal (momentum lineal), energía, cantidad de movimiento angular (momentun angular) y masa.


Formalmente (y físicamente) puede definirse una interacción como el intercambio entre las cantidades de movimiento15 de un sistema físico y del medio ambiente.16 Es posible que tal traslado opere por medio del contacto entre sus fronteras materiales, como bien lo ilustra la interacción entre la rueda de un automóvil y el pavimento. O así mismo, sin que medie ese contacto, como ocurre para la gravitatoria y la electromagnética.17


Una descripción geométrica de la interacción es conveniente desde el punto de vista operativo. Para ello se acude a un vector, que se denomina fuerza en la conservación del momentum lineal, y momento en la del momentum angular.18 Con este concepto la variación de la cantidad de movimiento lineal y angular del medio ambiente puede reemplazarse respectivamente por una fuerza resultante y un momento resultante, los cuales reúnen a toda la variedad de fuerzas y momentos que en un instante dado el medio ambiente es capaz de ejercer sobre el sistema físico.19


En aquellas situaciones donde interactúan sólo dos sistemas físicos20 los dos principios de conservación se suelen enunciar, interpretar y aplicar en términos de las tres leyes de Newton:


Ley de inercia (primera ley de Newton): un sistema físico continúa en un estado de movimiento uniforme (de traslación y/o de rotación) o de reposo si la fuerza y momento (interacción) actuantes sobre él son nulos. Esto es, su cantidad de movimiento (lineal y/o angular) permanece constante. Es un caso particular de la segunda ley de Newton, como se comprueba fácilmente.


Ley de acción y reacción (tercera ley de Newton:) la perturbación que ejerce el medio ambiente sobre un sistema físico es llamada acción. Como la interacción afecta a ambos, el sistema físico también perturba al medio ambiente, mediante la reacción. La cantidad de movimiento del conjunto tiene que mantenerse invariable, puesto que en la interacción están comprometidos apenas dos sistemas (el medio ambiente y el físico).21 De aquí se sigue que toda acción y reacción deben tener la misma magnitud, y sus sentidos ser opuestos.


Segunda ley de Newton: es la herramienta por excelencia de la mecánica, ya que sirve para transformar una fuerza o un momento en una aceleración (en sí, una primera aproximación al estado cinemático).22 Se enuncia así: la aceleración (de traslación o rotación) adquirida por un sistema físico es directamente proporcional a la acción (en la jerga técnica se le designa simplemente como la fuerza o el momento) que le trasmite el medio ambiente. En la respectiva ecuación, la constante de proporcionalidad equivale a la masa, o al momento de inercia23 del sistema físico.24 Cualquiera de los dos caracteriza la inercia de éste, debido a que mide el grado de resistencia (en términos de su estructura interna y geometría) que un sistema físico ofrece cuando se le intenta acelerar (lineal o angularmente), o modificarle su cantidad de movimiento. Esta ley podría utilizarse perfectamente para determinar el movimiento inducido por la reacción del sistema físico sobre el medio ambiente. No se hace esto en la realidad práctica, porque interesa es establecer el movimiento del sistema físico. Por otro lado, la gran inercia del medio ambiente hace que su cambio de posición con relación al sistema físico sea prácticamente nulo o imperceptible.25 La primera ley de Newton se deduce fácilmente a partir de la segunda, toda vez que si la fuerza o el momento son cero, las aceleraciones también lo son.


No obstante que la formulación de la segunda ley de Newton es sencilla, su aplicación práctica se torna dificultosa, cuando se pretende calcular la velocidad o la posición de ciertas clases de sistema físico. Esto es especialmente notable en la mecánica celeste (problema de los tres cuerpos) y la mecánica de fluidos, entre otros. Este hecho fomentó la búsqueda de técnicas de análisis más simples. Éstas hacen uso de la noción de energía, como en la mecánica analítica.26


La caracterización realizada aquí para los conceptos básicos de causa (fuerza y momento) y efecto (estado cinemático) conserva una validez general, a pesar de las distintas orientaciones que obligatoriamente ha de seguir la mecánica, como consecuencia de la necesidad de tomar en cuenta diversos géneros de sistema físico.27


Un sistema físico puede ser definido, en principio, como un agregado de componentes mínimas. En este orden de ideas, se consideran como tal el Sistema Solar, la Vía Láctea, el sistema Tierra-Luna. Así mismo, una roca de cualquiera de estos astros, las moléculas que la conforman, sus átomos y el conjunto de partículas subatómicas de éstos.


Para los propósitos de la mecánica llega a ser, sin embargo, más conveniente concebir el sistema físico como el grado de idealización necesario para alcanzar un determinado nivel de precisión en la solución del problema central de la mecánica.28 En este sentido el lector debe estar ya familiarizado con los sistemas físicos partícula y cuerpo rígido. El primero equivale a un punto dotado de masa.29 La fuerza que transmite el medio ambiente se supone localizada en dicho punto (lo que a veces es también una idealización), por tanto el momento tiene que ser nulo y el objeto se traslada sin rotar. Según este punto de vista, cabría idealizar cualquier objeto como partícula. El cuerpo rígido recibe del medio ambiente una acción, que abarca la fuerza y el momento, los cuales se aplican en su centro de masa. Por esta razón, deviene válido descomponer el movimiento de un cuerpo rígido en uno de translación y otro de rotación. A diferencia de lo que sucede con una partícula, la forma de un cuerpo rígido es importante (sobre una mesa de billar no desarrolla el mismo movimiento una bola que una piedra). En cuanto a la condición de rígido, ésta es de carácter constitutivo y sirve para garantizar que las componentes de este sistema físico no sufren desplazamientos relativos entre sí (no deformación) durante el movimiento.


Más allá de esto, la noción de sistema de partículas podría parecerle novedosa a algún lector.


1.1.2 SISTEMA DE PARTÍCULAS


La idealización que se va a utilizar de aquí en adelante parte de la hipótesis de que un sistema físico está constituido por un conjunto de partículas que exhiben un movimiento relativo de traslación entre ellas.30 Ésta es una definición adecuada para un sistema de partículas, que cabría adaptar para un sistema de cuerpos rígidos, en caso tal que las componentes además rotaran relativamente entre sí (lo cual suele ocurrir con alguna frecuencia). Paradójicamente, la literatura raras veces adjudica a un sistema este nombre y procede a denominar sistema de partículas a todo aquel cuyas componentes cuentan –o no– con rotación relativa.31


1.1.2.1 ELEMENTOS DE MECÁNICA DE UN SISTEMA DE PARTÍCULAS


Es conveniente comenzar por hacer notar los cambios que sufren las variables dinámicas esenciales –ya usadas con otras idealizaciones– al utilizarlas con sistemas de partículas.


A manera de ilustración piénsese en un sistema conformado por cinco partículas (ver figura 1.1). Está delimitado por una frontera que lo separa del medio ambiente.32


[image: image]


FIGURA 1.1


FUERZAS


Sobre la frontera del sistema de partículas actúa una fuerza externa [image: image]. Resume todas las acciones que es capaz de transmitirle el medio ambiente. Éstas se pueden discriminar en los siguientes tipos (ver figura 1.2):33


1. La fuerza de gravedad, [image: image].


2. La resultante34 de fuerzas tangenciales de contacto (fricción entre la frontera y el medio ambiente), [image: image].


3. La resultante de las fuerzas de vínculo que se desarrollan entre la frontera y el medio ambiente, [image: image].


[image: image]


FIGURA 1.2


4. La resultante de las fuerzas mecánicas, [image: image]. Son inducidas por motores o algún otro mecanismo.


5. La resultante de fuerzas de contacto elástico entre la frontera y el medio ambiente, [image: image].


De acuerdo con esto, la fuerza externa se escribe como:


[image: image]


El movimiento de este sistema de partículas se sigue desde el sistema inercial de referencia [image: image]35 El de una componente puede separarse en el de traslación y rotación del sistema como un todo y el de traslación y rotación de la componente con referencia a la frontera. A pesar de esto, se asumirá durante la próxima exposición que ni el sistema ni sus componentes rotan, habida cuenta de que no es éste el espacio apropiado para llevar a cabo un repaso de la mecánica de sistema de partículas, ni está entre los objetivos del libro, y se trata sencillamente de dar unos elementos teóricos de entrada para acceder al problema del medio continuo. En ese mismo orden de ideas cabe decir que discusiones más profundas con argumentos de la mecánica rotacional poco aportarían para el propósito mencionado. No obstante, y para ser coherentes con el espíritu didáctico que ha de guiar estas obras se harán los comentarios pertinentes cuando ello lo amerite y especialmente en los ejemplos prácticos.


La masa de cada partícula se denota mi (i = 1,2,....,5). Además de interactuar con el exterior, lo hacen también entre ellas, por medio de fuerzas internas.


Éstas se simbolizan en la figura 1.1 con un doble subíndice. El izquierdo señala el número de la partícula que origina la fuerza y el derecho el de la receptora. De este modo, [image: image] indica que la partícula 1 ejerce una fuerza sobre la partícula 5. Estas fuerzas gozan del carácter de centrales, dado que sus líneas de acción pasan por el centro de masa de cada componente.36 Existen ejemplos bastante comunes de ellas: la fuerza electrostática entre los electrones del átomo. La fuerza gravitatoria entre los astros del Sistema Solar.


CINEMÁTICA


En algunos casos las componentes de un sistema de partículas llegan a ser numerosas, lo que trae un apreciable aumento de la labor operativa; por ello se torna imperativa una alternativa que lo simplifique. Se basa ésta en el concepto de centro de masa del sistema de partículas, C (ver figura 1.1). Alrededor de él se despliegan procedimientos que permiten analizar el sistema como si fuera una partícula (justamente el centro de masa).


POSICIÓN, VELOCIDAD Y ACELERACIÓN DEL CENTRO DE MASA


Recordará el lector que la metodología que lleva a obtener relaciones operativas entre las variables cinemáticas de un sistema físico contempla dos fases:


1. Establecimiento de una expresión para la posición, [image: image], en función del tiempo, o ley del movimiento.


2. Deducción, por derivación, de ecuaciones para la velocidad, [image: image] y la aceleración, [image: image].


Es viable obrar de manera similar en los sistemas de partículas, pero con base en el centro de masa.


La masa total de un sistema de partículas se calcula mediante la ecuación:


[image: image]


La posición del centro de masa del sistema –con respecto al sistema inercial de referencia– se define como el promedio ponderado de la posición de las partículas que lo componen. Es decir:


[image: image]37


El vector [image: image] depende en general del tiempo. Al trazarlo en tiempos sucesivos se construye la trayectoria del centro de masa (ver figura 1.1).


Si ahora la (1.3) se deriva con respecto al tiempo se obtiene la expresión para la velocidad del centro de masa:


[image: image]


Que es equivalente a:


[image: image]


En el proceso de derivación las masas son constantes. Los coeficientes diferenciales equivalen a las velocidades del centro de masa y de cada partícula. Luego:


[image: image]


Por medio de una metodología similar se puede demostrar que la ecuación correspondiente a la aceleración del centro de masa es:


[image: image]


EJEMPLO 1.1


Sobre una mesa de billar se mueven tres bolas de idéntica masa, las cuales ocupan al comienzo la Posición a en la siguiente figura. Un segundo más tarde se localizan como se ilustra en la Posición b. Hallar la velocidad promedia del centro de masa de este sistema de partículas, durante el intervalo de tiempo.


[image: image]


SOLUCIÓN


Se debe partir indispensablemente del concepto de velocidad promedia de una partícula (que en esta ocasión es el centro de masa) suministrada por la mecánica elemental. Vale decir:38


[image: image]


O en forma expandida:


[image: image]


Donde (´) indica que las variables se evalúan en tiempos finales.


La (1.3) faculta calcular la posición del centro de masa para diferentes tiempos:


[image: image]


Ya que en la condición actual se dispone de tres componentes, la ecuación anterior se expande del siguiente modo:


[image: image]


En virtud que las tres masas son iguales, esta expresión se reduce a:


[image: image]


O bien:


[image: image]


La (2) y la (1) dejan concluir que la solución se basa en hallar el vector posición del centro de masa, en los dos tiempos consecutivos:


En t = 0 s (ver Posición a):


[image: image]


Tras substituir estos vectores en la (2), se arriba a:


[image: image]


En t = 1 s (ver Posición b):


[image: image]
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Se procede a continuación a calcular el vector de posición final para el centro de masa. Se opera de una manera similar a como se hizo para el inicial.


[image: image]


El desplazamiento del centro de masa durante 1 s se determina de la (3) y la (4):


[image: image]


Con este resultado se calcula rápidamente la velocidad promedia del centro de masa (ecuación 1):


[image: image]


En la figura se presenta en forma esquemática la evolución de la posición del centro de masa.


[image: image]


c. Evolución de la Posición del Centro de Masa


SEGUNDA LEY DE NEWTON


Tómese en primera instancia una i-ésima partícula del sistema de la figura 1.1. En este caso la segunda ley de Newton podría enunciarse de este modo: la aceleración de la partícula aparece como consecuencia de la acción combinada de dos fuerzas: la parte de la fuerza externa [image: image] que absorbe la partícula, [image: image], y la resultante de todas las fuerzas internas actuantes en los alrededores de la partícula. Simbólicamente:


[image: image]


Ahora bien, como el sistema está formado por n partículas, la segunda ley de Newton para todo el sistema surge de sumar la (1.6) desde 1 hasta n:


[image: image]


Con ayuda de la ley distributiva, en la (1.7), se llega a:


[image: image]


La sumatoria de las contribuciones de fuerza externa a cada una de las componentes del sistema equivale a la fuerza externa misma. Consecuentemente es válido poner que:
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Además:


[image: image]


Una comprobación de la (1.10) se logra, por ejemplo, al desarrollar sus sumatorias para el sistema de partículas de la figura 1.1:


[image: image]


Acorde a la tercera ley de Newton:


[image: image]


Se cancelan las fuerzas mutuas entre partículas, y con ello la suma total da cero.


Al reemplazar la (1.9) y la (1.10) en la (1.8) se arriba finalmente a:


[image: image]


Al comparar esta última ecuación con la (1.5) se deduce que:


[image: image]


Este resultado matemático conduce a la conclusión:


Un sistema de partículas se mueve por la acción de una fuerza externa, como si toda su masa estuviera concentrada en el centro de masa. Ello implica que el movimiento global es independiente de las interacciones que se dan en su interior. Por ejemplo, el del Sistema Solar alrededor del centro de la Galaxia depende únicamente de la acción gravitatoria procedente de ésta. Ahora bien, el de una componente obedece a las interacciones en su interior, como sucede con la Tierra y el Sol.


EJEMPLO 1.2


Las masas de la figura están unidas entre sí por varillas rígidas mutuamente perpendiculares (ver figura siguiente). El sistema de 3 partículas está al principio en reposo y dispuesto sobre un plano horizontal liso, [image: image] En t = 0 s comienzan a actuar sobre él dos fuerzas constantes: [image: image]. Calcular las coordenadas del centro de masa, como una función del tiempo. Las dimensiones en la figura están en metros y [image: image].39


[image: image]


SOLUCIÓN


Al haber involucradas fuerzas, se está ante un problema de cinética de partículas. Para su solución se acude entonces a la (1.11):


[image: image]


La masa total de este sistema es:


[image: image]


Y la fuerza externa resultante:


[image: image]


Como se puede percibir la (3) es bastante simple, pues no intervienen otras fuerzas diferentes de las referidas. Es el caso del peso, por ser normal al plano del movimiento y de la fricción, en virtud de que el plano es liso.


Una vez substituidas la (2) y la (3) en la (1) se consigue despejar la aceleración del centro de masa:


[image: image]


La aceleración del centro de masa cuenta, por consiguiente, con dos componentes:


[image: image]


El sistema se mueve, por ende, con aceleración constante. Esto era previsible, en vista de que las fuerzas actuantes (acciones) también lo son. Así, el movimiento en ambas direcciones es uniformemente acelerado (MUA).


De aquí se sigue que la posición del centro de masa puede obtenerse mediante las conocidas expresiones de la mecánica elemental:


[image: image]


De las componentes de la aceleración se dispone ya. Como el sistema ha partido del reposo se anulan las componentes iniciales de la velocidad. Resta, en consecuencia, por determinar las coordenadas iniciales del centro de masa [image: image].


Para ello es imprescindible establecer primero las correspondientes a las coordenadas de las partículas del sistema.


Las de la 1 y 3 se hallan por mera inspección. Las coordenadas de la 2, con base en análisis geométrico. El detalle gráfico se incluye en la figura anexa a la del ejercicio. Se tiene por tanto que:


[image: image]


La coordenada inicial del centro de masa se calcula al reemplazar las (6) en la (1.3):


[image: image]


Finalmente, al substituir la (7) y la (4) en la (5):


[image: image]


EJEMPLO 1.3


Se dice que un sistema físico está aislado cuando la fuerza externa se anula, o cuando es factible afirmar que influye poco en el desarrollo de su movimiento, y así su cinética queda determinada por las fuerzas internas.40 Esta modalidad de análisis es bastante habitual en la mecánica, en especial en el estudio de choques. Se llama marco de choque al intervalo de tiempo en que es válido presumir que un sistema físico encaja en tal situación. Más allá de aquel, hay que tomar en cuenta la fuerza externa.


Un ejemplo bastante ilustrativo es el acto de golpear una bola con un bate. En ese instante las fuerzas externas, como la gravedad y la fricción, son irrelevantes si se les compara con las internas del sistema bola-bate. El movimiento de la bola al salir del bate estará regido por las fuerzas de fricción y de gravedad, y por ello no puede considerarse todo en calidad de aislado.


Sea un sistema aislado compuesto de n partículas que se trasladan sin rotar. Probar que el momentun lineal total del sistema se conserva. Partir de la segunda ley de Newton.


SOLUCIÓN


La segunda ley de Newton para un sistema de partículas es (ecuación 1.11):


[image: image]


Como el sistema está aislado:


[image: image]


De la (1.5):


[image: image]


Al comparar las dos últimas expresiones se concluye fácilmente que :


[image: image]


El miembro izquierdo se deja reescribir así:


[image: image]


Ahora bien:


[image: image]


Es decir, el momentum lineal de la i-ésima partícula.


Luego:


[image: image]


De la (1) y la (2) en conjunto se deduce que:


[image: image]


El operador para derivar es independiente del índice de la sumatoria. Puede, consecuentemente, salir de ella. De esta manera, en la última expresión:


[image: image]


Es evidente que si la derivada de una variable se hace cero, es porque ella es una constante. Entonces es cierto que:


[image: image]


La sumatoria no es otra cosa que el momentum lineal total del sistema. Este resultado significa que éste se conserva durante el intervalo de tiempo en que el sistema está aislado.


Equivale a la siguiente expresión, más útil a la hora de una aplicación:


En el tiempo t, cuando comienza un choque; se podría decir entrada al marco de choque:


[image: image]


En el tiempo t+Δt, cuando finaliza el choque o también salida del marco de choque.


[image: image]


Ésta y la (1.13) son iguales a la misma constante, de suerte que:


[image: image]


O en términos de la velocidad:


[image: image]


El miembro izquierdo de la (1.15) describe el momentun lineal total de un sistema de partículas, al principio de una interacción aislada. El derecho, el momentum lineal total al final de la misma. Se entiende, por consiguiente, que ésta duró Δt.


EJEMPLO 1.4


Una partícula de m1 = 3g se mueve hacia otra de m2 = 7 g con una velocidad relativa (a la 2) de 3 m.s–1. Supóngase que las dos velocidades son constantes. ¿Con qué velocidad se acerca cada una al centro de masa del sistema que conforman?41


[image: image]


SOLUCIÓN


Se sigue un procedimiento de uso bastante común en la mecánica. Dividir el trabajo en un análisis cinemático y otro cinético.


1. Análisis cinemático


Movimiento absoluto de las partículas. Se entiende con relación a un sistema inercial de referencia, en O. Nace de la superposición entre el movimiento absoluto del centro de masa del sistema y el relativo con respecto al centro de masa común. Así:


[image: image]42


[image: image]


Tras substraer miembro a miembro la (2) de la (1) se arriba a:


[image: image]


Una vez se simplifica se tiene que:


[image: image]


Un examen del miembro izquierdo de esta ecuación deja en claro que la velocidad de ambas partículas se mide con relación a un mismo sistema inercial. En consecuencia la diferencia entre ellas es la velocidad relativa de la partícula 1 con referencia a la 2. Vale decir:


[image: image]


Obsérvese que el miembro derecho de la expresión previa es justamente un dato:


[image: image]


De esto se sigue que la (3) se puede poner como:


[image: image]


2. Análisis cinético


En el presente caso la velocidad del centro de masa del sistema es constante, habida cuenta de que las velocidades de las partículas del sistema lo son. Por ende el centro de masa se mueve conforme al principio de inercia (primera ley de Newton); la fuerza externa tiene que ser nula, y por tanto el movimiento se desarrolla como si el sistema de partículas estuviera aislado.


Por otro lado, a la luz del resultado del ejemplo 1.3 es evidente que el momentum lineal posee también el carácter de relativo, puesto que una de sus componentes, la velocidad, así mismo lo es. De aquí que sea posible evaluar el momentum lineal respecto al centro de masa43 y se puede probar que la constante de la (1.13) se anula para esta condición (ver ejercicios 1.3.9 y 1.3.11). Se parte de este supuesto para resolver este ejemplo, que, por lo demás, sirve para ilustrar una herramienta bastante poderosa en la solución de problemas en los que interviene el movimiento relativo entre partículas.


La conservación del momentum lineal, con respecto al sistema C, es en un tiempo cualquiera t (ecuación 1.13):


[image: image]


Equivalente a:


[image: image]


Se substituye inmediatamente la (5) en la (6) y:


[image: image]


En seguida de despejar la velocidad y reemplazar por los datos:


[image: image]


Este resultado autoriza aseverar que un observador parado en el centro de masa advierte que la partícula 2 se traslada de izquierda a derecha, esto es, se aproxima a él.


Una vez se introduce este valor a la (5), se obtiene:


[image: image]


La partícula 1 se acerca, también, al centro de masa.


ENERGÍA44


La mecánica elemental enseña que un sistema físico posee dos clases de energía: cinética y potencial. Esta última incluye otras variedades, como la gravitatoria, la elástica y la electrostática, entre otras.


La complejidad del movimiento que desarrolla un sistema de partículas, es decir, como un todo y con movimientos relativos entre componentes, requiere que se haga distinción entre una energía externa, e, y otra interna, u, respectivamente. La energía total del sistema de partículas puede, consecuentemente, expresarse como:


[image: image]


A su vez, la energía externa:


[image: image]


Donde [image: image] representa la energía cinética del sistema de partículas, como un todo. Ésta es equivalente a la que tendría el centro de masa, de ahí que se haya adicionado el subíndice C. Esta energía se determina, entonces, a través de la conocida expresión:


[image: image]


Por su parte, [image: image] denota la energía potencial del sistema de partículas, como un todo. En ausencia de campos electromagnéticos45 surge de la suma de las energías potenciales gravitatorias, [image: image] y elástica, [image: image]. La primera se aplica en el centro de masa y la segunda en la frontera del sistema. Luego:


[image: image]


La energía potencial gravitatoria es función de la masa del sistema de partículas y de la altura instantánea de su centro de masa:


[image: image]


La energía potencial elástica depende del número de elementos elásticos (habitualmente resortes), de sus respectivas constantes elásticas y de la deformación de cada uno. En total:


[image: image]


La energía interna a su vez se formula del siguiente modo:


[image: image]


Donde [image: image] corresponde al total de energía cinética de las partículas, medida con respecto al centro de masa del sistema. En tanto que [image: image], al total de energía potencial entre pares de partículas.46 Se expresan, respectivamente:


[image: image]


[image: image]


Obsérvese que [image: image] simboliza la energía potencial entre un par de partículas. Ésta puede ser de índole gravitatoria o elástica.


La energía de un sistema de partículas se conserva en ausencia de fuerzas disipadoras. Por consiguiente:


[image: image]


EJEMPLO 1.5


Entre dos partículas 1 y 2 actúa un resorte (no está adherido a ellas) que se halla comprimido. Para mantenerlas en reposo se emplean dos cuerdas. En un momento dado se decide cortarlas y las partículas se separan e inician un vuelo. Se sabe que la energía potencial del resorte comprimido es 40 lbf.pie y que el conjunto trae una velocidad inicial de 20 pie.s–1 en la dirección positiva del eje [image: image]. Si las cuerdas se rompen cuando θ = 65°, calcular la velocidad de cada partícula. Sus masas son m1 = 4 lb, m2 = 6 lb. Suponer que existe conservación de energía.


[image: image]


SOLUCIÓN


El sistema se comporta como un todo hasta que se trozan las cuerdas. Todos los puntos se mueven, por ende, con la velocidad del centro de masa, v, que a su vez sólo posee componente en el eje [image: image]. Al romper las cuerdas el resorte actúa como un propulsor de las dos partículas, que comienzan a desplazarse según la línea de acción de la fuerza elástica (que es la misma del resorte).47


El problema tiene una solución relativamente sencilla si se estudia el movimiento con referencia al sistema del centro de masa C.48 Para eso se asume que el observador viaja sobre éste (o está en reposo relativo con relación a él). Tras la separación, las velocidades absolutas de las partículas resultan de la adición vectorial de la velocidad del centro de masa con las relativas al mismo. Con base en esta idea se estructura la solución del ejemplo. En primera instancia se trabaja desde el punto de vista cinético, al hacer cumplir las ecuaciones de conservación del momentum lineal y de energía (dos ecuaciones para dos incógnitas). Posteriormente se hace uso del enfoque cinemático explicado antes (ejemplo 1.4).


La conservación del momentum lineal con respecto a C es (ecuación 1.16):


[image: image]


El miembro izquierdo contiene el momentun lineal total del sistema después de su desintegración. Es claro, en consecuencia, que éste se puede presumir como aislado o en condición de choque.


De esta expresión se despeja uno de los dos vectores velocidad. La notación simplificada usada en esta oportunidad considera, implícitamente, que el vector velocidad se mide con relación al sistema C, a no ser que se dé noticia de lo contrario.


[image: image]


Antes de que se rompan las cuerdas (t0) el observador desde C concluye que la energía total del sistema es potencial (interna) únicamente:49


[image: image]50


Una vez que se produce la fragmentación, el resorte desaparece y traslada toda su energía a las partículas, las cuales adquieren velocidad con referencia al sistema C y por tanto energía cinética. La energía cinética total del sistema, relativa al sistema C, es acorde a la ecuación (1.24):51


[image: image]52


La energía se conserva, de suerte que al substituir la (2) y la (3) en la (1.26) ésta queda:53


[image: image]


En seguida de reemplazar la (1) en la (3) se llega a:


[image: image]


Equivalente a:


[image: image]


Después de factorizar en forma adecuada:


[image: image]


Finalmente, al despejar se encuentra la velocidad de la partícula 2 con respecto al centro de masa:


[image: image]


Un raciocinio idéntico y unas transformaciones similares conducen a obtener la velocidad relativa de la partícula 1 con relación al centro de masa:


[image: image]


Con esto acaba la etapa cinética de la solución del problema. A partir de este momento se procede al análisis cinemático (ver figura anterior). Se trata de establecer las velocidades de las partículas con respecto al sistema inercial de referencia. Son expresiones válidas para cualquier instante, que vienen discriminadas por componentes:


[image: image]


[image: image]


[image: image]


Al reemplazar los datos en la (5) se arriba a:


[image: image]54


Este valor en la (6), habilita hallar la componente en [image: image] de velocidad absoluta de la partícula 1:


[image: image]


Una vez se substituyen los datos en la (7) queda determinada la componente en el eje [image: image]
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