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			Introducción


			El objetivo principal del libro que tiene entre sus manos es brindar las herramientas técnicas y conceptuales que todo profesional necesita para evaluar económica y financieramente un proyecto de inversión desde un punto de vista privado, cualquiera sea su naturaleza o tamaño.


			La tarea de evaluar un proyecto es un proceso largo, que involucra a un conjunto de analistas multidisciplinarios encargados de identificar, formular y, finalmente, evaluar las distintas alternativas de inversión que se presentan para alcanzar un mismo objetivo. Esto pasa, obviamente, por estudiar los aspectos técnicos, de mercado, financieros, contables, administrativos y económicos que enmarcan cualquier proyecto, labor que, por razones evidentes, no puede ser llevada a cabo por un profesional de una especialidad determinada, sino que requiere el concurso de todos aquellos involucrados, de una u otra forma, en la marcha del proyecto.


			Sería prácticamente imposible pretender incluir en un solo libro todos estos aspectos con la profundidad necesaria, razón por la cual nos hemos concentrado exclusivamente en el proceso de evaluación económica y financiera.  Es decir, este libro será de utilidad para quienes, habiendo identificado y formulado convenientemente las diversas alternativas de inversión que tienen, requieren evaluarlas desde un punto de vista económico y financiero. No obstante, a lo largo de este trabajo se dejarán de lado los efectos que el proyecto pueda generar para cualquier persona distinta al inversionista que emprende el negocio, desestimando para ello lo que se conoce como costos y beneficios sociales; por lo mismo, se hablará de una evaluación privada de proyectos.


			Pero ¿qué significa evaluar económicamente un proyecto o alternativa de inversión? Evaluar un proyecto no es otra cosa que estimar las rentas económicas o beneficios extraordinarios que produce dicha alternativa respecto de otras igualmente factibles. Por ello, se dice que la evaluación es un análisis marginal y no absoluto, ya que el objetivo es determinar el exceso de rentabilidad que un proyecto genera frente a su mejor alternativa de mercado, dado el costo de oportunidad del capital. Estos beneficios extraordinarios pueden provenir del desarrollo de la actividad en sí misma, así como de la conveniencia del financiamiento que se utilice, dando lugar a la rentabilidad económica y financiera del proyecto, respectivamente.


			A partir de esta diferenciación, podemos definir hasta tres tipos de evaluación de proyectos. En primer lugar, la evaluación económica, cuyo objetivo es determinar las rentas económicas que genera el proyecto independientemente de quien o quienes lo financien o, dicho de otra forma, asumiendo que el inversionista es el único proveedor de los recursos necesarios. En segundo lugar, la evaluación del financiamiento neto, que busca determinar la concesionalidad de las alternativas de financiamiento que tiene el proyecto. Y, por último, la evaluación financiera, que reúne en una las dos anteriores, haciendo posible estimar la rentabilidad global del proyecto que se analiza.


			En el presente libro, trabajaremos con los tres tipos de evaluación, de acuerdo con lo que cada decisión de inversión requiera, de tal manera que el lector adquiera los conocimientos necesarios para enfrentar cualquiera de las tres formas de análisis.


			El libro se organiza de la siguiente manera. Se presentan dos partes claramente diferenciadas. En la primera, se ofrecen cuatro capítulos introductorios en los que se revisan los principales conceptos teóricos y prácticos de temas estrechamente vinculados con los procedimientos de la evaluación de proyectos: matemática financiera, economía, estadística y contabilidad. Luego, en la segunda parte, se revisan los aspectos de la evaluación en sí, los mismos que incluyen: la construcción del flujo de caja, el análisis del ingreso mínimo que un proyecto debe generar, los indicadores de rentabilidad, el ranking de proyectos, la optimización de la rentabilidad, la evaluación del financiamiento, el riesgo, la determinación del costo de oportunidad del capital, entre otros.


			Al final de cada capítulo, se presenta un breve resumen de todo lo tratado en él, así como una serie de ejercicios con los cuales se busca reforzar los conceptos presentados previamente. Las resoluciones propuestas para estos ejercicios, así como el planteamiento de un conjunto de casos prácticos que engloban diversos temas en forma simultánea, pueden ser directamente descargados por el lector en el área de descargas de la página web del Fondo Editorial de la Universidad del Pacífico (fondoeditorial.up.edu.pe) Será necesario introducir el código que encontrarán en la hoja de créditos (página 4).


			Antes de terminar esta introducción, queremos agradecer a todas y cada una de las personas que hicieron posible la realización de este libro. En primer lugar, a Alejandra Silva, por su diligente labor en la preparación de esta cuarta edición. A los diversos asistentes de investigación que a lo largo de todos estos años han colaborado con la preparación y revisión de los capítulos del libro, en sus primeras ediciones, entre los que podemos mencionar a Hiroshi Munayco, Pablo Lavado, Jezabel Sablich, Claudia González del Valle, Giovann Alarcón, Diego Rosado, Pablo Suárez, César Osorio, Ilka Gerlach, Andrea Portugal, Eduardo Bastante, Iris Roca Rey, Juan Carlos Bisso, Luis Nicolini, Sandra Vásquez y Martín Auqui. Además, queremos expresar nuestro especial agradecimiento a Juan Francisco Castro, por su paciente y dedicada labor en la edición de la primera versión de este libro. Tampoco podemos dejar de mencionar a todos y cada uno de nuestros alumnos de Evaluación de Proyectos de la Facultad de Economía y Finanzas de la Universidad del Pacífico, quienes han sido los principales inspiradores de este esfuerzo. Finalmente, nuestro agradecimiento al Centro de Investigación de la Universidad del Pacífico, por todo el apoyo logístico y administrativo brindado para el buen desarrollo de este trabajo.


			Arlette Beltrán B.


			Hanny Cueva B.


			Recomendaciones para el lector


			Este libro tiene una finalidad básicamente didáctica y, como tal, resulta adecuado proponer unas pautas de uso al lector interesado en aprender las técnicas de la evaluación de proyectos, o a quien utilice este libro para enseñarlas.


			Es a partir de la integración de todas las herramientas que se desarrollan en él, en cada capítulo, que será posible evaluar cualquier alternativa de inversión, de la dimensión que esta sea: comprar en cuotas cuando uno utiliza la tarjeta de crédito, o elegir la opción de pagar al contado una vez vencidos los días de gracia; optar entre distintos tipos de fondos de inversión de diverso riesgo para los ahorros de jubilación; o decidir si convertir una vieja casona familiar, estratégicamente ubicada, en un restaurante de lujo, una playa de estacionamiento, o un centro de convenciones y actividades socioculturales.


			Todos los capítulos presentados apuntan a esta finalidad y, en ese sentido, se detalla a continuación la lógica en que han sido propuestos y pueden ser utilizados para evaluar un proyecto. La primera parte del libro busca que el lector que no está muy familiarizado con (o guarda en el olvido) conceptos básicos de economía, contabilidad y estadística, pueda seguir la lógica y los contenidos de la segunda parte sin mayores dificultades. Incluso para estudiantes o recién egresados de economía o carreras afines, esta revisión podría servir para recordar o afianzar algunos temas que ahí se incluyen. De todos modos, se sugiere al lector que no esté seguro de dominarlos, revisar los contenidos de esta primera parte antes de lanzarse a la lectura (o, más aún, al estudio) de los temas que se discuten en la segunda parte, o, al menos, recurrir a estos primeros capítulos cuando se requieran sus conceptos para comprender lo que viene a continuación.


			La parte central del documento se divide en ocho capítulos adicionales, que tratan de seguir un hilo conductor en el proceso mismo de la evaluación de proyectos. Como ya se advirtió en la introducción, estas labores se desarrollan luego de que el proyecto ha sido convenientemente identificado y formulado, de tal forma que el evaluador puede contar con toda la información de la que los estudios realizados sobre el mismo permiten disponer.


			Se empieza con el flujo de caja, que es el estado de cuenta básico en la evaluación de un proyecto, ya que reúne las entradas y salidas efectivas de dinero que se asocian con él en cada momento del tiempo. Es imposible dar un paso más en el proceso de evaluación sin tener un flujo de caja bien construido y, por ello, este capítulo (el quinto) se concentra en dar todos los detalles al respecto, así como lo contrasta con los otros estados de flujo más usados en contabilidad y finanzas.


			El siguiente capítulo analiza el tema de costos económicos, es decir, aquellos que incluyen costos de oportunidad, que usualmente no se consideran en la contabilidad de una empresa ni tampoco en el flujo de caja. Por dicha razón, el análisis que se propone en este capítulo complementa el que se realiza en el de flujo de caja, y tiene como intención permitir al evaluador identificar otros aspectos que debe analizar antes de tomar una decisión de inversión, como, por ejemplo, qué está dejando de lado para poner el negocio, cuál es la situación sin proyecto, o qué implica moverse hacia la situación en la que el proyecto sí se lleva a cabo. Este capítulo, entonces, es un excelente complemento de la construcción del flujo de caja, pues pone en evidencia una serie de factores que tienen que ser considerados, ya que son parte de los costos económicos que podrían llevar, incluso, a desestimar el inicio o la continuidad de un negocio.


			El capítulo VII solo puede utilizarse luego de haber aplicado las herramientas propuestas en los dos anteriores. Es la presentación, análisis y discusión de los principales indicadores de rentabilidad que, a partir de la información que se organiza en el flujo de caja y de los costos económicos considerados, permite determinar si el proyecto es o no rentable para la persona que lo quiere poner en marcha. Aquí se presentan varios de los más conocidos indicadores de rentabilidad y, aunque usualmente solo se decide con uno o dos de ellos, resulta imprescindible conocer qué implican los demás y cómo combinarlos con (o sustituir a) los primeros para arribar a decisiones más precisas. Entonces, aunque el VAN, la TIR o la TVR serían suficientes para elegir una alternativa de inversión, el resto de los indicadores podrían representar, en determinados casos, la posibilidad de tomar una decisión más correcta.


			El capítulo de ranking de proyectos es una aplicación de las herramientas vistas previamente a la necesidad de establecer prioridades frente a muchas alternativas de inversión. Estas no siempre se presentan, ya que a veces solo se necesita elegir entre dos opciones de negocio o varias alternativas para un mismo proyecto. De requerirse un ranking, será necesario establecer qué proyectos de la cartera que se ofrece son los que deben llevarse a cabo, confirmando previamente si el capital disponible excede o no a esta elección, ya que ello marcará la diferencia para elegir entre las varias estrategias existentes para establecer un ranking de proyectos.


			El siguiente tema, relacionado con la optimización de la rentabilidad (capítulo IX), trabaja sobre la base de proyectos que en principio ya son rentables, pero para los cuales, con el propósito de maximizar esta rentabilidad, se podrían ajustar algunas condiciones básicas, como su tamaño, sus fechas de inicio o fin, su localización, etc. Puede llegar a ser una herramienta opcional de análisis si la mayor parte de las condiciones para el desarrollo del proyecto han sido previamente definidas y no hay mucho margen de maniobra (debo iniciarlo de inmediato y en el terreno ubicado en determinada zona, por ejemplo). De no ser así, la aplicación de estas técnicas permitirá mejorar la rentabilidad del proyecto y su performance a lo largo de los años de vida útil.


			El análisis del financiamiento de una inversión es un tema fundamental y delicado que no se aborda prácticamente en el libro sino en su décimo capítulo. Allí se presentan las distintas fuentes de fondos de un negocio, y las herramientas para evaluar su conveniencia, aun cuando el foco central del capítulo es el análisis de los préstamos de terceros, que es la forma más común de financiar (parcial o totalmente) un nuevo proyecto de inversión. Este análisis debiera hacerse luego de confirmar que el proyecto es económicamente rentable, es decir, que el negocio como tal es una idea atractiva, sin considerar de dónde sale el dinero para hacerlo o qué tan buenas son las condiciones de las fuentes con las cuales se va a financiar. Solo después se debe pensar en elegir la mejor forma de obtener los recursos para llevarlo a cabo evaluando, con las herramientas que da el capítulo, las distintas opciones disponibles.


			El capítulo que sigue, el de riesgo, es de especial importancia, ya que cuando se evalúa una alternativa de inversión, la información que se maneja nunca es totalmente exacta. Generalmente, procede de estimaciones y cálculos que son más o menos probables o que, en no pocos casos, a lo sumo nos permiten manejar algunos rangos de variación aproximados. Por ello, se presentan distintas herramientas para lidiar con las dos situaciones más comunes que enfrenta un proyecto en esta materia: aquellas en donde se manejan probabilidades de ocurrencia (el riesgo en sí), y otras en las que solo se conocen posibles resultados, sin contar con cálculos de qué tan probable es que se den (incertidumbre). Las primeras técnicas nos permiten llegar a resultados que, aunque no son exactos, sí nos dan órdenes de magnitud más precisos sobre el valor esperado de la rentabilidad o su probabilidad de que sea positiva. Las estrategias para lidiar con la incertidumbre son menos precisas, pero dan opciones de análisis en ese tipo de situaciones en las que solo será posible llegar a resultados aproximados por rangos de variación. En todo caso, cualquiera sea la situación, es imprescindible aplicar un análisis de riesgo o incertidumbre al proyecto que se está evaluando, contrastando al menos posibles escenarios alternativos de resultado.


			La parte teórica del libro se cierra con una breve discusión sobre cómo calcular la tasa de interés que servirá como tasa de descuento o de comparación en la evaluación del proyecto, especialmente cuando se está analizando uno nuevo. El caso de proyectos dentro de una empresa ya establecida requiere un análisis mayor que escapa a los alcances de este libro, es decir, el cálculo del costo de oportunidad de una empresa en marcha, el que puede ser encontrado en libros de finanzas corporativas.


			Con este breve recuento, se intenta guiar al lector en el uso integral del libro, con la finalidad de que pueda aplicar todas las herramientas propuestas para llegar a la conclusión final de su análisis: si el proyecto que tiene bajo evaluación es o no rentable.


		


		

			Primera parte
1. Conceptos básicos de matemática financiera


			En este capítulo, se presentan los principales conceptos de matemática financiera vinculados con la evaluación de proyectos. Así, se analizan el interés simple y compuesto, las principales fórmulas de actualización y capitalización del dinero, los diferentes tipos de anualidades y los esquemas de amortización de préstamos más utilizados.


			1.	Interés


			El interés es el precio que se debe pagar por el uso de un capital prestado, y es la diferencia entre el capital original que se recibe y el monto final que se devuelve.


			El monto del interés depende de:


			•	La magnitud del capital prestado.


			•	La tasa de interés simple.


			•	El tiempo de duración de la operación.


			•	El riesgo del negocio en donde se invierte el capital prestado.


			•	Las variables de carácter económico, político y social que influyen en el riesgo del negocio.


			1.1	Interés simple


			En una operación de interés simple, el capital que genera dicho interés permanece constante a lo largo del tiempo que dura la operación. La capitalización, que es la adición de dicho interés al capital original, se realiza al término de la operación.


			Para deducir la fórmula general, consideremos el siguiente ejemplo.


			Ejemplo I.1.


			Un importante fabricante de artesanía peruana tiene pensado ampliar su negocio para así incrementar su producción y poder exportar su mercadería. Para ello, quiere comprar un nuevo torno cuyo valor es de S/ 15,000. El fabricante ha adquirido un préstamo del Banco de Exportadores del Perú. La tasa de interés simple que le cobra dicho banco es del 20% al año y el préstamo será cancelado en un período de 2 años.


			Al final del primer año, el interés generado por el capital inicial será:


			Interés = 15,000 × 0.20 × 1 =  3,000


			Al final del segundo año, el interés generado por el capital inicial será:


			Interés = 15,000 × 0.20 × 2 = 6,000


			Por lo tanto, se puede deducir que el interés simple total que se paga por una operación es:	


			I = P × i × n	(I.1)


			donde:


			I:	interés total.


			P:	monto inicial de efectivo.


			i:	tasa de interés simple por período.


			n:	número de períodos que dura la operación (días, meses, trimestres, etc.).


			En esta fórmula, hay que tener en cuenta que tanto la tasa de interés (i) como el número de períodos de tiempo (n) deben estar expresados en las mismas unidades. Es decir, si la tasa de interés se expresa en años, los períodos de tiempo también deberán ser años.


			De la ecuación (I.1.) se puede despejar el resto de las variables:


			[image: ]	(I.2)


			[image: ]	(I.3)


			[image: ]	(I.4)


			Cabe tener en cuenta algunas observaciones vinculadas con la generación de intereses en las fórmulas anteriores.


			Observación 1


			Para que una persona tenga derecho a percibir intereses, su dinero debe estar depositado en el banco o alguna institución financiera como mínimo por un día. Es decir, no se ganan intereses por horas, minutos o segundos. Para calcular el interés acumulado entre dos fechas, el número de períodos en días debe excluir el día en que se realizó el depósito e incluir el último día, es decir, aquel en que se retiró el dinero1.


			Ejemplo I.2.


			El señor Juan Pérez, ahorrista del Banco del Perú, tuvo depositada cierta cantidad de dinero en dicho banco del 3 de julio al 18 de septiembre del mismo año. Al llegarle el estado de su cuenta de ahorros, se dio con la sorpresa de que el interés que había producido dicho capital era diferente al que él había calculado. Según el señor Pérez, el banco le debía un día de interés, por lo que decidió mandar una carta haciendo el reclamo respectivo.


			Una semana más tarde, el señor Pérez recibió una carta del banco donde se le comunicaba que no se había cometido ningún error al contabilizar los días de interés, y para demostrarlo le adjuntaba el siguiente cronograma:


			Tabla I.1


			Cronograma de intereses


			

				

					

					

				

				

					

							

							Al


						

							

							Días transcurridos en el mes


						

					


					

							

							31 de julio


						

							

							28 (excluye el 3 de julio)


						

					


					

							

							31 de agosto


						

							

							31


						

					


					

							

							18 de septiembre


						

							

							18 (incluye el 18 de septiembre)


						

					


					

							

							Total


						

							

							77 días


						

					


				

			


			Al revisar el cronograma, el señor Pérez se dio cuenta de que el banco estaba en lo cierto y que su error había sido contabilizar el día del depósito como un día de interés ganado.


			Observación 2


			En general, los períodos de tiempo calendario no coinciden con los financieros. Por ello, a partir de ahora, los siguientes períodos de tiempo en situaciones financieras tendrán la duración en días que se indica:


			Tabla I.2


			Períodos financieros


			

				

					

					

				

				

					

							

							Período


						

							

							Días


						

					


					

							

							Año


						

							

							360


						

					


					

							

							Semestre


						

							

							180


						

					


					

							

							Cuatrimestre


						

							

							120


						

					


					

							

							Trimestre


						

							

							90


						

					


					

							

							Bimestre


						

							

							60


						

					


					

							

							Mes


						

							

							30


						

					


					

							

							Quincena


						

							

							15


						

					


				

			


			Por lo tanto, para el cálculo de tasas de interés simples que se encuentren entre estos períodos de tiempo, se tomará como base la duración antes mencionada.


			Ejemplo I.3.


			Si la tasa de interés anual simple del sistema bancario es del 14%, ¿cuál será la tasa para el período comprendido entre el 1 de agosto de 2010 y el 1 de septiembre de 2011?


			14% ------------------------  360 días


			x% -------------------------- 395 días


			La tasa de interés simple comprendida entre el 1 de agosto de 2010 y el 1 de septiembre de 2011 es del 15.36%.


			Observación 3


			Cuando en el mercado se producen variaciones en las tasas de interés, la fórmula (I.1) debe ser modificada para que dichas variaciones sean incorporadas en el cálculo correcto del interés simple total.


			Por lo tanto, la fórmula correcta sería:


			[image: ]	(I.5)


			donde:


			ik:	tasa de interés en el período k.


			nk:	número de períodos en que se repite la tasa ik.


			m:	número de períodos nk totales.


			Ejemplo I.4.


			La Sra. Estela Correntista, ahorrista de Financiera Santa Teresa, tiene depositados S/ 8,000 en su cuenta de ahorros. ¿Cuál será el interés que la Sra. Estela ha ganado entre el 6 de julio y el 30 de septiembre, si entre el 6 de julio y el 16 de julio la tasa anual fue del 24%, entre el 16 de julio y el 16 de septiembre la tasa anual bajó al 21%, y a partir del 16 de septiembre la tasa anual fue del 17%?


			[image: ]


			[image: ]


			La Sra. Estela Correntista ha ganado S/ 395.55.


			1.1.1 Cálculo del capital final o valor futuro


			El monto o importe capitalizado constituye la suma del capital inicial y el interés, es decir:


			S = P + I	(I.6)


			donde, reemplazando I con la fórmula (I.1), se tiene:	


			S = P + (P × i × n) 	(I.7)


			Factorizando:


			S = P + (1 × i × n)	(I.8)


			donde:


			S:   capital final de efectivo o valor futuro.


			En esta fórmula, (n) y la tasa de interés simple se refieren a una misma unidad de tiempo y (l + i × n) es el factor simple de capitalización.


			Ejemplo I.5.


			¿Cuál será el saldo final de una persona en su libreta de ahorros si el depósito lo realizó el 4 de octubre y retiró el dinero el 16? La tasa de interés es del 4% mensual y el depósito inicial fue de S/ 8,000.


			S 	=	?


			P 	=	8,000


			i 	=	0.004


			n 	=	[image: ]


			Reemplazando los datos en la fórmula (I.8):


			[image: ]


			El saldo final asciende a S/ 8,128.


			1.1.2 Cálculo del capital inicial o valor presente


			El capital inicial o valor presente (P) de un importe con vencimiento en una fecha futura, es aquel que, a una tasa de interés dada, alcanzará un monto igual a su valor futuro a la fecha de vencimiento.


			Dicho valor presente se obtiene despejando la fórmula (I.8), de forma tal que:


				[image: ]	(I.9)


			
    En esta fórmula, al igual que en el caso del valor futuro, la tasa de interés y (n) están expresados


			en la misma unidad de tiempo y [image: ] es el factor simple de actualización.


			Ejemplo I.6.


			Encontrar el capital inicial que, a una tasa de interés mensual simple del 7% y durante 120 días, produjo un monto de S/ 2,000.


			[image: ]


			Aplicando la fórmula (I.9):


			[image: ]


			[image: ]


			P = 1,562.5


			El capital inicial es de S/ 1,562.5.


			1.1.3 La tasa de interés


			A partir de la fórmula (I.9), se puede despejar (i) para obtener:


				[image: ]	(I.10)


			Ejemplo I.7.


			El dueño de un taller de mecánica quiere comprar una nueva máquina de planchado de automóviles. El precio al contado de la máquina es de S/ 7,000, pero existe un financiamiento que le permite al mecánico pagar una cuota inicial de S/ 2,500 y el saldo con una letra a 45 días por el importe de S/ 5,500. ¿Cuál es la tasa de interés simple mensual que se le está cobrando al mecánico?


			Dado que la máquina al contado cuesta S/ 7,000 y el financiamiento incluye una cuota inicial de S/ 2,500, entonces el monto realmente financiado es de S/ 4,500.


			i 	=	?


			P 	=	4,500


			S 	=	5,500


			n 	=	[image: ]


			Reemplazando en la fórmula (I.10), se obtiene:


			[image: ]


			i = 0.1481


			La tasa de interés simple mensual que se le está cobrando al mecánico es del 14.81%.


			1.1.4 Cálculo del número de períodos que dura la operación


			De igual manera, a partir de la fórmula (I.9) se puede despejar (n):


				[image: ]	(I.11)


			Ejemplo I.8.


			Inés quiere comprarse un auto usado que le cuesta S/ 8,570. En estos momentos, solo cuenta con S/ 1,500, pero ella tenía la intención de solicitar un préstamo por la diferencia. Sin embargo, no tuvo en cuenta que en este tipo de transacciones el pago es en efectivo. ¿Cuánto tiempo necesitará Inés para juntar lo necesario para comprar el auto si decide depositar su dinero a una tasa de interés del 15% mensual?


			n 	=	?


			P 	=	4,500


			S 	=	5,500


			i	=	0.15


			Reemplazando en la fórmula (I.11), se obtiene:


			[image: ]


			Inés juntará el dinero que necesita en 32 meses o, lo que es lo mismo, en dos años y ocho meses.


			1.2	Interés compuesto


			El interés compuesto es aquel que se adiciona al capital inicial (se capitaliza), de forma tal que los intereses sucesivos se computan sobre el nuevo monto capitalizado.


			Es por ello que el interés compuesto incorpora el concepto de interés simple, ya que se trata de una sucesión de operaciones de este último en las que el capital inicial varía de período a período por el efecto de las continuas capitalizaciones.


			Para el cálculo del interés compuesto, se deben tener en cuenta los siguientes aspectos:


			•	La tasa de interés, que puede ser nominal o efectiva, como veremos luego.


			•	El número de períodos de capitalización en el año (m), el cual se halla a partir de la relación entre el año bancario y la frecuencia de capitalización de la tasa de interés.


			•	El número de períodos de capitalización (n) en el horizonte temporal. Se entiende que el número de períodos de capitalización debe ser un número entero.


			1.2.1 Tasas utilizadas en el sistema financiero2


			1.2.1.1 Tasa nominal y tasa proporcional


			La tasa de interés nominal es una tasa referencial que no incorpora capitalizaciones. Además, posee las siguientes propiedades:


			a)	Se aplica directamente a operaciones de interés simple.


			b)	Es susceptible de proporcionalizarse (dividirse o multiplicarse) (m) veces en un año, ya sea para ser expresada en otra unidad de tiempo (en el caso del interés simple) o como unidad de medida para ser capitalizada (n) veces en operaciones de interés compuesto, siendo (m) el número de capitalizaciones en el año.


			La proporcionalidad de una tasa de interés nominal se traduce al expresarla en diferentes períodos de tiempo. Es así como una tasa nominal anual puede proporcionalizarse efectuando una regla de tres simple considerando un año bancario de 360 días.


			Ejemplo I.9.


			¿Cuál será la tasa proporcional diaria y mensual correspondiente a una tasa nominal anual del 24%?


			Tasa diaria =	[image: ] 


			Tasa mensual = [image: ]


			1.2.1.2 Tasa efectiva


			La tasa efectiva (i) para (n) períodos de capitalización puede obtenerse a partir de una tasa nominal (j) capitalizable (m) veces en el año, de acuerdo con la siguiente fórmula3:


			[image: ]	(I.12)


			Para un mismo horizonte de tiempo y de capitalización, cuando la tasa de interés nominal y la tasa de interés efectiva coinciden, la rentabilidad obtenida a interés simple y compuesto es la misma.


			Por ejemplo, el monto simple de un capital de S/ 1.000 a una tasa nominal anual del 24% y el monto compuesto de una tasa efectiva anual del 24% dan el mismo valor de S/ 1.240.


			Monto simple   	S = 1,000 × (1 + 0.24 × 1) = 1,240                 


			Monto compuesto 	S = 1,000 × (1 + 0.24)1 = 1,240         


			Ejemplo I.10.


			¿Cuál es la tasa efectiva semestral (TES) para un depósito de ahorros que gana una tasa nominal anual del 24% capitalizable mensualmente?


			Aplicando la fórmula (I.12), se tiene:


			[image: ]


			La tasa de interés efectiva semestral es del 12.62%.


			Ejemplo I.11.


			El Banco del Nuevo Perú cobra una tasa de interés nominal anual del 18% por un préstamo en moneda nacional. 


			a)	Si dicha tasa tiene una capitalización bimensual, ¿cuál es la tasa de interés efectiva mensual y anual que el banco está cobrando por esta operación?


			b)	Si la capitalización de la tasa fuera anual, ¿cambiaría su respuesta?


			a)	La tasa de interés efectiva mensual (j) es:


				[image: ]


				La tasa de interés efectiva anual (g) es:


				[image: ]


				Las tasas de interés efectiva mensual y anual que el banco nos cobra son 1.49% y 19.4%, respectivamente.


			b)	Si la capitalización fuera anual, la tasa de interés efectiva anual (g) sería del 18%, mientras que la tasa de interés efectiva mensual (j) sería:


				[image: ]


				Las tasas de interés efectiva anual y mensual que el banco nos cobra son 18% y 1.39%, respectivamente.


			1.2.1.3 Tasas equivalentes


			Dos o más tasas efectivas correspondientes a diferentes unidades de tiempo son equivalentes cuando producen la misma tasa efectiva para un mismo período de tiempo.


			Por ejemplo, una tasa de interés efectiva mensual del 1.53% y una tasa de interés efectiva trimestral del 4.66% son equivalentes, ya que:


			(1.0153)12 – 1 = 0.2


			(1.0466)4 – 1 = 0.2


			Es decir, ambas tasas producen una tasa efectiva anual del 20%.


			1.2.1.4 Tasa real


			La tasa de interés real mide en qué grado la inflación, o aumento generalizado y sostenido en el nivel de precios, distorsiona el valor nominal de una tasa de interés.


			La tasa de interés real (r) es una tasa de interés a la cual se le ha descontado el efecto de la inflación. Si conocemos la tasa de interés efectiva (i), expresada en valores corrientes4, y la tasa de inflación (f), podemos calcular la tasa real de la siguiente manera:


			[image: ]	(I.13)


			Como se observa en la fórmula (I.13), la tasa de interés real se ha obtenido deflactando (i).


			Ejemplo I.12.


			Calcule el costo real de un préstamo pactado a una tasa efectiva anual del 20%, considerando una inflación, para el mismo período, del 18%.


			Aplicando la fórmula (I.13):


			[image: ]


			La tasa de interés real es del 1.7%.


			Ejemplo I.13.


			Si dispongo de S/ 3,000 y quiero ganar un 5% mensual en términos reales, ¿a qué tasa en valores corrientes debería colocar ese capital si se proyecta una inflación del 4%?


			Despejando (i) de la fórmula (I.13):


			[image: ]


			Debo colocar mi capital a una tasa del 9.2% en valores corrientes.


			1.2.1.5 Tasa efectiva en moneda nacional de una operación denominada en moneda extranjera


			La rentabilidad (o pérdida) de un depósito en moneda extranjera estará en función de la tasa de interés que se perciba por él y la devaluación (o revaluación) del sol con respecto a dicha moneda.


			Así, el cálculo de la tasa efectiva en moneda nacional de un depósito en moneda extranjera se basa en la tasa efectiva en moneda extranjera y la tasa de devaluación de la moneda nacional (la devaluación es una tasa efectiva), a través de la siguiente fórmula:


				[image: ]5	(I.14)


			donde:


			iMN:	tasa efectiva en moneda nacional.


			iME:	tasa efectiva en moneda extranjera.


			td:	tasa de devaluación de la moneda nacional.


			Como se puede observar, ante una devaluación, la tasa en moneda nacional será mayor que la tasa en moneda extranjera obtenida por el depósito. Esto se debe a que las unidades de moneda extranjera obtenidas por el depósito podrán ser intercambiadas por una mayor cantidad de moneda nacional respecto a la cantidad inicial (sin los efectos de la devaluación). Para el caso de una revaluación, se daría exactamente lo contrario.


			Ejemplo I.14.


			Calcule la tasa de interés efectiva anual en soles de un certificado bancario en moneda extranjera (CBME) que paga una tasa nominal anual del 8%, con capitalización mensual, suponiendo una devaluación promedio mensual del 2%.


			Reemplazando en la fórmula (I.14), se tiene:


			[image: ]


			La tasa de interés efectiva anual en moneda nacional es del 37.35%.


			1.2.2 Cálculo del valor final o stock final de efectivo


			Si tenemos un capital P, que gana una tasa de interés (i) por período de tiempo durante (n) períodos capitalizables, tendríamos, al final del horizonte temporal, el monto S, dado por:


				[image: ]	(I.15)


			Donde la tasa de interés compuesto (i) y el número de períodos por capitalizar (n) deben estar expresados en las mismas unidades de tiempo (años, trimestres, meses, días, etc.).


			El factor (1 + i)n es el factor compuesto de capitalización y su función es llevar al futuro cualquier cantidad presente.


			Para el caso de las tasas de interés nominales, la ecuación (I.14) puede ser reformulada como:


				[image: ]	(I.16)


			donde:


			j:	tasa de interés nominal.


			m:	número de capitalizaciones al año.


			Cabe señalar que cuando la tasa de interés (i) y la capitalización están definidas para el mismo período de tiempo, la tasa de interés puede ser considerada directamente como una tasa de interés efectiva.


			1.2.3 Cálculo del capital inicial


			A partir de la ecuación (I.15), podemos despejar P para obtener el capital inicial:


				[image: ]	 (I.17)


			El factor (1 + i)–n es el factor compuesto de actualización. Dicho factor puede traer a valor presente cualquier cantidad futura o llevar al pasado cualquier cantidad presente.


			Asimismo, a partir de (I.16), podríamos despejar P para el caso de tasas nominales que capitalizan en distintos períodos de tiempo. Así:


				 [image: ]	(I.18)


			Ejemplo I.15.


			El 6 de agosto, la empresa Licores Andinos S. A. descontó en el Banco Regional del Oeste un pagaré cuyo valor nominal era de S/ 12,000. Dicho pagaré vence el 6 de octubre. ¿Cuál será el importe que el banco debe abonar a la empresa, si la tasa de interés nominal anual de descuento de pagarés es del 24%? Considere que dicha tasa se capitaliza mensualmente.


			[image: ]


			Utilizando la fórmula (I.18), se obtiene:


			[image: ]


			El importe que el banco debe abonar a la empresa es de S/ 11,534.03.


			1.2.4 Cálculo de la tasa de interés


			Para calcular la tasa de interés, podemos despejar (i) a partir de la ecuación (I.15), de donde obtenemos:


				[image: ]	(I.19)


				


			Cabe resaltar que si (i) y (n) son expresados en las mismas unidades de tiempo, la tasa de interés es considerada una tasa de interés efectiva. Por lo tanto, para convertirla en una tasa que capitaliza en un período diferente de tiempo, ya no habría que dividirla o multiplicarla, sino que será necesario sacar su raíz o elevarla a la potencia de tiempo requerido.


			Ejemplo I.16.


			¿A qué tasa de interés efectiva mensual un capital de S/ 5,000 se habrá convertido en un monto de S/ 7,200, si dicho capital original fue colocado a dos meses de plazo?


			[image: ]


			Aplicando la fórmula (I.19),


			[image: ]


			La tasa de interés efectiva mensual es del 20%.


			1.2.5 Cálculo del número de períodos de capitalización


			Al igual que en el caso del cálculo de la tasa de interés, a partir de la ecuación (I.15) podemos despejar el número de períodos de capitalización. De esta forma, obtenemos:


				[image: ]	(I.20)


			En la fórmula (I.20), (n) representa el número de unidades de tiempo a la que hace referencia (i). Por ejemplo, si (i) está expresada en términos anuales, (n) es el número de años.


			Ejemplo I.17.


			¿En qué tiempo se triplicará un capital depositado a una tasa de interés efectiva del 3% mensual?
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			A partir de la fórmula (I.20),
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			El capital se triplicará en 38 meses.


			1.2.6 Cálculo del interés 


			Por definición, el interés es la diferencia entre el valor o stock final de efectivo y el capital inicial. Tomando en cuenta esta definición, se tiene que:


			[image: ]	(I.21)


			Reemplazando S en la ecuación (I.21.) por su equivalente en la ecuación (I.15), se obtiene:


			[image: ]	(I.22)


			Factorizando P del lado derecho de la ecuación, se tiene:


			[image: ]	(I.23)


			Cabe señalar que a partir de la ecuación (I.22) podemos despejar P, (i) y (n), obteniendo así tres nuevas ecuaciones para el cálculo de dichas variables, que serían equivalentes a las vistas anteriormente.


			1.3	Relaciones de equivalencia


			Cuando dos importes coinciden cronológicamente y están expresados en la misma unidad monetaria, entonces, en ese momento del tiempo, podrán sumarse o restarse. Esta propiedad puede utilizarse tanto cuando se lleva un valor al futuro (capitalizar), como cuando se trae al presente (actualizar). Asimismo, dos o más importes de dinero, ubicados en diferentes momentos del tiempo, son equivalentes cuando sus valores, llevados a una misma fecha en el tiempo con una misma tasa de interés, son iguales.


			En el caso del interés compuesto, si dos importes son equivalentes en el presente, serán también equivalentes en algún otro momento en el tiempo; esto no ocurre necesariamente con el interés simple.


			Ejemplo I.18.


			El señor Rodríguez está considerando emprender un negocio. Con esta intención, retira a los cuatro meses de depósito S/ 6,480 del Banco Emprendedor. Sin embargo, esta cantidad no era suficiente, por lo que luego de tres meses retira S/ 6,840 del Banco Milán.


			Estas cantidades habían permanecido en el banco ganando una tasa de interés simple de 24% anual. Sin embargo, el señor Rodríguez necesita conocer cuál era el importe preciso que él depositó para evaluar correctamente la rentabilidad de su inversión inicial.


			Usando la fórmula (I.16), se tiene:
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			Los importes retirados de S/ 6,480 y S/ 6,840, a una tasa de interés simple anual del 24%, fueron generados por un depósito de S/ 6,000 en el momento 0. Por lo tanto, ambos importes son equivalentes.


			Ejemplo I.19.


			La señora Castro necesita acumular S/ 1,340.09 en 5 meses para poder renovar su contrato con la empresa que le asegura su auto. Ella no sabe si debe depositar en su cuenta de ahorros el importe de S/ 1,050 ahora, o si le conviene más depositar S/ 1,102.5 el próximo mes. Ambos depósitos estarían afectos a una tasa de interés efectiva mensual del 5%. ¿Cuál es la mejor opción para la señora Castro?


			Si llevamos a finales del mes 5 el primer monto:
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			Asimismo, si llevamos el segundo monto a finales del quinto mes:
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			La señora Castro podría escoger cualquiera de los dos momentos para realizar el depósito. Ambos generan S/ 1,340.09 a finales del quinto mes, monto que necesita para renovar su contrato con la aseguradora. Es decir, ambos importes son equivalentes.


			2.	Anualidades


			Una anualidad es un conjunto de dos o más flujos de igual monto, equidistantes en el tiempo. El intervalo de tiempo entre los flujos no es necesariamente un año; puede ser un semestre, un mes, un día, etc. Cumpliendo con las características anteriormente señaladas, son ejemplos de anualidades: los sueldos, los dividendos, las pensiones de enseñanza, las primas de seguro, entre otros. Dentro de la anualidad, el importe de cada flujo recibe el nombre de renta (R), por lo que, de acuerdo con la definición anterior, el conjunto de rentas constituye una anualidad.


			2.1	Clasificación de las anualidades


			En la siguiente tabla, se muestran los diferentes tipos de anualidades existentes, en función de su grado de certeza, su dimensión temporal y el pago de la renta.


			Tabla I.3
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			2.1.1 Anualidades ciertas


			Son aquellas anualidades cuyas condiciones (plazo, tasa, frecuencia de capitalización de la tasa, etc.) se conocen con anticipación y se establecen previamente, generalmente a través de un contrato entre las partes que intervienen.


			Estas anualidades, de acuerdo a su duración, pueden ser clasificadas en temporales y perpetuas. Las anualidades temporales son aquellas cuyo horizonte es un plazo determinado de tiempo, como por ejemplo el pago de un alquiler. Las anualidades perpetuas, por su parte, son aquellas cuyo horizonte temporal no está determinado y tiende al infinito, como por ejemplo la cuota de un bono a perpetuidad.


			Las anualidades ciertas pueden ser, a su vez:


			•	Vencidas u ordinarias: cuando las rentas se producen al final del período.


			•	Anticipadas: cuando las rentas se producen a comienzos del período.


			•	Diferidas: cuando deudor y acreedor, después de haber fijado los períodos en los que se efectuará el pago de la anualidad, acuerdan la exoneración del pago de las rentas durante un determinado número de vencimientos.


			2.1.2 Anualidades eventuales o contingentes


			Las anualidades eventuales o contingentes son aquellas cuya fecha de inicio y fin depende de un evento previsible, mientras que el período de realización de dichas anualidades depende de un evento no previsible. Un ejemplo de una anualidad eventual es un seguro de vida: uno conoce la fecha de inicio y la fecha final del seguro (ya que se paga anualmente), mas solo se usa en caso de accidente, es decir, ante un evento impredecible.


			Las anualidades eventuales o contingentes pueden dividirse en vitalicias y temporales. Las vitalicias son aquellas cuyo horizonte de tiempo depende de la vida del rentista. En las temporales, por su parte, el horizonte de tiempo termina luego de haberse realizado una cierta cantidad de flujos, aún cuando el rentista continúe viviendo.


			En el presente capítulo, no se desarrollarán este tipo de anualidades.


			Por último, cabe mencionar que, en general, las anualidades, sean ciertas o contingentes, pueden ser a su vez de tres tipos:


			•	Simples: cuando el período de renta coincide con el período de capitalización (la tasa de interés implícita dentro de la anualidad se considera efectiva).


			•	Generales: cuando el período de renta no coincide con el período de capitalización.


			•	Impropias: son anualidades cuyas rentas no son iguales.


			2.2	Anualidad perpetua


			2.2.1 Renta perpetua


			Una renta perpetua es una sucesión constante e infinita de flujos de caja. Para tener una mejor idea, imaginemos un país cuyo poder económico le permite ofrecer un bono que pagará cupones a perpetuidad por R dólares anualmente. Para hallar el valor de este título, utilizamos la fórmula del valor actual (VA).


			[image: ]


			Reexpresando [image: ], tenemos:


			VA = a (1+ x + x2 + ... )


			Podemos multiplicar esta expresión por x:


			x VA = a x + a x2 + a x3 + ...


			Restando esta última ecuación de la primera, tenemos:


			VA(1 – x) = a


			Ahora, sustituimos (a) y (x) y reordenamos:


			[image: ]	(I.24)


			Ejemplo I.20.


			El señor Sánchez ha alcanzado la edad necesaria para jubilarse. Durante su tiempo de servicio, estuvo aportando a la AFP El Pino y actualmente tiene reunidos S/ 125,000. Al señor Sánchez le gustaría recibir su pensión como una renta perpetua; sin embargo, para tomar una decisión final, necesita conocer el monto que va a recibir mensualmente. La tasa de interés que ganan los aportes del señor Sánchez es del 6% mensual. ¿Cuál es el monto de la renta perpetua que recibirá el señor Sánchez al jubilarse?


			[image: ]


			Reemplazando en la fórmula (I.24), se obtiene:
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			La renta que recibiría el señor Sánchez mensualmente sería de S/ 7,500.


			2.2.2 Renta perpetua creciente


			Suponga que la renta de su departamento es de S/ 4,200 al año y se incrementa en un 7% anual. Si se sabe que este incremento continuará indefinidamente, la sucesión de los desembolsos se conocerá como renta perpetua creciente. Si la tasa de descuento es del 12%, el valor actual de los desembolsos sería:


				[image: ]


			Algebraicamente, se puede expresar la fórmula como:
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			donde R es el desembolso que será realizado un año después, (g) es la tasa de crecimiento de esta renta por período, e (i) es la tasa de interés.


			Para simplificar esta fórmula, aplicamos el mismo procedimiento utilizado para el caso de la renta perpetua:


			VA = a( 1+ x + x2 + ... )


			donde  [image: ] Ya se ha demostrado que la suma de una serie geométrica 


			infinita es [image: ] Usando este resultado y despejando (a) y (x), tenemos:


			[image: ]	(I.25)


			Entonces, en el caso anterior, tenemos:
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			El valor actual de los desembolsos sería de S/ 84.000.


			Es necesario tener en cuenta dos observaciones con respecto a las formas anteriores:


			•	Se considera que la primera renta se recibe a finales del año 1, y no se recibe monto alguno en el momento actual. De otro modo, la renta que se obtenga en el período inicial deberá adicionarse al VA antes calculado, de forma tal que:


			[image: ]	(I.26)


				donde R0 es la renta que se recibe en el momento actual.


			•	La tasa de interés (i) debe ser mayor que la tasa de crecimiento (g) para que la fórmula de renta perpetua creciente funcione. El valor actual es indefinido cuando (i) es menor que (g).


			Ejemplo I.21.


			La empresa Ferrer S. A. está por pagar un dividendo de S/ 5 por acción. Según la información disponible, los dividendos se incrementarán en un 4% cada año y en forma indefinida. Si la tasa de descuento es del 9%, ¿cuál es el precio de la acción hoy?


			Como la tasa de crecimiento es del 4%, el dividendo del año siguiente será de S/ 5.2 (5 x 1.04); además, se recibirán en forma inmediata S/ 5, por lo que deberá aplicarse la fórmula (I.26) para calcular el VA. Así, el precio de la acción hoy6 es de S/ 109.


			[image: ]


			2.3 Anualidades vencidas


			2.3.1 Monto o valor futuro de una anualidad simple


			Tomando como fecha de análisis el final del horizonte temporal de la anualidad, el monto S de una anualidad simple puede obtenerse del siguiente modo:


			Tabla I.4
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			Como se puede observar en la tabla, cada R está sometido a un interés compuesto por (n) diferentes períodos: el primero por (n-1), el segundo por (n-2), el penúltimo por un período, y el último no genera interés porque su pago coincide con la fecha del término del horizonte de tiempo de la anualidad. El monto o valor futuro de la anualidad es igual a la suma de los montos parciales de cada R llevado al final del horizonte temporal.
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			Por lo tanto, S es igual a la suma de una progresión geométrica cuyo primer término es R y su razón es (1 + i), por lo que7:


			[image: ]	(I.27)


			[image: ]	(I.28)


			donde:


			S:	monto o valor futuro de una anualidad.


			R: 	renta.


			i: 	tasa de interés del período capitalizable.


			n:	número de períodos de capitalización en el horizonte temporal.


			El término entre corchetes de las ecuaciones (I.27) y (I.28) se conoce como factor de capitalización y su función consiste en llevar al período (n) las rentas que componen la anualidad, a una tasa de interés de (i) por período.


			Ejemplo I.22.


			Usted es empleado de una compañía peruana y está afiliado a una administradora de fondos de pensiones (AFP), por lo que ha aportado a su fondo de pensiones S/ 360 al año durante sus últimos 5 años de actividad laboral. ¿Qué importe habrá acumulado en ese tiempo si percibió una tasa de interés efectiva anual del 10%?


			Tabla I.5
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			En la tabla anterior, cada uno de los flujos ha sido llevado al momento 5 para poder calcular el monto acumulado. Su desarrollo directo a través de la formula (I.28) sería el siguiente:


			[image: ]


			A una tasa de interés del 10% anual, usted ha acumulado un monto de S/ 2,197.84 en su fondo de pensiones.


			Ejemplo I.23.


			¿Qué monto se acumulará en una cuenta de ahorros si cada fin de mes, y durante 5 meses, se depositaron S/ 500, por los cuales se percibe una tasa de interés nominal anual del 36% capitalizable mensualmente?


			Para poder aplicar directamente la fórmula (I.28), debemos primero convertir la tasa de interés nominal en una tasa de interés efectiva. Para ello, dividimos 36% / 12 = 3% y, dado que la capitalización es mensual, la tasa de interés del 3% ya es efectiva.


			Aplicando la fórmula:
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			El monto que se acumulará en la cuenta de ahorros es de S/ 2.654,57.


			2.3.2 Valor presente de una anualidad simple


			La ecuación (I.15) indica el valor futuro de una cantidad P a la que se le aplica un interés compuesto. Reemplazando esta expresión en la ecuación (I.28), se obtiene:


			[image: ]	(I.29)


			Despejando el valor presente, P resulta:


				[image: ]	(I.30)


			lo que se reduce a:


			[image: ]	(I.31)


			En las fórmulas (I.30) y (I.31), el término entre corchetes es el factor de actualización. Este factor sirve para traer a valor presente las rentas que componen la anualidad, a una tasa de interés (i) por período.


			Ejemplo I.24.


			La empresa transnacional ABB S. A. decide cancelar las cuatro últimas cuotas fijas de un préstamo contraído con el Banco DRG. Cada una de las cuotas asciende a S/ 500,000, las mismas que vencerán dentro de 30, 60, 90 y 120 días. ¿Qué importe deberá cancelar hoy la empresa si le están cobrando una tasa de interés efectiva del 5% mensual?


			Aplicando la fórmula (I.31):
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			A una tasa de interés efectiva del 5%, la empresa deberá cancelar al banco S/ 1,772,975.


			2.3.3 Cálculo del valor de las rentas en las anualidades simples


			Una serie de rentas iguales ha sido llevada al futuro con el factor de capitalización y ha sido traída al presente con el factor de actualización. Si tenemos un caso de anualidades simples en el que se conocen la tasa de interés, el número de períodos y además el valor futuro (S) o el valor presente (P), entonces es posible calcular R a partir de estos valores, despejándolo de las fórmulas (I.28) y (I.31), respectivamente. Así:


				[image: ]	(I.32)


			[image: ]	(I.33)


			Ejemplo I.25.


			Una empresa industrial está pensando adquirir un nuevo grupo electrógeno dentro de 5 meses, dada la antigüedad del que tiene actualmente. El precio de dicho equipo se estima en S/ 8.000. El administrador de la empresa ha sugerido empezar a ahorrar un monto fijo mensual de tal manera que, llegado el momento, se pueda cubrir el precio del nuevo grupo. ¿Qué importe debe ahorrar la empresa cada fin de mes si la tasa de interés nominal anual que le paga el banco es del 24% y se capitaliza mensualmente?


			Tasa de interés nominal anual = 24%


			Tasa de interés nominal mensual =  [image: ]  = 2%


			Dado que la capitalización es mensual, la tasa de interés efectiva mensual es del 2%.


			Como se conoce el valor futuro del equipo, se utiliza la fórmula (I.32) para hallar R:
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			La empresa debe ahorrar S/ 1,537.27 cada fin de mes para la compra de su nuevo grupo electrógeno al cabo de los cinco meses.


			2.3.4 Cálculo de n en una anualidad


			A partir de las fórmulas (I.28) y (I.31), se puede calcular (n). Así, utilizando la fórmula (I.28), se obtiene:


			[image: ]	(I.34)


			Por otro lado, si utilizamos la fórmula (I.31) se deduce que:


			[image: ]	(I.35)


			Ejemplo I.26.


			La señora Prado se ha convertido en una ahorrista compulsiva, dadas las grandes campañas que realizan los bancos en el Perú para atraer nuevos ahorristas. Su objetivo actual es acumular S/ 5,475, que es el costo de la computadora que pretende comprarle a su hija. ¿Cuántos meses deberá depositar S/ 500 para acumular dicho monto, si la tasa de interés nominal anual, de capitalización mensual, es del 24%?
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			Dado que conocemos el valor futuro de la anualidad, aplicaremos la fórmula (I.34).
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			La señora Prado tendrá que depositar S/ 500 durante 10 meses para poder obtener S/ 5,475, dadas las condiciones a las que están sujetas estos depósitos.


			Ejemplo I.27.


			¿Con cuántas cuotas trimestrales vencidas de S/ 500 se podrá amortizar un pagaré de S/ 5,000, por el cual se paga una tasa de interés efectiva trimestral del 6.12%?


			Dado que conocemos el valor presente de la anualidad, aplicaremos la fórmula (I.35).
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			Para amortizar un pagaré de S/ 5,000 con las características anteriormente planteadas, se requieren 16 cuotas trimestrales (4 años).


			2.4	Anualidades anticipadas


			Una anualidad anticipada es una sucesión de rentas (Ra) que se reciben o pagan a inicios del período, como sucede con el pago de alquileres por adelantado, con el pago de pensiones de estudio, con la cuota inicial de una compra a plazos, etc. La diferencia entre una anualidad simple vencida y una anualidad simple anticipada, dado el mismo número de rentas, radica en que en la anualidad vencida la última renta no percibe interés porque coincide con el término del plazo de la anualidad, mientras que en la anualidad anticipada la última renta se produce al inicio del último período, percibiendo el interés y beneficio hasta el final del mismo, fecha en la que concluye el plazo de la anualidad.


			2.4.1 Monto o valor futuro de una anualidad simple anticipada


			Tomando como fecha el final del horizonte temporal de una anualidad, el monto S de una anualidad anticipada puede obtenerse de la siguiente manera:


			Tabla I.6
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			Cada pago de (Ra) está sometido a interés compuesto por (n) períodos diferentes: el primero, ubicado en el momento 0, durante (n) períodos; el segundo, ubicado en el momento 1, durante (n-1) períodos; y así sucesivamente hasta llegar al último, que está sometido al interés durante un solo período.


			El monto total de la anualidad es igual a la suma de los montos parciales de cada (Ra) llevado al final del horizonte temporal:


			[image: ]	(I.36)


			Dado que S es igual a la suma de una progresión geométrica cuyo primer término es Ra(1 + i) y su razón es (1 + i), se obtiene la siguiente fórmula:


			[image: ]	(I.37)


			Se puede observar en la ecuación (I.37) que el monto o valor futuro de una anualidad anticipada es similar al de una vencida, cuya renta ha sido multiplicada por (1 + i) (véanse las ecuaciones (I.27) y (I.28)). Por lo tanto:


			S = Ra(1 + i) × Factor de capitalización


			Ejemplo I.28.


			¿Qué monto se acumulará al término de 4 meses, si a partir de hoy se depositan S/ 100 al principio de cada mes en una cuenta de ahorros, percibiendo una tasa de interés nominal anual del 24%, capitalizada mensualmente?
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			Aplicando la fórmula (I.37), se obtiene:


			[image: ]


			El monto que se acumulará al término de 4 meses es de S/ 420.40.


			2.4.2 Valor presente de una anualidad simple anticipada


			Al igual que para el caso de una anualidad simple vencida, el valor presente se puede obtener reemplazando el valor S de la ecuación (I.37) por su equivalencia financiera, de manera similar a lo efectuado en la fórmula (I.29).


			Por lo tanto, tendríamos que el valor presente de una anualidad simple anticipada es igual a:


			[image: ]	(I.38)


			[image: ]	(I.39)


			Se puede apreciar que el valor presente de una anualidad anticipada simple es igual al valor presente de una anualidad vencida simple cuya renta ha sido multiplicada por (1 + i) (véase la ecuación (I.31)).


			Por lo tanto, podemos decir que:


			P = Ra (1 + i) × Factor de actualización


			Ejemplo I.29.


			Un local comercial es alquilado por 4 meses con pagos anticipados de S/ 500. ¿Cuál es el valor actual del contrato de arriendo si se aplica una tasa de interés efectiva del 3% mensual?


			[image: ]


			Utilizando la fórmula (I.39), se concluye que:
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			El valor actual del contrato de arriendo es de S/ 1,914.3.


			2.4.3 Cálculo del valor de las rentas o imposiciones en las anualidades simples anticipadas


			Las rentas de una anualidad simple anticipada pueden ser obtenidas despejando las fórmulas (I.37) y (I.39), respectivamente. Es así como, conociendo la tasa de interés compuesta, el número de períodos en los cuales la renta se repite y el valor presente o el valor futuro de dicha anualidad, es posible determinar la renta anticipada.


			Así, despejando la renta anticipada de la fórmula (I.37), se obtiene:


			[image: ]	(I.40)


			Por otro lado, despejando la renta de la fórmula (I.39), se tiene:


			[image: ]	(I.41)


			Ejemplo I.30.


			Calcule el importe de la renta mensual anticipada que, al cabo de 4 meses, permitirá acumular S/ 5,000 si la tasa de interés efectiva mensual es del 3%.
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			Aplicando la fórmula (I.40):
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			La renta mensual anticipada es de S/ 1.160,33.


			Ejemplo I.31.


			¿Cuál será el importe mensual que se debe pagar por un préstamo bancario de corto plazo de S/ 10,000, reembolsable en cuatro cuotas anticipadas, a una tasa de interés efectiva mensual del 3%?
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			Aplicando la fórmula (I.41):
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			El importe mensual por pagar es de S/ 2,611.91.


			2.4.4 Cálculo de n en una anualidad anticipada


			A partir de las fórmulas (I.40) y (I.41), se puede obtener (n). La utilización de una u otra fórmula dependerá de la información de la que se disponga: el valor presente o el valor futuro de una anualidad simple anticipada. Así, si se cuenta con información sobre el valor futuro, se despejará (n) de la fórmula (I.40) para obtener:


				[image: ]	(I.42)


			Mientras que si se cuenta con información sobre el valor presente, la fórmula que se despejará será la (I.41):


				[image: ]	(I.43)


			Ejemplo I.32.


			¿Cuántas mensualidades adelantadas de S/ 500 será necesario ahorrar para acumular un monto de S/ 5,584.36 en un banco que paga una tasa de interés nominal anual del 24%, capitalizable mensualmente?
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			Aplicando la fórmula (I.42):
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			Será necesario ahorrar 10 mensualidades anticipadas para acumular S/ 5,584.36.


			Ejemplo I.33.


			¿Con cuántos pagos trimestrales de S/ 490 se podrá amortizar un préstamo de S/ 5,000, si se cobra una tasa de interés efectiva trimestral del 6.12%?
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			Utilizando la fórmula (I.43), se obtiene:
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			Se amortizará el préstamo con 15 pagos trimestrales.


			2.5	Anualidades diferidas


			Una anualidad deferida ocurre cuando en un contrato de crédito o una operación similar, por acuerdo expreso de los contratantes, el pago de las rentas empieza después del vencimiento de uno o varios períodos, contados a partir del inicio del plazo pactado. Dicho período de tiempo es conocido como período de gracia o plazo diferido. Durante este plazo diferido (k), el capital inicial es capitalizado al vencimiento de cada período para luego distribuirlo entre el número de cuotas que se debe pagar por el préstamo.


			Por lo tanto, al vencimiento del plazo diferido, una anualidad diferida se convierte en una anualidad vencida o anticipada, a la cual se pueden aplicar los factores financieros vencidos o anticipados vistos anteriormente.


			2.5.1 Valor futuro de las anualidades diferidas: vencidas y anticipadas


			Ya que una anualidad simple diferida, tanto vencida como anticipada, es una clase particular de una anualidad simple, le son aplicables las fórmulas (I.28) y (I.37), respectivamente.


			Ejemplo I.34.


			Dada una tasa efectiva mensual del 3% y 7 meses de plazo, calcule el valor futuro de una anualidad vencida y de una anticipada si la renta es de S/ 100 y existe un período de gracia de 3 meses, incluido en (n).


			Como existe un período de gracia (k) de 3 meses, al aplicar las fórmulas (I.28) y (I.37), el (n) que se reemplazará será igual a 4.


			•	Anualidades vencidas:


			Reemplazando los datos en la fórmula (I.28):
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			El valor futuro de la anualidad vencida es de S/ 418.36.


			•	Anualidades anticipadas:


			Reemplazando los datos en la fórmula (I.37):
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			El valor futuro de la anualidad anticipada es de S/ 430.91.


			2.5.2 Valor presente de las anualidades diferidas: vencidas y anticipadas


			El valor presente de una anualidad simple diferida vencida se obtiene llevando a futuro transitoriamente las rentas al final del plazo diferido aplicando el factor de capitalización, para luego traer ese importe al presente utilizando el factor simple de actualización. Es así como se obtiene la siguiente fórmula:


			[image: ]	(I.44)


			P = R × Factor de capitalización × Factor simple de actualización


			Si en la ecuación (I.44) reemplazamos la renta vencida (R) por la renta anticipada equivalente Ra(1 + i), se obtiene el valor presente de una anualidad diferida anticipada:


			[image: ]	(I.45)


			Ejemplo I.35.


			Calcule el valor presente de una renta ordinaria de S/ 1,000 mensual que se recibirá después de transcurridos tres meses y durante un período de un año. Utilice una tasa de interés efectiva mensual del 4%.


			P = ?


			R = 1,000


			k = 3


			n = 12


			i = 0.04


			Reemplazando los valores en la fórmula (I.44), se tiene:


			P = 1,000 × 15.0258 × 0.5553 = 8,343.30


			El valor presente es de S/ 8,342.33.


			Cabe mencionar que el valor de las rentas en las anualidades diferidas simples, tanto vencidas como anticipadas, se calcula aplicando las siguientes fórmulas, respectivamente:


			[image: ]	(I.46)


			[image: ]	(I.47)


			Asimismo, el cálculo de (n) se efectúa de forma similar a los casos de anualidades simples no diferidas. Por lo tanto, a las anualidades vencidas les son aplicables las fórmulas (I.34) y (I.35), y a las anualidades anticipadas, las fórmulas (I.42) y (I.43).


			3.	Amortizaciones


			La amortización es un proceso financiero mediante el cual una deuda u obligación, y los intereses que genera, se paga progresivamente por medio de servicios parciales. Puede realizarse a inicios de cada período (flujos anticipados), a finales de cada período (flujos vencidos), o después de cierto plazo pactado originalmente (flujos diferidos). De cada pago o cuota, una parte se destina a cubrir los intereses generados por la deuda (cuota de interés), y el resto, a disminuir el principal de la misma (cuota de amortización).


			Cabe anotar que, contablemente, amortizar es el proceso que consiste en disminuir el valor de un activo intangible, cargando este importe como gasto. Sin embargo, en el presente capítulo tomaremos el concepto financiero de amortización, mientras que el concepto contable será visto en el capítulo IV.


			La estimación de la amortización de un préstamo requiere de los siguientes componentes:


			•	El importe de los pagos periódicos de amortización, que pueden ser uniformes o irregulares.


			•	El número de pagos, cuyos plazos pueden ser uniformes o irregulares.


			•	La tasa de interés, que puede ser fija, variable o implícita.


			•	La formulación de tablas de amortización, conocidas también como cuadros de servicio de la deuda.


			3.1	Tabla de reembolso de préstamo o servicio de una deuda


			Conjuntamente con el desembolso inicial del préstamo, sea parcial o total, se emite una tabla referencial de reembolso, llamada así porque su elaboración supone:


			a)	La invariabilidad de la tasa de interés durante todo el plazo del crédito.


			b)	La cancelación de las cuotas exactamente el día de su vencimiento.


			c)	El desembolso del crédito en una o varias armadas.


			No obstante, algunos de los tres supuestos pueden no cumplirse. Por ejemplo, los prestatarios pueden pagar sus cuotas con algunos días de atraso o anticiparse en sus pagos. En el primer caso, las cuotas serán penalizadas con una tasa de mora. En el segundo caso, podrán descontarse de la cuota tantos días como falten para su vencimiento, utilizando la tasa vigente.


			Una tabla de reembolso puede tener diferentes formatos de acuerdo con los criterios de la empresa que otorga los préstamos. Sin embargo, estas por lo general adoptan el modelo que se presenta en la tabla I.7.


			Tabla I.7


			Modelo de tabla de amortización


			

				

					

					

					

					

					

					

				

				

					

							

							N.º / fecha


						

							

							Servicio


							o cuota total


						

							

							Cuota de interés


						

							

							Cuota de amortización


						

							

							Saldo o deuda residual


						

							

							Deuda


							extinguida


						

					


					

							

							Indica el número del servicio o cuota, o su fecha de vencimiento.


						

							

							Suma de la cuota de interés y la cuota de amortización. El servicio puede incluir solo una de las dos cuotas, de acuerdo a cómo ha sido pactado el préstamo.


						

							

							Importe devengado por la aplicación de la tasa periódica del préstamo sobre la deuda residual.


						

							

							Importe calculado de acuerdo con el sistema de reembolso pactado. Al vencimiento de cada cuota, disminuye la deuda residual.


						

							

							Saldo del préstamo original en un momento determinado. En el momento 0, el saldo es igual al monto recibido por el préstamo.


						

							

							Importe acumulado de las cuotas de amortización. Al vencimiento, la suma de estas será igual al importe inicial del préstamo.


						

					


				

			


			3.2	Sistema de repago de préstamos


			Para el reembolso de un préstamo pueden aplicarse diversos sistemas, limitados únicamente por el principio de equivalencia financiera. Según este principio, la suma de las cuotas descontadas a valor presente con la tasa de interés, o una combinación de tasas pactadas, debe ser igual al importe del crédito original. Los principales sistemas de repago de préstamos se muestran en la siguiente tabla:


			Tabla I.8


			Sistemas de repago


			

				

					

					

				

				

					

							

							Sistema de repago


						

							

							Modalidad


						

					


					

							

							Cuotas constantes


						

							

							• Vencidas


							• Vencidas en períodos variables


							• Anticipadas


							• Diferidas


						

					


					

							

							Amortización constante


						

					


					

							

							Interés constante


						

					


					

							

							Cuotas crecientes


						

							

							• Aritméticamente


							• Geométricamente


							• Periódicamente


							• Suma de números dígitos


						

					


					

							

							Reajuste de deudas


						

					


					

							

							Combinados


						

					


				

			


			3.2.1 Cuota constante


			3.2.1.1 Cuota constante vencida


			Se calcula utilizando el factor de actualización dado por la fórmula (I.33) y se compone de la cuota de interés y la cuota de amortización. La primera es generada por la deuda residual, y la segunda, por la diferencia entre la cuota constante y la cuota de interés. A medida que se devenga cada servicio, la cuota de amortización experimenta un incremento geométrico con una razón de (1 + i) cuyo importe es igual a la caída que experimenta la cuota de interés.


			Ejemplo I.36.


			Prepare la tabla referencial de reembolso de un préstamo de S/ 10,000, desembolsado el 8 de marzo. Este debe ser cancelado en siete cuotas constantes cada fin de trimestre, con una tasa de interés efectiva trimestral del 6%.
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			Usando la fórmula (I.33), se tiene:
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			Tabla I.9


			Tabla referencial de reembolso


			

				

					

					

					

					

					

					

					

					

				

				

					

							

							Fecha


						

							

							Días


						

							

							N


						

							

							A. Cuota1/


						

							

							B. Interés2/


						

							

							C. Amortización3/


						

							

							D. Saldo4/


						

							

							E. Deuda extinguida5/


						

					


					

							

							Mar. 08


						

							

							

							0


						

							

							

							

							

							10,000


						

							

							0.00


						

					


					

							

							Jun. 04


						

							

							90


						

							

							1


						

							

							1,791.35


						

							

							600


						

							

							1,191.35


						

							

							8,808.65


						

							

							1,191.35


						

					


					

							

							Sep. 04


						

							

							90


						

							

							2


						

							

							1,791.35


						

							

							528.52


						

							

							1,262.83


						

							

							7,545.82


						

							

							2,454.18


						

					


					

							

							Dic. 03


						

							

							90


						

							

							3


						

							

							1,791.35


						

							

							452.75


						

							

							1,338.60


						

							

							6,207.22


						

							

							3,792.78


						

					


					

							

							Mar. 03


						

							

							90


						

							

							4


						

							

							1,791.35


						

							

							372.43


						

							

							1,418.92


						

							

							4,788.30


						

							

							5,211.70


						

					


					

							

							Jun. 01


						

							

							90


						

							

							5


						

							

							1,791.35


						

							

							287.30


						

							

							1,504.05


						

							

							3,284.25


						

							

							6,715.75


						

					


					

							

							Ago. 30


						

							

							90


						

							

							6


						

							

							1,791.35


						

							

							197.05


						

							

							1,594.30


						

							

							1,689.95


						

							

							8,310.05


						

					


					

							

							Nov. 28


						

							

							90


						

							

							7


						

							

							1,791.35


						

							

							101.40


						

							

							1,689.95


						

							

							0.00


						

							

							10,000.00


						

					


					

							

							Total


						

							

							630


						

							

							

							12,539.45


						

							

							2,539.45


						

							

							10,000.00


						

							

							

					


				

			


			1/ Obtenida usando la fórmula (I.33).


			2/ Bt = Dt - 1 x 0.06, donde 0.06 = tasa de interés.


			3/ Ct = At - Bt.


			4/ Dt = Dt - 1 - Ct. 


			5/ Et = Et - 1 + Ct.


			En la tabla referencial de reembolso, se observa que:


			•	Las amortizaciones tienen un crecimiento geométrico a razón de 1.06.


			•	En cada cuota, el incremento de la amortización es igual a la reducción del interés.


			3.2.1.2 Cuotas constantes en períodos variables


			Cuando un préstamo debe reembolsarse con cuotas constantes que vencen en períodos variables de tiempo, dichas cuotas no constituyen una anualidad, porque los períodos de pago no son uniformes. En estos casos, sin embargo, también es posible obtener rentas constantes en períodos variables. El procedimiento que se debe seguir consiste en:


			•	Fijar las fechas de vencimiento de cada cuota y establecer los días que median entre los vencimientos de cada una de ellas.


			•	Hallar el valor actualizado de una cuota de S/ 1, utilizando el factor simple de actualización con una tasa periódica.


			•	La suma de los importes de cada cuota de S/ 1 traída al presente constituye el factor de actualización con rentas de período variable (FA), cuya inversa es el factor de capitalización para las mismas (FC).


			•	Obtenido el FC, este se multiplica por el importe del préstamo para hallar la cuota constante.


			La consistencia del procedimiento puede verificarse comprobando que el valor presente de las cuotas sea igual al importe del préstamo.


			Ejemplo I.37.


			Calcule la cuota fija y prepare la tabla referencial para un préstamo de S/ 10,000 desembolsado el 10 de julio, reembolsable en cuatro cuotas uniformes con vencimiento cada trimestre calendario (el 10 del último mes de cada trimestre), a una tasa de interés efectiva trimestral del 6%.


			a)	Cálculo de los períodos de tiempo de cada cuota


			Tabla I.10


			

				

					

					

					

					

					

				

				

					

							

							Detalle


						

							

							Fecha


						

							

							Días


						

							

							Días acumulados


						

							

							n


						

					


					

							

							Desembolso


						

							

							Jul. 10


						

							

							0


						

							

							0


						

							

							0


						

					


					

							

							1.er vencimiento


						

							

							Oct. 10


						

							

							92


						

							

							92


						

							

							1


						

					


					

							

							2.do vencimiento


						

							

							Ene. 10


						

							

							92


						

							

							184


						

							

							2


						

					


					

							

							3.er vencimiento


						

							

							Abr. 10


						

							

							90


						

							

							274


						

							

							3


						

					


					

							

							4.to vencimiento


						

							

							Jul. 10


						

							

							91


						

							

							365


						

							

							4


						

					


				

			


				


			b)	Actualización de las cuotas de importe S/ 1,00


			[image: ]


			c)	Obtención del FC 
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			d)	Cálculo de la cuota fija para períodos de tiempo variables
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			Tabla I.11


			Tabla referencial de reembolso


			

				

					

					

					

					

					

					

					

				

				

					

							

							Fecha


						

							

							A. Días


						

							

							N


						

							

							B. Cuota1/


						

							

							C. Interés2/


						

							

							D. Amortización3/


						

							

							E. Saldo4/


						

					


					

							

							Jul. 10


						

							

							

							0


						

							

							

							

							

							10,000.00


						

					


					

							

							Oct. 10


						

							

							92


						

							

							1


						

							

							2,892.8


						

							

							613.73


						

							

							2,279.07


						

							

							7,720.99


						

					


					

							

							Ene. 10


						

							

							92


						

							

							2


						

							

							2,892.8


						

							

							473.86


						

							

							2,418.94


						

							

							5,301.99


						

					


					

							

							Abr. 10


						

							

							90


						

							

							3


						

							

							2,892.8


						

							

							318.11


						

							

							2,574.68


						

							

							2,727.30


						

					


					

							

							Jul. 10


						

							

							91


						

							

							4


						

							

							2,892.8


						

							

							165.50


						

							

							2,727.30


						

							

							0.00


						

					


					

							

							Total


						

							

							365


						

							

							

							11,571.2


						

							

							1,571.2


						

							

							10,000.00


						

							

					


				

			


			1/ Bt= 10,000 x FC, donde 10,000 = préstamo.


			2/ Ct = Et-1 x [(1.06)(A/90) - 1], donde 0.06 = tasa de interés.


			3/ Dt = Bt - Ct.


			4/ Et = Et-1 - Dt.


			3.2.1.3 Cuotas constantes anticipadas


			Las cuotas constantes anticipadas en los sistemas de amortización de préstamos, permiten que la entidad financiera efectúe un desembolso menor que el efectivamente solicitado por el prestatario. Esto se debe a que el desembolso y el vencimiento de la primera cuota son coincidentes, pues ocurren en el momento 0.


			Las cuotas constantes anticipadas pueden ser trabajadas con la misma metodología empleada para sus similares vencidas, teniendo en cuenta que hay que considerar a la cuota anticipada como una cuota vencida traída a valor presente durante un período, tal como se hizo en la sección de anualidades.


			De esta forma, el cálculo de la cuota constante anticipada se basa en las fórmulas (I.40) y (I.41).


			Ejemplo I.38.


			Prepare la tabla referencial de reembolso para un préstamo de S/ 10,000 otorgado el 10 de julio, para amortizarse en cinco cuotas uniformes trimestrales anticipadas, a una tasa de interés efectiva trimestral del 6%.


			[image: ]


			Utilizando la fórmula (I.41), se tiene:
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			Tabla I.12


			Tabla de reembolso de un crédito con cuotas anticipadas


			

				

					

					

					

					

					

					

					

				

				

					

							

							Fecha


						

							

							Días


						

							

							N


						

							

							A. Cuota1/


						

							

							B. Interés2/


						

							

							C. Amortización3/


						

							

							D. Saldo4/


						

					


					

							

							Jul. 10


						

							

							0


						

							

							0


						

							

							

							

							

							10,000.00


						

					


					

							

							Jul. 10


						

							

							0


						

							

							0


						

							

							2,239.59


						

							

							0


						

							

							2,239.59


						

							

							7,760.41


						

					


					

							

							Oct. 08


						

							

							90


						

							

							1


						

							

							2,239.59


						

							

							465.63


						

							

							1,773.96


						

							

							5,986.45


						

					


					

							

							Ene. 06


						

							

							90


						

							

							2


						

							

							2,239.59


						

							

							359.19


						

							

							1,880.40


						

							

							4,106.05


						

					


					

							

							Abr. 06


						

							

							90


						

							

							3


						

							

							2,239.59


						

							

							246.36


						

							

							1,993.23


						

							

							2,112.82


						

					


					

							

							Jul. 05


						

							

							90


						

							

							4


						

							

							2,239.59


						

							

							126.77


						

							

							2,112.82


						

							

							0.00


						

					


					

							

							Total


						

							

							360


						

							

							

							11,197.95


						

							

							1,197.95


						

							

							10,000.00


						

							

					


				

			


			1/ Obtenida usando la fórmula (1.41).


			2/ Bt = Dt-1 x 0.06, donde 0.06 = tasa de interés.


			3/ Ct = At -Bt.


			4/ Dt = Dt-1 - Ct.


			El financiamiento bruto de S/ 10,000 se ha convertido en un financiamiento neto de S/ 7,760.41 por la deducción de la primera cuota fija anticipada. La primera cuota ha sido aplicada totalmente como amortización, porque en el momento 0 el saldo deudor no ha podido generar intereses.


			Cabe resaltar que el préstamo de S/ 10,000 reembolsable en cinco cuotas constantes anticipadas de S/ 2,239.59 equivale a un financiamiento de S/ 7,760.41 reembolsable en cuatro cuotas constantes vencidas del mismo importe anterior.


			3.2.1.4 Cuotas constantes diferidas


			En este sistema, el prestatario no paga interés ni capital durante los períodos diferidos, y el interés del préstamo se capitaliza al vencimiento de cada cuota diferida. Al término de los períodos diferidos, el principal capitalizado servirá como base para calcular la cuota fija, considerando solo el número de cuotas que restan en el horizonte temporal pactado.


			La cuota diferida puede ser vencida o anticipada. Para su cálculo, se utilizan las ecuaciones (I.46) y (I.47), respectivamente.


			Ejemplo I.39.


			Prepare la tabla referencial de reembolso para un préstamo de S/ 10,000 con cuatro cuotas constantes pagaderas cada fin de trimestre. Considere un período diferido y una tasa de interés efectiva trimestral del 6%.


			R = ?


			P = 10,000


			k = 1


			n = 4


			i = 0.06
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			Tabla I.13


			Tabla de reembolso: cuotas diferidas


			

				

					

					

					

					

					

					

				

				

					

							

							N


						

							

							A. Cuota1/


						

							

							B. Interés2/


						

							

							C. Amortización3/


						

							

							D. Saldo4/


						

							

							E. Interés de capital5/


						

					


					

							

							0


						

							

							

							

							

							10,000.00


						

							

					


					

							

							1


						

							

							

							0.00


						

							

							0.00


						

							

							10,600.00


						

							

							600


						

					


					

							

							2


						

							

							3,059.07


						

							

							636.00


						

							

							2,423.07


						

							

							8,176.93


						

							

					


					

							

							3


						

							

							3,059.07


						

							

							490.62


						

							

							2,568.45


						

							

							5,608.48


						

							

					


					

							

							4


						

							

							3,059.07


						

							

							336.51


						

							

							2,722.56


						

							

							2,885.91


						

							

					


					

							

							5


						

							

							3,059.07


						

							

							173.15


						

							

							2,885.92


						

							

							0.00


						

							

					


					

							

							Total


						

							

							12,236.28


						

							

							1,636.28


						

							

							10,600.00


						

							

							

							600


						

					


				

			


			1/ Obtenida usando la fórmula (I.46).


			2/ Bt = Dt-1 x 0.06, donde 0.06 = tasa de interés. Se inician los pagos a partir del segundo trimestre sobre un monto igual al valor del préstamo más el interés capitalizado del período diferido.


			3/ Ct = At -Bt.


			4/ Dt = Dt-1 + Et, en t = 1.


			Dt = Dt-1 - Ct , en t = 2, 3, 4, 5.


			5/ Et = Dtx 0.06, en t=1.


			3.2.2 Amortización constante


			Este tipo de amortización se calcula dividiendo el importe del préstamo original entre el número de períodos en el que se producirá el servicio de la deuda. De esta forma, se origina una cuota de interés decreciente aritméticamente.


			Ejemplo I.40.


			Prepare la tabla referencial de reembolso de un préstamo de S/ 10,000 otorgado el 9 de septiembre, el mismo que debe ser reembolsado en cinco cuotas trimestrales vencidas con amortizaciones constantes, a una tasa de interés efectiva trimestral del 6%.


			Cálculo de la amortización constante:


			Amortización constante = [image: ]


			Tabla I.14


			Tabla referencial de reembolso: amortización constante


			

				

					

					

					

					

					

					

					

				

				

					

							

							Fecha


						

							

							Días


						

							

							N


						

							

							A. Cuota1/


						

							

							B. Interés2/


						

							

							C. Amortización3/


						

							

							D. Saldo4/


						

					


					

							

							Sep. 09


						

							

							

							0


						

							

							

							

							

							10,000


						

					


					

							

							Dic. 08


						

							

							90


						

							

							1


						

							

							2,600


						

							

							600


						

							

							2,000


						

							

							8,000


						

					


					

							

							Mar. 08


						

							

							90


						

							

							2


						

							

							2,480


						

							

							480


						

							

							2,000


						

							

							6,000


						

					


					

							

							Jun. 06


						

							

							90


						

							

							3


						

							

							2,360


						

							

							360


						

							

							2,000


						

							

							4,000


						

					


					

							

							Sep. 04


						

							

							90


						

							

							4


						

							

							2,240


						

							

							240


						

							

							2,000


						

							

							2,000


						

					


					

							

							Dic. 03


						

							

							90


						

							

							5


						

							

							2,120


						

							

							120


						

							

							2,000


						

							

					


					

							

							Total


						

							

							450


						

							

							

							11,800


						

							

							1,800


						

							

							10,000


						

							

					


				

			


			1/ At= Ct + Bt.


			2/ Bt= Dt-1 x 0.06, donde 0.06 = tasa de interés.


			3/ Ct= 10,000/5.


			4/ Dt = Dt-1 - Ct.


			En la tabla referencial de reembolso, se observa lo siguiente:


			•	Las amortizaciones son constantes.


			•	Los intereses y cuotas decrecen en progresión aritmética.


			3.2.3 Interés constante 


			En este sistema, los pagos al vencimiento de cada cuota incluyen solo el interés devengado por el saldo, mientras que la deuda original permanece sin variación hasta el vencimiento de la última cuota, la cual incluye, además del interés generado en el último período, la devolución total del préstamo. Este sistema es utilizado usualmente por empresas que emiten bonos, las cuales pagan únicamente un interés denominado cupón durante la vida útil del bono, redimiendo el capital en la fecha de vencimiento de la obligación.


			Ejemplo I.41.


			Prepare la tabla referencial de reembolso de un préstamo de S/ 10,000 otorgado el 9 de septiembre, el mismo que debe ser reembolsado cinco trimestres después a una tasa de interés efectiva trimestral del 6%, pagándose los intereses devengados a finales de cada trimestre.


			Tabla I.15


			Tabla referencial de reembolso: interés constante


			

				

					

					

					

					

					

					

					

				

				

					

							

							Fecha


						

							

							Días


						

							

							N


						

							

							A. Cuota1/


						

							

							B. Interés2/


						

							

							C. Amortización3/


						

							

							D. Saldo4/


						

					


					

							

							Sep. 09


						

							

							

							0


						

							

							

							

							

							10,000.00


						

					


					

							

							Dic. 08


						

							

							90


						

							

							1


						

							

							600


						

							

							600


						

							

							0.00


						

							

							10,000.00


						

					


					

							

							Mar. 08


						

							

							90


						

							

							2


						

							

							600


						

							

							600


						

							

							0.00


						

							

							10,000.00


						

					


					

							

							Jun. 06


						

							

							90


						

							

							3


						

							

							600


						

							

							600


						

							

							0.00


						

							

							10,000.00


						

					


					

							

							Sep. 04


						

							

							90


						

							

							4


						

							

							600


						

							

							600


						

							

							0.00


						

							

							10,000.00


						

					


					

							

							Dic. 03


						

							

							90


						

							

							5


						

							

							10,600


						

							

							600


						

							

							10,000.00


						

							

							0.00


						

					


					

							

							Total


						

							

							450


						

							

							

							13,000.0


						

							

							3,000.00


						

							

							10,000.00


						

							

					


				

			


			1/ At= Bt + Ct.


			2/ Bt = Dt-1 x 0.06.


			3/ Ct = 0, en t = 1, 2, 3, 4


			Ct = 10,000, en t = 5.


			4/ Dt = Dt-1 - Ct.


			3.2.4 Otros sistemas de amortización


			Existen otros mecanismos de amortización menos utilizados en la práctica, por lo que no serán desarrollados en este capítulo. Estos son, básicamente, el de cuotas crecientes, el de reajuste de deudas y otros sistemas combinados. Las cuotas crecientes son aquellas que crecen de acuerdo con una ley predeterminada: progresión aritmética, geométrica, series escalonadas, entre otras. El reajuste de deudas, por su parte, se realiza sobre la base de un factor de indexación (como la inflación). Por último, algunas veces se utiliza un sistema de amortización que combina, a lo largo del tiempo, algunos de los sistemas vistos en las secciones previas.


			4.	Resumen


			En este capítulo se presentaron los principales conceptos de matemática financiera vinculados con la evaluación de proyectos. Así, se analizaron el interés simple y el interés compuesto, las principales relaciones de actualización y capitalización del dinero, los diferentes tipos de anualidades y los esquemas de amortización de préstamos más utilizados.


			El interés es el precio que se debe pagar por el uso de un capital prestado y es la diferencia entre el capital original que se recibe y el monto final que se devuelve. Así, el monto del interés depende de la magnitud del capital prestado, la tasa de interés simple, el tiempo de duración de la operación, el riesgo del negocio en donde se invierte el capital prestado, y las variables de carácter económico, político y social que influyen en el riesgo del negocio.


			En el interés simple, el capital que genera dicho interés permanece constante a lo largo del tiempo que dura la operación. La capitalización, que es la adición del interés al capital original, se realiza al término de la operación. En el cálculo del interés compuesto, en cambio, dicha adición se realiza en cada período, de forma tal que los intereses sucesivos se computan sobre el nuevo monto capitalizado.


			Sobre la base de todos estos conceptos, se definió la tasa de interés, la cual puede ser nominal o efectiva. La primera es una tasa referencial que no incorpora capitalizaciones, mientras que la segunda sí las incorpora. Asimismo, se presentó el contraste entre la tasa de interés real y la nominal. La primera mide en qué grado la inflación distorsiona el valor de la segunda. Nótese que es necesario diferenciar la condición de nominal de las tasas contrastadas líneas arriba. Por último, se analizó el efecto de una devaluación en la tasa de interés que se percibe por un depósito en moneda extranjera.


			Las anualidades son un conjunto de dos o más flujos de igual monto, equidistantes en el tiempo. Estas pueden ser ciertas o contingentes, dependiendo de si se conocen o no con anticipación sus condiciones (plazo, tasa, frecuencia de capitalización de la tasa, etc.). Las anualidades ciertas, que son las que se estudian en este capítulo, pueden ser temporales o perpetuas. Estas a su vez, pueden ser vencidas, anticipadas o diferidas.


			Asimismo, se mostró cómo las anualidades pueden ser llevadas al inicio o al final del horizonte temporal a través del uso del factor de actualización y del factor de capitalización, respectivamente. De igual manera, es posible determinar su duración y el interés vinculado a ellas cuando se dispone de su valor presente o futuro.


			La amortización es un proceso financiero mediante el cual una deuda u obligación, y los intereses que genera, se paga progresivamente por medio de servicios parciales. Puede realizarse a inicios de cada período (flujos anticipados), a finales de cada período (flujos vencidos), o después de cierto plazo pactado originalmente (flujos diferidos). De cada pago o cuota, una parte se aplica a cubrir los intereses generados por la deuda (cuota de interés), y el resto, a disminuir el principal de la misma (cuota de amortización).


			Para el reembolso de un préstamo, se necesita conocer el importe de las cuotas de amortización, el número de pagos (ambos pueden ser uniformes o irregulares), la tasa de interés (que puede ser fija, variable o implícita) y la formulación de tablas de amortización, conocidas también como cuadros de servicio de la deuda. Asimismo, pueden aplicarse diversos sistemas de reembolso. Los más conocidos son el de cuotas constantes, el de amortización constante, el de cuotas con interés constante, el de cuotas crecientes, el de reajuste de deudas y el de cuotas combinadas.


			Ejercicios


			I.1	Una entidad financiera encargada de otorgar préstamos a pequeñas y medianas empresas cobra una tasa efectiva mensual del 4% en soles. ¿Cuál sería la tasa efectiva anual de estos préstamos?


			I.2	Un cliente desea conocer la tasa efectiva semestral y mensual que cobra cierta entidad financiera, la cual ofrece una tasa nominal anual del 20%. Además, se conoce que esta tasa es capitalizable trimestralmente.


			I.3	En épocas de alta inflación, las tasas de interés reales adquieren mucha importancia. Un comerciante accede a un crédito para ampliar su mercado (alquilar una tienda en otra zona), a una tasa del 50% nominal anual, capitalizable semestralmente. Si la inflación será del 30% en dicho año. ¿A cuánto ascenderá la tasa de interés real de este préstamo?


			I.4	Un universitario paga una cuota mensual de S/ 800 por los derechos de enseñanza, pero le resulta muy molesto tener que pagar mensualmente, por las largas colas que se generan cada fecha de pago. Frente esta situación, tiene la posibilidad de hacer un único pago por el acumulado de todos los meses que le significan un ciclo (cinco pagos), obteniendo además un descuento por el pago por adelantado. Si la universidad cobra una tasa de interés por mora del 2.5% mensual, ¿a cuánto asciende el pago que tendría que efectuar por una vez al principio del ciclo?


			I.5	La señora Salas desea comprar una máquina que incrementará la producción de su fábrica de vestidos. Un banco le ofrece un préstamo para que compre la máquina que desea. Este representa 15 pagos semestrales de S/ 2,500 cada uno, por adelantado. Si se considera una tasa de interés efectiva del 12%, ¿cuál es el valor actual del préstamo?


			I.6	Una persona desea comprar un auto de S/ 15,000, pero carece del dinero necesario. Se le presenta la oportunidad de ahorrar en el banco a una tasa nominal anual, capitalizable semestralmente, del 20%. Lo máximo que podría esperar para obtener su automóvil es 3 años. ¿Cuánto debe depositar en el banco mensualmente para poder comprar el auto en el plazo dado?


			I.7	El señor Luis Negrete desea comprar un lote de libros. El precio del lote es de S/ 5,000. El pago se efectúa un 50% al contado y el saldo en 90 días sin intereses. Si se paga el 100% al contado, se obtiene un descuento del 5%. ¿Qué tasa de interés trimestral efectiva debe ganar por sus ahorros el señor Negrete para que le sean indiferentes ambas opciones?


			I.8	El señor Álvarez accede a un financiamiento del Banco de la Casa para adquirir un departamento. La tasa de interés nominal anual que cobra el banco es del 35%, capitalizable cada 4 meses. El préstamo se paga cada 6 meses con una cuota fija, realizando un total de 10 pagos semestrales. Si el monto financiado es de S/ 80,000 y es desembolsado el 18 de septiembre, determine la tabla referencial de reembolso.


			I.9	El señor Álvarez le pregunta a un amigo suyo cómo debe hacer para pagar el mínimo de intereses posible. Este le aconseja pactar un contrato de préstamo con cuotas constantes anticipadas. Evalúe esta recomendación.


			I.10	El señor Carlos Calderón pide un préstamo al Banco del Empresario por S/ 50,000 a un año. El banco acepta otorgarle el préstamo bajo ciertas condiciones. La tasa efectiva anual es del 12%, lo que significa un pago de S/ 6,000 al final de dicho año. Se debe hipotecar la casa del señor Calderón como garantía, lo que genera S/ 1,000 por gastos administrativos. Además, y también como garantía, se exige que se mantenga en cuenta corriente un saldo mínimo de S/ 5,000. Finalmente, si se otorga el préstamo, el señor Calderón debe abonar al banco S/ 250 por gastos varios. ¿Cuánto es el costo financiero, es decir, la tasa de interés efectiva, del préstamo?


			I.11	Se solicita una carta de crédito a un banco por S/ 30,078, pagadera en 180 días después de la fecha de embarque. Se tiene una tasa preferencial del 0.75% mensual (4.5% por 180 días). Para abrir la carta, se debe dejar como garantía el 20% de la misma (S/ 6,015.60). La comisión por apertura es del 0.75% o S/ 225.59 mensuales, la comisión por concepto de confirmación es también del 0.75%, mientras que la comisión por transferencia, la cual se realiza en el momento del pago, es del 0.25% o S/ 75.20. ¿Cuál es el costo financiero de esta transacción?


			


			


			

				

					1  A este método se le conoce con el nombre de «método de los días terminales».


				


				

					2  La mayoría de las operaciones que se efectúan en el sistema financiero nacional están vinculadas con las tasas de interés conocidas con la siguiente terminología:


					TAMN: tasa activa en moneda nacional.


					Tamex: tasa activa en moneda extranjera.


					TIPMN: tasa de interés pasiva en moneda nacional.


					Tipmex: tasa de interés pasiva en moneda extranjera.


					Por lo general, las tasas activas se expresan en términos efectivos y las tasas pasivas en términos nominales, con una frecuencia de capitalización que está en función del tipo de operación que se quiere realizar.


				


				

					3  Nótese que (m) y (n) deben estar expresados en la misma unidad de tiempo.


				


				

					4  Esta tasa, expresada en valores corrientes, se conoce como tasa nominal, en contraposición con la tasa real. Esta terminología puede llevar a confusiones si se tiene en cuenta que el concepto nominal también se utiliza para denominar a la tasa que no incorpora capitalizaciones, como se vio anteriormente. Por ello, se recomienda ser cuidadoso en el momento de determinar las características de una tasa de interés.


				


				

					5	Nótese que si se diera una revaluación (tr) en el período de análisis, la fórmula sería: [image: ]


					 	


				


				

					6   Esto se verá con mayor profundidad en el capítulo X: «Evaluación del financiamiento».


				


				

					7	Debe recordarse que la fórmula de una progresión geométrica es igual a


					[image: ]


					donde (a) es la razón de la progresión y X es el valor del primer término; en el caso que estamos viendo, a = (1 + i).


				


			


		


		

			II. Conceptos de estadística


			La estadística es una ciencia que proporciona un conjunto de técnicas y herramientas que se utilizan para la recolección, el análisis y la interpretación de datos. Todo esto con el objetivo de alcanzar un mayor conocimiento de una situación específica sobre la que se desea tomar decisiones, usualmente bajo condiciones de incertidumbre.


			En la evaluación de proyectos, utilizamos la estadística para tomar decisiones de inversión en situaciones en las que las variables claves no son conocidas con certeza. Por ejemplo, en la venta de un inmueble cuyo precio no se conoce a priori con exactitud, o en el análisis del comportamiento de la tasa de interés a lo largo de la vida útil de un proyecto.


			Por todo ello, es necesario revisar algunos conceptos importantes de estadística, útiles en la evaluación de proyectos de inversión.


			1.	Conceptos básicos


			1.1	Población


			Es el conjunto de unidades elementales que poseen una característica en común que se desea estudiar. Este conjunto puede estar conformado por personas, empresas, instituciones, productos en proceso, entre otros. Dependiendo del número de elementos que la conforman, una población puede ser finita o infinita.


			Por ejemplo, en una ciudad como Lima, las unidades elementales serían los habitantes, y el conjunto de estas sería la población; la característica común entre ellas sería, precisamente, el hecho de que todas viven en Lima. Así, el conjunto de habitantes de la ciudad de Lima conformaría una población.


			1.2	Muestra


			Es un subconjunto de unidades elementales, elegidas de una población. Una muestra puede ser de dos tipos:


			a)	Muestra dirigida o determinística. El conjunto de las unidades elementales que conforman esta muestra es seleccionado de acuerdo a intereses particulares. Este sería el caso, por ejemplo, de una encuesta de opinión realizada únicamente a ciertos personajes públicos.


			b)	Muestra aleatoria. En este caso, las unidades elementales de la muestra son seleccionadas al azar. Así, por ejemplo, se tendría una muestra aleatoria si para realizar una encuesta en Lima se lleva a cabo un sorteo para seleccionar a las familias que van a ser entrevistadas.


			Para trabajar con una muestra es necesario que esta sea representativa; es decir, que reúna las principales características de la población. Por ejemplo, si el 50% de la población son hombres, entonces dicha proporción debe mantenerse en el momento de seleccionar la muestra.


			1.3	Variable


			Es la característica en estudio de una población o muestra. Se puede asociar con aquello que se pregunta a cada una de las unidades elementales: la edad, el nivel de ingreso familiar, el número de autos, la profesión u ocupación, los ingresos mensuales de una compañía, las ventas anuales, entre otras.


			Las variables pueden clasificarse en:


			a)	Variables cualitativas. Son aquellas variables que se refieren a una cualidad, característica o categoría y, por lo mismo, no son numéricas. Entre ellas se encuentran la profesión u ocupación de las personas, el color de auto, la ciudad en que viven, entre otras.


			b)	Variables cuantitativas. Estas proporcionan valores numéricos, como, por ejemplo, las ventas anuales de una empresa. Estas variables pueden ser, a su vez, discretas y continuas.


			•	Variables cuantitativas discretas. Estas toman determinados valores dentro de un intervalo real (normalmente son valores enteros). Por ejemplo, el número de hijos por familia, el número de obreros necesarios para realizar una obra, el número de días necesarios para terminar un proceso productivo, entre otros.


			•	Variables cuantitativas continuas. Estas variables pueden tomar cualquier valor de un intervalo real y se obtienen a partir de una medición. Por ejemplo, la estatura de una persona o el salario recibido por un trabajo determinado.


			1.4	Observación


			Una observación es un dato proporcionado por la unidad elemental correspondiente a la variable en estudio. Para realizar un trabajo estadístico es necesario que se recojan, para cada variable, tantas observaciones como unidades elementales conformen la muestra. Esta observación puede ser cualitativa o cuantitativa, dependiendo del tipo de variables a la que corresponda. 


			En la tabla II.1, se ejemplifican los conceptos introducidos hasta el momento. La población está conformada por cuatro personas que viven en un edificio. Cada una de ellas constituye una unidad elemental. Las variables que se van a estudiar para esta población son su salario mensual (variable cuantitativa continua), el número de hijos que tiene cada uno (variable cuantitativa discreta) y su profesión (variable cualitativa). Cada celda de la tabla contiene las observaciones que proporcionan la información correspondiente a las variables definidas para cada una de las cuatro personas. Si se seleccionara solo a Ana y a Juan para realizar la encuesta, se estaría tomando una muestra de la población.


			Tabla II.1


			Habitantes del edificio ABC


			

				

					

					

					

					

				

				

					

							

							

							Salario mensual


						

							

							Numero de hijos


						

							

							Profesión


						

					


					

							

							Ana


						

							

							500


						

							

							2


						

							

							Profesora


						

					


					

							

							Juan


						

							

							1,200


						

							

							3


						

							

							Ingeniero


						

					


					

							

							Antonio


						

							

							900


						

							

							5


						

							

							Sociólogo


						

					


					

							

							Felipe


						

							

							1,500


						

							

							0


						

							

							Economista


						

					


				

			


			1.5	Medidas estadísticas


			Son aquellos indicadores utilizados para describir, analizar y resumir el comportamiento de una variable dentro de una población. Las medidas estadísticas pueden ser poblacionales o muestrales y, de acuerdo a esto, se les clasifica como parámetros o estadísticos (valores estadísticos), respectivamente. Los parámetros son una función de todos los elementos de la población, por lo que son constantes y sirven para describir y analizar la misma. Sin embargo, el estadístico es variable y está en función, únicamente, de aquellas unidades elementales que estén comprendidas en la muestra. En este caso, el valor del estadístico es diferente para cada muestra que se tome de una misma población, pues cada una puede contener a diferentes unidades elementales. El objetivo de calcular el valor del estadístico es estimar el parámetro de la población de donde se extrajo la muestra. Un ejemplo de medida estadística es la media aritmética, como la nota promedio de un examen.


			2.	Organización de datos


			Cuando se elabora un trabajo estadístico, una de las primeras etapas consiste en la recolección de datos u observaciones sobre la población o la muestra para cada variable que se analiza. Sin embargo, una vez obtenida esta información es necesario ordenarla para poder trabajar con ella. La organización se realiza a través de distribuciones de frecuencias y depende del tipo de variable con que se esté trabajando: cualitativa o cuantitativa, ya sea discreta o continua. Para facilitar el estudio, dicha distribución suele ser acompañada de gráficos que ilustren mejor los resultados.


			2.1	Organización de variables cualitativas


			2.1.1 Frecuencia absoluta


			La frecuencia absoluta nos indica el número de veces que una observación se repite dentro del conjunto de datos con el que se trabaja. Esta frecuencia brinda información sobre el nivel de la variable y no con relación a otras observaciones. Por ejemplo, si en un estacionamiento hay 20 autos rojos y se estudia la variable «color de autos», entonces la frecuencia absoluta de la observación «rojos» será igual a 20.


			Ejemplo II.1.


			La consultora Estadístico S. A. está llevando a cabo una encuesta en el distrito de La Victoria para determinar las causas que condujeron a los comerciantes de dicha zona a comprar un local en Gamarra. Algunos de los resultados obtenidos por dicha consultora se presentan en la tabla II.2.


			Tabla II.2


			Razones principales por las que escogió la zona de Gamarra, según el sexo


			

				

					

					

					

					

				

				

					

							

							Razones


						

							

							Sexo


						

							

							Total


						

					


					

							

							Femenino


						

							

							Masculino


						

							

					


					

							

							Fácil acceso de la gente


						

							

							15


						

							

							4


						

							

							19


						

					


					

							

							Precios de los locales


						

							

							7


						

							

							7


						

							

							14


						

					


					

							

							Mayor volumen de ventas


						

							

							22


						

							

							16


						

							

							38


						

					


					

							

							Facilidad de tener la fábrica y la tienda en el mismo lugar


						

							

							13


						

							

							12


						

							

							25


						

					


					

							

							Costo de la mano de obra


						

							

							8


						

							

							3


						

							

							11


						

					


					

							

							Otros


						

							

							9


						

							

							6


						

							

							15


						

					


					

							

							Total


						

							

							74


						

							

							48


						

							

							122


						

					


				

			


			En la tabla II.2 se muestra la frecuencia absoluta de la variable «razón por la que se escogió la zona de Gamarra», tanto para el caso de las mujeres como para el de los hombres. Esta organización de datos se denomina distribución de frecuencias absolutas. Para una mejor ilustración de los resultados, se puede presentar un gráfico. En el caso de las frecuencias absolutas, se puede utilizar tanto el gráfico de barras como el gráfico de pie. A continuación, se presenta el primero de ellos.


			Figura II.1


			Distribución de las principales razones por las que se escogió la zona de Gamarra, según sexo


			[image: ]


			2.1.2 Frecuencia relativa


			La frecuencia relativa brinda información acerca del número de veces que una observación se repite con relación al total de observaciones de la población para una misma variable. El valor de la frecuencia relativa es igual al cociente entre su frecuencia absoluta y el número total de observaciones de las que se dispone1, e indica cuál es la participación de una observación en el total de la población (o muestra).


			Si continuamos con el ejemplo anterior, podemos elaborar la distribución de frecuencias relativas que se muestra en la tabla II.3.


			Tabla II.3


			Razones principales por las que escogió la zona de Gamarra, según el sexo


			

				

					

					

					

					

					

					

				

				

					

							

							Razones


						

							

							Sexo


						

							

							Total


						

					


					

							

							Femenino


						

							

							Frecuencia relativa


						

							

							Masculino


						

							

							Frecuencia relativa


						

					


				

				

					

							

							Fácil acceso de la gente


						

							

							15


						

							

							0.20


						

							

							4


						

							

							0.08


						

							

							19


						

					


					

							

							Precio de locales


						

							

							7


						

							

							0.09


						

							

							7


						

							

							0.15


						

							

							14


						

					


					

							

							Mayor volumen de ventas


						

							

							22


						

							

							0.30


						

							

							16


						

							

							0.33


						

							

							38


						

					


					

							

							Facilidad de tener la fábrica 
y la tienda en el mimo lugar


						

							

							13


						

							

							0.18


						

							

							12


						

							

							0.25


						

							

							25


						

					


					

							

							Costo de la mano de obra


						

							

							8


						

							

							0.11


						

							

							3


						

							

							0.06


						

							

							11


						

					


					

							

							Otros


						

							

							9


						

							

							0.12


						

							

							6


						

							

							0.13


						

							

							15


						

					


					

							

							Total


						

							

							74


						

							

							1.00


						

							

							48


						

							

							1.00


						

							

							122


						

					


				

			


			Hay que distinguir que este tipo de frecuencia relativa toma en cuenta el número total de observaciones por sexo y no por razones.


			Al igual que en el caso anterior, podemos presentar los resultados anteriores utilizando los gráficos de barras y de pie. En este caso, utilizaremos el gráfico de pie para las principales razones expuestas por las mujeres. Para ello, es necesario multiplicar por 100 la frecuencia relativa y convertirla en porcentajes (frecuencia porcentual).


			Figura II.2


			Distribución porcentual de las principales razones para las mujeres


			[image: ]


			2.2	Organización de variables cuantitativas


			2.2.1 Variables cuantitativas discretas


			Al igual que en el caso de las variables cualitativas, para organizar este tipo de observaciones también es posible utilizar las frecuencias absolutas y relativas. Sin embargo, es necesario ordenarlas en forma ascendente para su representación. En este caso, se suele utilizar el gráfico de líneas, como veremos más adelante. 


			Ejemplo II.2.


			Una nueva empresa que produce cemento quiere entrar al mercado y tiene interés por conocer el comportamiento de las ventas de este producto. Con esta finalidad, toma una muestra aleatoria de 40 días y observa el número de unidades que vende su posible rival. Los resultados encontrados, ya ordenados en forma ascendente, fueron los siguientes:


			

				

					

					

					

					

					

					

					

					

					

					

					

					

					

					

					

					

					

					

					

					

				

				

					

							

							2


						

							

							2


						

							

							3


						

							

							3


						

							

							3


						

							

							3


						

							

							3


						

							

							4


						

							

							4


						

							

							4


						

							

							4


						

							

							4


						

							

							5


						

							

							5


						

							

							5


						

							

							5


						

							

							5


						

							

							5


						

							

							5


						

							

							5


						

					


					

							

							5


						

							

							6


						

							

							6


						

							

							6


						

							

							6


						

							

							6


						

							

							6


						

							

							6


						

							

							6


						

							

							7


						

							

							7


						

							

							7


						

							

							7


						

							

							7


						

							

							7


						

							

							7


						

							

							8


						

							

							8


						

							

							8


						

							

							8


						

					


				

			


			Con estas observaciones, se puede construir un cuadro de frecuencias absolutas y relativas.


			Tabla II.4


			Distribución del número de bolsas de cemento vendidas por día


			

				

					

					

					

					

				

				

					

							

							Número de artículos vendidos por día


						

							

							Frecuencia
absoluta


						

							

							Frecuencia
relativa


						

							

							Frecuencia
porcentual


						

					


					

							

							2


						

							

							2


						

							

							0.050


						

							

							5.0


						

					


					

							

							3


						

							

							5


						

							

							0.125


						

							

							12.5


						

					


					

							

							4


						

							

							5


						

							

							0.125


						

							

							12.5


						

					


					

							

							5


						

							

							9


						

							

							0.225


						

							

							22.5


						

					


					

							

							6


						

							

							8


						

							

							0.200


						

							

							20.0


						

					


					

							

							7


						

							

							7


						

							

							0.175


						

							

							17.5


						

					


					

							

							8


						

							

							4


						

							

							0.100


						

							

							10.0


						

					


					

							

							Total


						

							

							40


						

							

							1.000


						

							

							100.0


						

					


				

			


			Como se mencionó anteriormente, los resultados pueden ser presentados utilizando el gráfico de líneas (véase la figura II.3).


			Figura II.3


			Distribución del número de bolsas de cemento vendidas por día


			[image: ]


			2.2.2 Variables cuantitativas continuas


			Cuando se tiene información para una variable cuantitativa continua, las observaciones son usualmente diferentes entre sí. Por esta razón, son clasificadas de acuerdo a ciertos rangos o intervalos mutuamente excluyentes llamados intervalos de clase.


			Como en el caso de las variables cuantitativas discretas, para su organización se pueden utilizar los cuadros de frecuencias absolutas y relativas. Asimismo, las observaciones pueden ser expresadas como frecuencias acumuladas absolutas y relativas. Para ello, se ordenan las observaciones de cada variable de manera ascendente y la frecuencia acumulada de cada observación equivale a la sumatoria de las frecuencias respectivas de las observaciones anteriores y de la observación correspondiente.


			Ejemplo II.3.


			En un estudio realizado por la encuestadora Estadístico S. A., se intentaba conocer el valor de las ventas mensuales de las empresas dedicadas al rubro de confecciones en la zona de Gamarra, en La Victoria. Se recolectaron los siguientes datos:


			

				

					

					

					

					

					

					

					

					

					

					

				

				

					

							

							520


						

							

							1,020


						

							

							700


						

							

							710


						

							

							1,020


						

							

							830


						

							

							940


						

							

							920


						

							

							540


						

							

							810


						

					


					

							

							650


						

							

							710


						

							

							660


						

							

							780


						

							

							680


						

							

							720


						

							

							840


						

							

							960


						

							

							870


						

							

							730


						

					


					

							

							850


						

							

							570


						

							

							640


						

							

							1,010


						

							

							820


						

							

							900


						

							

							780


						

							

							820


						

							

							780


						

							

							660


						

					


					

							

							530


						

							

							620


						

							

							910


						

							

							860


						

							

							700


						

							

							770


						

							

							830


						

							

							750


						

							

							980


						

							

							750


						

					


				

			


			En este caso, la variable que se está estudiando es una variable cuantitativa continua. Con la finalidad de agrupar y ordenar las observaciones anteriores en un cuadro, es necesario llevar a cabo los siguientes pasos:


			1.	Calcular el rango, que es la diferencia entre la observación de mayor valor y la de menor valor.


				Rango = observación máxima – observación mínima


				Rango = 1,020 – 520 = 500


			2.	Determinar el número óptimo de intervalos de clase (K), es decir, el número de categorías que serán consideradas para ordenar los datos. Este se calcula con la siguiente fórmula:


			[image: ]


			3.	Establecer la amplitud de cada intervalo utilizando el rango y el número de intervalos calculados anteriormente.


				


				


				


				[image: ]


			4.	Determinar los valores para cada intervalo. El primero tendrá como extremo inferior la observación de menor valor.


			Extremo inferior intervalo 1 = 520


				El extremo superior se calculará sumando al extremo inferior la amplitud de intervalo, hallada en el paso anterior.


			Extremo superior intervalo 1 = 520 + 83.33 = 603.33


				Este valor será el extremo inferior del siguiente intervalo; el extremo superior será calculado sumando la amplitud de intervalo.


			

				

					

				

				

					

							

							Extremo inferior intervalo 2 = 603.33


							Extremo superior intervalo 2 = 603.33 + 83.33 = 686.66


						

					


				

			


				De esta manera, se obtienen los extremos inferiores y superiores para cada intervalo.


			5.	Obtener las marcas de clase (Mi). Estas son los puntos medios de cada intervalo.


			[image: ]


			Con estos datos, podemos construir el cuadro de frecuencias que se muestra a continuación, contando el número de observaciones en cada intervalo.


			Tabla II.5


			Distribución del valor de las ventas mensuales


			

				

					

					

					

					

					

				

				

					

							

							Valor de las ventas mensuales


						

							

							Mi


						

							

							N.º de empresas


						

							

							Frecuencia relativa


						

							

							Frecuencia relativa acumulada


						

					


					

							

							520 a menos de 603.3


						

							

							562


						

							

							 4


						

							

							0.100


						

							

							0.10


						

					


					

							

							603.3 a menos de 686.7


						

							

							645


						

							

							 6


						

							

							0.150


						

							

							0.25


						

					


					

							

							686.7 a menos de 770


						

							

							728


						

							

							 8


						

							

							0.200


						

							

							0.45


						

					


					

							

							770 a menos de 853.3


						

							

							812


						

							

							11


						

							

							0.275


						

							

							0.725


						

					


					

							

							853.3 a menos de 936.7


						

							

							895


						

							

							 5


						

							

							0.125


						

							

							0.850


						

					


					

							

							936.7 a 1,020


						

							

							978


						

							

							 6


						

							

							0.150


						

							

							1.000


						

					


					

							

							Total


						

							

							-


						

							

							40


						

							

							1.000


						

							

							-


						

					


				

			


			Para graficar las frecuencias de este tipo de variables se utilizan el histograma de frecuencias, el polígono de frecuencias y la ojiva o polígono acumulativo.


			a)	Histograma de frecuencias. Se utiliza para variables continuas agrupadas en intervalos. Teniendo en cuenta el ejemplo II.3, podemos graficar el histograma de la frecuencia absoluta de las empresas dedicadas a la confección según el valor de las ventas mensuales.


			Figura II.4


			Distribución de las ventas mensuales


			[image: ]


			b)	Polígono de frecuencias. Se puede elaborar a partir de variables discretas o variables continuas. En este último caso, se toman en cuenta las marcas de clase del intervalo para elaborar el gráfico.


			Figura II.5


			Distribución del valor de ventas


			[image: ]


				Al graficar el polígono de frecuencias es necesario tener en cuenta dos puntos adicionales con los cuales iniciar y finalizar el gráfico. Como se observa, estos puntos se calculan de forma similar a las marcas de clase. Para obtener el punto inicial, se resta a la marca de clase del primer intervalo la amplitud. Asimismo, para calcular el punto final se suma la amplitud a la marca de clase del último intervalo.


			c)	Polígono acumulativo de frecuencias u ojiva. Se realiza sobre la base de las frecuencias acumuladas y las marcas de clase. En este caso, utilizaremos las frecuencias relativas acumuladas.


			Figura II.6


			Distribución acumulativa del valor de ventas


			[image: ]


			Al igual que en el caso del polígono de frecuencias, para graficar la ojiva es necesario contar con un punto inicial. Este punto se calcula de la misma manera que el punto inicial del polígono de frecuencias.


			3.	Medidas descriptivas


			La distribución de frecuencias es una forma de expresar de manera ordenada los datos obtenidos. Sin embargo, para realizar trabajos estadísticos es necesario el uso de las medidas descriptivas que resuman la información contenida en dichas distribuciones de frecuencias.


			Las medidas descriptivas se dividen en tres tipos:


			a)	Medidas de tendencia o de posición, que a su vez se dividen en:


			•	Medidas de tendencia central


			•	Medidas de tendencia no central


			b)	Medidas de dispersión o de variabilidad


			c)	Medidas de asimetría


			En este capítulo, desarrollaremos los dos primeros tipos de medidas descriptivas. Las de asimetría no se revisarán, ya que no son utilizadas en la evaluación de proyectos (Novales, 1997). Asimismo, y como en la evaluación de proyectos se analizan todas las posibles alternativas de resultado de una inversión (escenarios) y no una muestra de ellas, se presentarán solo las medidas poblacionales correspondientes.


			3.1	Medidas de tendencia central


			Las medidas de tendencia central proporcionan información acerca de los puntos alrededor de los cuales se agrupan los datos. Las medidas más utilizadas son la media aritmética, la mediana y la moda.


			3.1.1 Media aritmética simple


			La media aritmética simple o promedio aritmético se define como la suma del valor de todas las observaciones dividida por el número total de las mismas, que equivale al número de elementos de la población.


			[image: ]	(II.1)


			donde:


			m:	media aritmética simple.


			N:	número de observaciones.


			Xi:	observaciones.


			Ejemplo II.4.


			La compañía El Pelícano quiere conocer el volumen de ventas promedio de su empresa en toneladas, de los últimos cinco años. En 2006, este fue de 23 toneladas, y en 2007 fue de 15 toneladas. Para los dos años siguientes, el volumen fue de 37 toneladas por año. Por último, la empresa tuvo un nivel de ventas de 26 toneladas en 2010.


			Reemplazando los valores en la fórmula (II.1), se tiene:


			[image: ]


			El volumen de ventas promedio de la empresa fue de 27.6 toneladas por año.


			3.1.2 Media aritmética ponderada


			En teoría, todas las medias aritméticas son ponderadas. Si no se otorga un peso específico a cada valor de la serie, entonces es como si se le estuviera asignando una ponderación de uno a cada elemento. En caso contrario, se le multiplica por el peso asignado y luego la suma de estos productos se divide entre la suma de los pesos totales asignados.


			[image: ]	(II.2)


			donde:


			m:	media aritmética ponderada.


			Wi:	ponderaciones.


			Xi:	observaciones.


			N:	número de observaciones y ponderaciones (una por cada observación).


			Ejemplo II.5.


			Para el cálculo del producto total del país G, se debe tomar en cuenta el peso que tienen los dos tipos de bienes que lo conforman: los transables y los no transables. Se sabe que los bienes transables significan el 45% de la producción total. El valor de la cantidad producida para el año 2011 de ambos productos es de S/ 540 y S/ 630, respectivamente.


			Así, utilizando la fórmula (II.2) y reemplazando los valores, se tiene:


			[image: ]


			El valor del producto total del país en 2011 es de S/ 589.5.


			3.1.3 Media geométrica


			Esta medida se utiliza para calcular tasas de variación promedio y para la elaboración de números índices. Consiste en tomar la raíz N-ésima del producto de las N observaciones que se tienen.


				[image: ]	(II.3)


			Ejemplo II.6.


			La fábrica de fierro Ferro S. A. ha experimentado un incremento en su producción del 14% en 2008, del 17% en 2009 y del 11% en 2010. ¿Cuál es el promedio de crecimiento anual de la fábrica?


			[image: ]


			La producción de la fábrica se ha incrementado anualmente a un ritmo promedio del 13.97%.


			La media, por su facilidad de cálculo, es la medida de tendencia central más utilizada. Sin embargo, puede verse afectada por la existencia de valores extremos, altos o bajos, que no permitirían reflejar el verdadero centro de la distribución. Para superar este problema, se utilizan otras medidas de tendencia central, como la mediana y la moda.


			3.1.4 Mediana


			Cuando se dispone de un conjunto de datos para una variable cuantitativa, en orden ascendente o descendente, la mediana es aquella observación que ocupa el lugar central. De esta manera, el 50% de los valores se encuentra por debajo de la mediana y el otro 50% se encuentra sobre la misma.


			La obtención de la mediana es diferente cuando el número total de observaciones es par o impar. En el primer caso, la mediana es el promedio de las dos observaciones que ocupan la posición central. En el segundo caso, solo se toma la observación con posición central.


			Ejemplo II.7.


			Se tienen las siguientes observaciones: 5, 10, 6, 3, 8, 9, 4.


			En este caso, los datos ordenados son: 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10.


			Como el número de observaciones es impar, entonces la mediana de este grupo de datos es: 


				[image: ]	(II.4)


			Sin embargo, si añadimos una observación más al grupo, digamos 8, entonces la mediana se calcularía de la siguiente manera.


			[image: ]


			3.1.5 Moda


			La moda es el valor más frecuente en el conjunto de datos. En otras palabras, es la observación que más se repite. A diferencia de la media y la mediana, la moda no es obligatoriamente única. Pueden existir dos o más observaciones que se repitan igual número de veces, en cuyo caso se habla de distribuciones bimodales o multimodales.


			Ejemplo II.8.


			En una encuesta realizada sobre la preferencia de sabores de refrescos, se obtuvieron los siguientes resultados.


			Tabla II.6


			Preferencia de sabores de refrescos


			

				

					

					

				

				

					

							

							Sabores


						

							

							Número de personas


						

					


					

							

							Fresa


						

							

							3


						

					


					

							

							Durazno


						

							

							7


						

					


					

							

							Chicha


						

							

							5


						

					


					

							

							Mango


						

							

							10


						

					


					

							

							Manzana


						

							

							5


						

					


					

							

							Piña


						

							

							8


						

					


					

							

							Total


						

							

							38


						

					


				

			


			Es fácil observar que las personas prefieren el sabor a mango. Mejor dicho, este sabor sería la moda.


			3.2	Medidas de posición no central


			Las medidas de posición no central determinan el lugar que ocupan las observaciones en la recta real cuando estas han sido previamente ordenadas en forma creciente. Estas medidas sirven de complemento a las de tendencia central y no otorgan un punto único, sino que hacen alusión a un rango de valores. Estos rangos de valores pueden ser de distintos tamaños. Supongamos que la siguiente línea recta conforma el rango de valores que toma una variable. Si esta se divide en dos partes iguales, la observación que las divide será la mediana.


			[image: ]


			Si se divide esta distribución en cuatro partes iguales, se tendrán tres observaciones divisorias o cuartiles que dividen el conjunto de valores de la variable en partes que contienen el 25% de las observaciones.


			
[image: ]


			Así, sucesivamente, al dividir la distribución en cinco partes, se tendrán cuatro quintiles; al dividirla en 10, se tendrán nueve deciles; al dividirla en 100, se tendrán 99 centiles.


			3.3	Medidas de variabilidad o de dispersión


			Las medidas de posición central son muy útiles, pero no brindan toda la información necesaria acerca de la distribución. Estas medidas, como su nombre lo indica, proporcionan información sobre la posición de la distribución, pero no especifican si es que los datos están muy agrupados alrededor de las medidas de tendencia central o si, por el contrario, se hallan muy dispersos. El grado de confianza de los estimadores depende, en gran medida, de la variabilidad de la información disponible o grado de dispersión: a menor variabilidad (menor dispersión), las conclusiones a partir de las medidas de tendencia serán más confiables, y viceversa.


			Las principales medidas de variabilidad o dispersión son el rango, la varianza, la desviación estándar y el coeficiente de variabilidad.


			3.3.1 Rango (R)


			El rango es la más simple de las medidas de variabilidad, tanto en lo que se refiere a su interpretación como en la manera de calcularlo. Sin embargo, es también el menos confiable. El rango o amplitud es la diferencia entre la observación de mayor valor y la observación de menor valor de toda la distribución. Para poder hallar el rango es necesario que la distribución sea acotada, es decir, que efectivamente tenga un valor máximo y un valor mínimo.


			[image: ]	(II.5)


			3.3.2 Varianza (s2) 


			Esta medida de dispersión es la más utilizada. La varianza refleja la dispersión de los elementos de la distribución respecto a la media. Un mayor valor para la varianza equivale a una mayor variabilidad de la distribución respecto a su media, lo cual, como ya señalamos, contribuye a disminuir el grado de confianza de los parámetros. Por el contrario, un valor pequeño refleja un agrupamiento de los datos alrededor de su media y aumenta su grado de confianza.


			La varianza es la sumatoria del cuadrado de las desviaciones o diferencias de cada observación respecto a la media2.


			[image: ]	(II.6)


			donde:


			σ2: 	varianza.


			µ: 	media.


			Se utiliza la sumatoria de desviaciones al cuadrado para evitar el problema de que esta suma sea igual a cero. Es decir, para evitar que desviaciones positivas y negativas se cancelen. Asimismo, se descarta el uso de valores absolutos porque no se obtendría un valor fácilmente adaptable al análisis matemático. No obstante, esto provoca que la varianza esté expresada en unidades al cuadrado, lo cual dificulta su interpretación. Por ello, se suele utilizar la desviación estándar.


			3.3.3 Desviación estándar (s2)


			La desviación estándar es la raíz cuadrada de la varianza. Con la desviación estándar obtenemos un valor expresado en las mismas unidades que la variable en estudio, lo cual facilita tanto su interpretación como el trabajo que se puede realizar con ella. Tal es el caso de la estandarización de una variable distribuida normalmente, tema que veremos más adelante.


			[image: ]	(II.7)


			3.3.4 Coeficiente de variabilidad (cv)


			A menudo es necesario comparar la variabilidad de dos o más distribuciones diferentes. Esto puede llevarse acabo a través de la varianza o la desviación estándar, siempre y cuando los valores de sus medias sean parecidos y ambas distribuciones estén expresadas en la misma unidad de medida. De lo contrario es necesario utilizar otra medida denominada coeficiente de variabilidad.
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