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			A matemática é vista por muitos alunos escolares como um conteúdo pronto, acabado e incontestável. Fazer matemática para esses alunos é o mesmo que resolver listas de exercícios e aplicar fórmulas, muitas delas sem nenhum sentido. O professor Ruy Madsen Barbosa vai, neste livro na “contramão” dessa visão, propondo situações em que se possa brincar com a matemática de forma séria, observando regularidades, registrando processos e resultados e matematizando situações, mas sem perder a ludicidade e o prazer em aprender matemática.


			Nesse primeiro volume, intitulado Conexões e educação matemática: brincadeiras, explorações e ações, o autor nos convida a brincar com atividades de forma a nos envolvermos com reflexões e investigações, produzindo matemática. As situações-problema, atividades, explorações e investigações propostas neste livro, buscam colocar professores e alunos em ação, no movimento do pensamento genuinamente matemático. O livro está dividido em quatro partes, que foram organizadas didaticamente para que cada uma delas subsidiae as partes seguintes, não no sentido do conteúdo explicitamente proposto, mas dos processos de pensamento matemático envolvidos em cada uma delas.


			Na primeira parte, denominada Descobrindo a lógica, o autor inicia com frases, questões e aspectos sobre lógica que permeiam o senso comum, muitos deles bastante engraçados e que evidenciam a escassez de um raciocínio lógico presente nos discursos das pessoas. Trata da lógica matemática formal, com suas formas particulares de registro e propriedades, mostrando as contribuições do pensamento lógico matemático para realizar ações como: classificar, agrupar e identificar semelhanças e diferenças. Decifrar enigmas e encontrar “pistas” na resolução de algumas atividades lógicas possibilita melhorar a comunicação em matemática e desenvolve o raciocínio dedutivo.


			Na segunda parte, Coloração, evidencia-se a possibilidade de produzir matemática a partir de uma brincadeira de coloração de polígonos e poliedros. Dessa forma, brincando de colorir partes de polígonos, faces de poliedros e construindo paralelepípedos e cubos com cubos coloridos, alunos e professores exploram as diferentes maneiras de coloração. A cada atividade realizada novos problemas são postos.


			Na parte intitulada Brincando e aprendendo com algarismos e números, o autor retoma as brincadeiras com algarismos que se repetem (4 quatros, 8 oitos, 6 seis, etc.) e as analisa matematicamente. Explora, ainda, as variações das operações para obter resultados interessantes, como 1.000, 100 e 1 e as atividades de advinha em criptoaritmias. O interessante dessas atividades é que elas invertem a ordem das expressões numéricas convencionalmente trabalhadas no ensino fundamental; ou seja, os números a serem operados são conhecidos e os resultados também, o que se tem de pensar é qual(is) operação(ções) são necessárias para se obter o resultado desejado. Como o próprio autor caracteriza: são atividades recreativas geradoras de conhecimento.


			A quarta e última parte é denominada Miscelânia. Como o próprio nome sugere, são atividades diversificadas que envolvem a divisão de figuras em partes iguais, reconhecimento de padrões com palitos, atividades com poliminós, divisão de figuras padrão modelo, trabalho com redes de pontos (geoplano quadrangular, isométrico e circular) e jogos de isolamento que possibilitam trabalhar com a árvore de possibilidades e o pensamento combinatório, conteúdo do ensino médio temido por muitos alunos.


			Acredito que o diferencial desta obra é justamente o fato de que, também para o professor, as atividades aqui propostas não são convencionais, o que possibilita que o trabalho de investigação matemática seja compartilhado entre professores e alunos. Dessa forma, o professor de matemática se coloca em ação, duplamente: em uma ação relacionada à sua prática pedagógica e em outra que diz respeito ao envolvimento nas atividades matemáticas aqui propostas.


			 


			 


			Regina Célia Grando


			Docente do Programa de Mestrado em Educação


			Universidade São Francisco – Itatiba – SP
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			Ouço e esqueço.


			Vejo e lembro.


			Faço e entendo.





			 


			Esta Primeira Parte consta de dois capítulos:


			O primeiro introdutório, e o segundo sobre enigmas lógicos.


			Mas, antes, julgamos que seria interessante arejar as mentes


			DIVERTINDO-SE LOGICAMENTE


			 


			Inicie lendo com atenção, pense a respeito; e então é possível que sorria.


			É o nosso desejo!


			 


			1. Aviso no jardim público por ordem de um prefeito ecologista:


			 


	

			É PROIBIDO PISAR NA GRAMA


			Quem não souber ler pergunte ao guarda





			 


			2. Aviso aos alunos, fixado no quadro, por um diretor pedagógico:


			 


	

			POR FAVOR


			Ignore este aviso





			 




			3. Post-scriptum de carta de um país a outro em língua do remetente:


			 




			P.S.: Caso não souberes minha língua, peça


			a um tradutor para lê-la na língua de seu país,


			então entenderás tudo o que te informei.





			 


			4. Anotações após calorosa sessão de uma câmara de vereadores.


			 




			1. Fica aprovada a construção de nova estação rodoviária.


			2. Fica aprovado que a nova estação será construída com


			    os materiais da velha.


			3. Fica aprovado que a antiga continuará funcionando até


			    que a nova esteja pronta.





			 


			5. Resposta de um diretor de clube de futebol a uma indagação sobre a conservação do gramado:


			 




			Nosso gramado é bonito e tem um verde brilhante,


			pois nele não se pode pisar, nem mesmo os jogadores!





		




		

			CAPÍTULO 1


			RACIOCINANDO COM LÓGICA
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			A – AVISOS AutorreferenteS


			Aviso 1 


			Situação: No corredor de uma escola está fixado o seguinte aviso:


			 




			Prezados alunos:


			Neste aviso estão quatro afirmações falsas.


			    6   + 2   =   8,            24 : 4   =   6,


			    07 + 70   =   0,              0 : 9   =   0,


			                                     





			 


			Problema: O aviso está ou correto ou incorreto?


			Raciocinando: Temos seis afirmações de simples cálculo; dessas, três cálculos não estão corretos: o segundo (a resposta é 1), o terceiro (o correto é 4) e o sexto (a resposta correta é 56); mas, são apenas três, e não quatro. Que tal refazermos os cálculos? É... os outros têm respostas certas. Pensemos um pouco. Ora, se temos três cálculos errados então a proposição anterior é falsa, pois diz que “existem quatro afirmações falsas”; portanto, se ela é falsa, o aviso tem quatro falsas e pode ser considerado correto.


			NOTA: É usual chamar essa situação de autorreferente, pois se refere a si própria; não é um paradoxo, mas é paradoxal.


			Aviso 2


			Situação: É dado o aviso:


			 




			Este aviso tem seis palavras.





			 


			Um estudante de matemática contou cinco palavras e julgou-o falso; então raciocinou: “Se nego algo falso, fica verdadeiro”. E para negar uma proposição simples, bastaria negar o verbo, então ele reescreveu o aviso, que agora deveria ser verdadeiro.


			 




			Este aviso não tem seis palavras.





			 


			Mas contou de novo as palavras do aviso: havia seis; então o aviso, outra vez, era falso. Novamente negou-o, já que era falso, para transformá-lo em verdadeiro; agora deveria negar uma negação e, portanto, teria uma afirmação. Ora, para negar uma proposição na qual há uma negação do verbo bastaria retirar a negação existente. O aviso voltou a ser o primeiro aviso, porém agora era verdadeiro, mas... não era, já que tinha só cinco palavras. 


			Problema: Estudar a situação paradoxal e, caso sua “cuca” não tenha esquentado demais nem estourado, continuar o raciocínio.


			NOTA: Esta situação é outra de  aviso autorreferente, mas apresenta circularidade, vai e volta assumindo valores V (verdadeiro) e F (falso), sucessivamente; o chamamos de autorreferente circular.


			Aviso 3  


			 Situação: Num cartão colocou-se, em cada face, um aviso:


			 




			A afirmação do outro lado


			deste cartão é falsa.


			 







			A afirmação do outro lado


			deste cartão é verdadeira.





 


			Problema: Estudar o cartão (autorreferente); iniciar considerando verdadeira a face da frente. Depois, considerá-la falsa.


			B – VIRANDO CARTÕES FRENTE-VERSO


			Situação 1


			Os cartões a seguir têm, cada um, hachuras numa face e número na outra. 


			 


			[image: ]


			 


			Um menino disse: “Atrás de face com hachuras inclinadas existe um número ímpar”. Em relação à fala do menino foram ditas três afirmações para verificar se ela é correta:


			Afirmação 1: É necessário virar todos.


			Afirmação 2: É suficiente virar dois. 


			Afirmação 3: É suficiente virar um.


			Problema: Qual das afirmações é verdadeira?


			Resolução: O cartão 1 precisa  ser  virado; se o número for par já garante que a fala do menino é falsa. O segundo não precisa ser virado, pois nada foi dito sobre as hachuras verticais. O terceiro também precisa ser virado, pois se atrás existirem hachuras inclinadas a frase do menino é incorreta.


			Conclusão: A afirmação 2 é a verdadeira.


			Situação 2


			Cada um dos cinco cartões dados a seguir possuem numa face um número e na outra face uma figura geométrica.
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			Um aluno disse: “Atrás de um número par tem sempre um triângulo”.


			Afirmações para se verificar se o aluno disse uma verdade:


			Afirmação 1: É suficiente virar o segundo e o terceiro cartões.


			Afirmação 2: É suficiente virar os três últimos cartões.


			Afirmação 3: É preciso virar todos os cartões.


			Problema: Qual afirmação é verdadeira?


			Sugestão: Empregar procedimento análogo ao anterior.


			NOTA: Situação modificada de proposta em vestibular da UnB.


			Situação 3


			Os quatro cartões dados a seguir têm, cada um, um número numa face e uma letra na outra. 


			Disse um aluno: “Cartões com vogal têm na outra face número par”.
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			Problema: Qual afirmação é verdadeira para verificar se o aluno disse uma verdade?


			Afirmação 1: É necessário virar todos os cartões.


			Afirmação 2: É suficiente virar os dois primeiros cartões.


			Afirmação 3: É suficiente virar os dois últimos cartões.


			Afirmação 4: É suficiente virar os dois cartões do meio.


			Afirmação 5: É suficiente virar o primeiro e o último.


			NOTA: A questão é idêntica a uma proposta em exame da FUVEST.


			C – FAMÍLIAS LÓGICAS DE FIGURAS


			Introdução


			Em cada situação são dadas famílias (ou classes) de figuras, bastante parecidas, em quadros. Mas apresentam alguns elementos que as distinguem, que as caracterizam. As atividades constam, numa primeira fase, da análise visual das famílias, com o objetivo de descobrir suas características. A segunda, em geral um pouco mais difícil, é reservada para a prática da redação das características observadas na primeira fase, tendo por objetivo o aprendizado do emprego correto da língua portuguesa para atender à precisão matemática. Na terceira fase deve-se aplicar a descoberta numa lista de novas figuras, dadas arbitrariamente, misturadas as famílias, indicando as de um dos tipos solicitado.


			Objetivando motivar os educandos, nos quadros, são dadas denominações especiais às figuras com característica comum


			Atividade 1: BAS e BES


			Situação: Dispõe-se de famílias de figuras chamadas Bas e Bes.
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			Atividade: Pede-se


			 a) Descobrir as características de cada família que as distingam.


			 b) Redigir a característica de cada família.


			 c) Dadas cinco figuras das duas famílias, quais são Bes? 
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			a) Descobrindo as diferenças: observando as figuras das duas famílias verifica-se que ambas possuem figuras menores no seu interior, e essas figurinhas são, em ambas, pretas ou brancas; porém, as internas às Bas são do mesmo tipo que as respectivas figuras dos contornos, e aquelas das Bes possuem contornos diferentes.


			b) As Bas são caracterizadas por possuírem contorno do mesmo tipo da figura geométrica interior; o que as distingue das Bes, que têm seu contorno de tipo diferente.


			NOTA: O professor pode aproveitar para introduzir algum conceito das espécies de figuras geométricas: retângulo e quadrado, circunferência, triângulo, paralelogramo, polígonos de 3, 4, 5 e 6 lados. Ou então, se for o caso, para fixar conceitos. 


			c) Indicação das Bes: n. 2 e n. 4


			Atividade 2: BESONAS e BESINHAS


			Situação: 
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			Atividade:


			 a) Descobrir as diferenças;


			 b) Redigir as características. 


			 c) Indicar as Besinhas da lista seguinte:
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			Atividade 3: DIFES e IGUIS


			Situação:
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			Atividade:


			a) Descobrir as diferenças.


			b) Dar as características de cada família.


			c) Quais da lista são Iguis?
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			Atividade 4: SIMES e ASIMES


			Situação:
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			Atividade:


			a) Descobrir as diferenças. 


			b) Redigir as características das famílias.


			c) Quais da lista são Simes?
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			Atividade 5: ROTES e ROTFLEXIS


			Situação: 
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			Atividade:


			a) Descobrir as diferenças. 


			b) Redigir as características. 


			c) Quais da lista são Rotes?
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			Atividade 6: TRICIRES e BICIRES


			Situação:
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			Atividade:


			a) Descobrir as diferenças.


			b) Redigir as características.


			c) Quais da lista são bicires?
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			Atividade 7: TRITÕES e BITÕES


			Situação: 
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			Atividade:


			a) Descobrir as diferenças.


			b) Redigir as características das famílias.


			c) Quais da lista são Tritões?
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			Atividade 8: TRIANQUADES e NÃO-TRIANQUADES


			Esta atividade está baseada numa pesquisa experimental com o mesmo nome  descrita em Lindquist e Shulte (1994, p. 280-283). Cumpre-nos ressaltar que esse texto, como as famílias dos “Widgets” e dos “Zoids”, da p. 88, e dos “Brewsters”, da p. 128, de Serra (1997), cremos, constituíram a fonte de inspiração para esta unidade. 


			Situação: 
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			Atividade:


			a) Descobrir as diferenças.


			b) Redigir as características.


			c) Quais da lista são Trianquades?
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			Atividade especial:
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			Regra de construção: As figuras são sucessivamente construídas com triângulos, conectando o novo triângulo com o anterior imediato de tal forma que os  consecutivos tenham um lado em comum.


			Esclarecimento: No primeiro quadro, dos Cat-cat, as figuras 2 e 3 foram obtidas da 1, e esta, por sua vez, obteve-se com a mesma regra de outra figura. Da mesma maneira, a 5 e 6 foram obtidas da 4; as figuras 7, 8, 9 e 10 foram também obtidas a partir da figura 1. Quanto às figuras do segundo quadro, cada uma também foi construída, respeitando a regra, a partir de alguma outra figura.


			 


			Atividade: 


			a) Descobrir as diferenças.


			b) Redigir as características das famílias.


			c) Quais da lista são Cat-cat?


			 


			[image: ]


			 


			Comentário: O leitor deve ter inferido que atividades com famílias de figuras, além das vantagens inerentes, preparam o aluno para uma aprendizagem com significado de classes usuais de figuras planas da geometria euclidiana. Podem até serem empregadas atividades análogas com quadros de  duas ou mais classes. 


			A seguir oferecemos três ilustrações.
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			Respostas das famílias lógicas:


			At. 2: n. 1, n. 2 e n. 5 At. 3: n. 3 e n. 4 At. 4: n. 1, n. 4 e n. 5


			At. 5: n. 2 e n. 5 At. 6: n. 2, n. 4 e n. 5 At. 7: n. 1, n. 3 e n. 5


			At. 8: n. 2 e n. 5 


			At. especial: Cat-cat são sucessões de triângulos retângulos isósceles conectados cateto com cateto; n. 2 e n. 5.


		




		

			CAPÍTULO 2


			ENÍGMAS DE LÓGICA PROPOSICIONAL
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			Toda regra tem exceção.


			Esta é uma regra. Segue que ela tem exceção.


			Portanto, existe regra sem exceção! 





			 


			Introdução


			Este capítulo é dedicado ao estudo de alguns enigmas decorrentes de situações-problemas de lógica proposicional com seus conectivos, agrupados em quatro séries, num total de 16 enigmas. O seu emprego necessita apenas alguns conhecimentos e informações sobre proposições simples e compostas, os quais o leitor logo detectará.


			Aconselhamos não abusar quantitativamente deles em aula; é preferível estudar poucos pelo método de resolução de problemas, para que os alunos aprendam de maneira segura as diferentes formas de conectivos usuais em matemática. O seu uso exagerado poderá afastar o educando da motivação. 


			Por si só, o estudo de enigmas produzirá grande desenvolvimento do raciocínio, e vários deles fixarão que é necessária a completabilidade da análise dos casos, tão importante em matemática.


			Abordaremos nos enigmas a conjunção “... e ...” (verdadeira só no caso de ambas proposições serem verdadeiras), a disjunção inclusiva “... ou ....” (falsa só no caso de ambas serem falsas), a disjunção exclusiva “ou ... ou ...” (verdadeira só no caso de uma única componente ser verdadeira) e a condicional “se ... então ...” (falsa só no caso de a primeira ser verdadeira e a segunda falsa). Aliás, são aquelas básicas para os teoremas ou propriedades da matemática. Escolhemos como recurso para as resoluções o emprego de tabelas-verdades.


			O interessado poderá consultar, por exemplo, os seguintes livros nacionais:


			Fundamentos de Matemática Elementar (BARBOSA, 1974): trata das proposições e dos conectivos; estudo da veracidade ou falsidade de proposições compostas; conjuntos: elementos, operações e propriedades; quantificadores; silogismos: diagramas de Euler, de Venn e de Caroll; teorema, prova e credibilidade, corolário e lema; teoremas aparentados; condição suficiente e condição necessária; indução; conjecturas; extensões, generalizações, especializações e analogias; paradoxos; sistemas matemáticos. 


			Introdução à Lógica Elementar (CASTRUCCI, 1973): trata do cálculo proposicional: proposições, conectivos, tabelas-verdade, equivalência e implicação, fórmulas normais conjuntivas e disjuntivas, álgebra dos interruptores, lógica trivalente; validade de argumento; demonstração indireta; noções de axiomatização do cálculo proposicional.


			Lógica e linguagem cotidiana – verdade, coerência, comunicação e argumentação (MACHADO; CUNHA, 2005): Trata, no cap. 1, da Lógica, da língua e da matemática; no cap II, da forma sem conteúdo e de noções de lógica formal; no cap. III, de forma e o conteúdo: a lógica na linguagem cotidiana (nesse capítulo o leitor encontrará piadas como argumentos); no cap IV, de lógica, lógicas e uma visão panorâmica. Ao final há uma bibliografia comentada.


			Recomendamos também leituras em Senso crítico (CARRAHER, 2003). 


			SÉRIE I: NOTAS DE ALUNOS


			Enigma 1: A NOTA ZERO


			Situação: Numa sala de aula, durante uma avaliação, uma “cola” foi derrubada no chão próxima de três alunos, A, B e C. Ela certamente pertencia a só um deles. O professor fez uma indagação, e as respostas foram as seguintes:


			A: A “cola” é minha.


			B: Não fui eu que “colei”.


			C: A “cola” não é de A.


			Descobriu-se que só um disse a verdade.


			Enigma: Quem merecia nota zero ou pelo menos ser orientado?


			Resolução: Na tabela seguinte indicamos os três casos possíveis.
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			Examinemos cada caso:


			Caso 1: Se B mentiu, então ele teria colado; o que está em contradição com a verdade de A. Concluímos que este caso não pode ter ocorrido. 


			Caso 2: Se A mentiu, então a cola não é dele; o que está em contradição com a mentira de C. Também este caso não pode ter acontecido.


			Caso 3: C falou uma verdade; portanto, está de acordo com a mentira de A. Por outro lado, B mentiu, então ele colou.
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