
		
			[image: Portada de Leyendo a Euclides hecha por Beppo Levi]
		

	
		
			
				[image: ]
			

		

	
		
			Beppo Levi

			Leyendo
a Euclides

			[image: ]

		

	
		
			DImagen de tapa: La escuela de Atenas, Rafael Sanzio

			© 2024. Libros del Zorzal, SL

			Rosselló 186 5º4

			(08008) Barcelona

			España

			info@delzorzal.com.ar

			<www.delzorzal.com>

			ISBN 978-84-129825-5-8

			Queda prohibida la reproducción total o parcial de esta obra, por cualquier medio o procedimiento, sin la autorización previa de la editorial o de los titulares de los derechos. 

		

	
		
			Indice

			Euclides, dos milenios después | 5

			Nota a la segunda edición | 11

			Prólogo | 15

			La geometría y el pensamiento socrático | 19

			Leyendo a Euclides | 79

			I. Definiciones, postulados, nociones comunes.La teoría de la igualdad | 80

			II. La suma de los ángulos de un triángulo y el postulado V | 129

			III. El álgebra geométrica y la teoría de las proporciones | 141

			IV. El método de exhaución | 184

			V. Los Libros Aritméticos | 194

			Nota bibliográfica | 212

			Beppo Levi. Italia y Argentina en la vida de un matemático | 215

			Agradecimientos | 216

			Introducción | 217

			Beppo Levi en Italia, primera parte (1875-1928) | 220

			Beppo Levi en Italia, segunda parte (1928-1939) | 243

			Beppo Levi en Argentina y el Instituto de Matemática de Rosario (1939-1961) | 265

			Bibliografía | 302

		

	
		
			Euclides, dos milenios después

			El famoso matemático Euclides floreció ca. 300 a. C. Entre otras cosas, conjeturó y demostró que hay infinitos números primos (indivisibles). Se ganó la vida dando lecciones de matemática a gentes curiosas, deseosas de aprender por saber, no para hacer. Cuenta la tradición que, cuando un alumno en ciernes le preguntó qué provecho material podría sacar del estudio de la matemática, Euclides habría llamado a su esclavo y le habría dicho: “Dale un óbolo a este desdichado, ya que cree que debe ganar para aprender”.

			Es muy posible que Euclides haya estado conectado con el Museo de Alejandría, puesto que en este instituto estatal de investigaciones científicas y humanísticas se había congregado la flor y nata de la intelectualidad de su época. Los investigadores del museo cobraban sueldos del tesoro real por producir conocimientos que rara vez tenían aplicación práctica. Solamente formaban y amoblaban cerebros curiosos e ingeniosos, empezando por los propios. ¿Cuántos estadistas de nuestro siglo entienden que el conocimiento básico es el más útil, por ser utilizable en múltiples campos?

			La principal obra de Euclides, titulada Elementos, es el libro secular más estudiado de la historia. Recopila y sistematiza los conocimientos geométricos de su tiempo. Por esto se ha dicho que Euclides no fue original: que sólo compiló invenciones ajenas. Quienes repiten esta tesis desconocen que Euclides construyó la primera teoría propiamente dicha que registra la historia, es decir, el primer sistema hipotético-deductivo. Antes que él, la matemática era un montón de resultados sueltos; a partir de él, se fue convirtiendo en un supersistema de sistemas relacionados entre sí.

			Más precisamente, Euclides introdujo de manera explícita el formato (también llamado método) axiomático. Este consiste en empezar por listar los conceptos básicos y los postulados –o sea, ideas no derivables de otras ideas en el mismo sistema– y en derivar (definir o deducir) de ellos los demás.

			La axiomática es el parangón de organización racional y económica de un cuerpo de conocimientos cualesquiera sean, matemáticos, físicos, económicos, filosóficos o lo que fuere. Por ejemplo, Spinoza lo usó en su gran Ética. Hoy día lo empleamos los filósofos exactos para aclarar, sistematizar y probar ideas en cualquier rama de la filosofía.

			Sin embargo, recién el gran David Hilbert, a fines del siglo XIX, advirtió y exaltó las virtudes de la axiomática. La usó en matemática y física y se erigió en su campeón (Hilbert, 1918). Entre las virtudes de la axiomática figuran las siguientes: economía, aceleración de la deducción, facilitación del examen de coherencia lógica, puesta en descubierto de suposiciones, individualización de los conceptos básicos o primitivos (definidores) y búsqueda de fundamentos cada vez más profundos. Estas virtudes hacen casi plausible la anécdota según la cual Blaise Pascal, a los 14 años, habría reconstruido por sí mismo el grueso de la geometría euclídea a partir de sus postulados.

			Sin embargo, el formato axiomático puede engañar, sugiriendo que un sistema de axiomas basta para deducir todos los teoremas en un campo dado. De hecho, salvo en el caso de las consecuencias inmediatas (corolarios), es preciso agregarles suposiciones, tales como construcciones, ejemplos o lemas (proposiciones robadas de campos aledaños). Por ejemplo, para probar que la suma de los ángulos internos de un triángulo es igual a dos rectos, conviene empezar por trazar una recta paralela a uno de los lados. Otros teoremas euclídeos requieren otras construcciones ad hoc más o menos ingeniosas. Tal vez por este motivo, Einstein, siendo ya famoso y estando muy ocupado, se tomó el trabajo de escribirle al psicólogo Wertheimer una carta exponiéndole dos pruebas diferentes del teorema geométrico del antiguo Menelao.

			Esto, junto con su sistematicidad y su rigor lógico, hace que el estudio de la geometría euclídea sea acaso más formativo que el de la geometría analítica o el cálculo infinitesimal. Teorías estas que poseen algoritmos (reglas) que se pueden aplicar uniformemente y en muchos casos mecánicamente. Ese, además de la inercia secular, es uno de los motivos por los cuales los Elementos fueron utilizados como libro de texto en todo el mundo durante dos milenios. Su estudio exige tanto ingenio y empeño como rigor. Forma tanto matemáticos como abogados.

			La lógica de la geometría de Euclides, en particular su sistematicidad y coherencia, sigue suscitando admiración. No debiera extrañar entonces que un matemático moderno, como Beppo Levi, le haya dedicado un estudio profundo, aunque sin la pesada carga erudita habitual. Ni es de extrañar que, a su vez, este libro del matemático italo-argentino despierte la curiosidad de lectores contemporáneos. (Hace dos décadas yo intenté reeditarlo en una colección que dirigía, pero mi editor catalán no se interesó y, por añadidura, extravió mi ejemplar del libro.)

			Beppo Levi (1875-1961) fue un matemático tan versátil como distinguido. Aunque trabajó principalmente en geometría algebraica, hizo importantes incursiones (o “correrías”, como él mismo las llamaba) en otros campos, tales como el análisis matemático, la teoría de números, la teoría de conjuntos, la lógica y la didáctica de la matemática. Semejante universalidad es inconcebible hoy día, en parte porque se sabe tantísimo más y en parte porque se sobreestima la especialización, sin reparar en que las fronteras entre las disciplinas son en cierta medida artificiales.

			Se ha dicho que, entre 1897 y 1909, Levi participó activamente en todos los nuevos desarrollos de la matemática de la época (Schappacher y Schoof, 1996). Su nombre aparece asociado, directa o indirectamente, con los nombres de casi todos los grandes matemáticos de su tiempo, entre otros, Hilbert, Lebesgue y Poincaré. Además, sus contribuciones pertenecen a la prehistoria de varias ramas de la matemática que emergieron después de Levi.

			Entre otras cosas, Levi fue quizá el primero en formular explícitamente y en criticar el famoso axioma de elección, usualmente atribuido a Zermelo (Moore, 1982). Descubrió que se lo había estado usando tácitamente en muchas demostraciones matemáticas. (Dicho axioma sigue siendo motivo de estudios.) Pero Levi es mejor conocido por el lema que lleva su nombre, y que se refiere a integrales de sucesiones monótonas de funciones. También se lo conoce por su estudio, más importante, de singularidades de superficies algebraicas.

			Irónicamente, este gran hombre ha sido llamado el matemático más petiso del siglo, era jorobado, tenía una voz chillona y estaba casado con una mujer hermosa, con quien tuvo tres hijos, entre ellos Laura, la física de la familia. Aunque Levi no pasó el examen de pureza racial, vivió muchos más años, se comportó muchísimo mejor, y concibió y crio más hijos y más ideas que su victimario, Benito Mussolini.

			La legislación antisemita promulgada por el gobierno fascista italiano en 1938 privó a Levi de su cátedra en Bologna y lo obligó a emigrar junto con su familia. A los 64 años de edad recomenzó su vida: vino a parar a la rama rosarina de la Universidad Nacional del Litoral. Esto se debió a la gestión de su ilustrado rector, el ingeniero Cortés Plá, y del matemático Julio Rey Pastor, gran animador de la ciencia en Argentina y España. (Yo tuve el privilegio de tratar a los tres y la suerte de que Levi y su colega, el jusfilósofo José Luis Bruera, votaran en favor mío cuando se concursó la cátedra de Filosofía de la Ciencia en la Universidad de Buenos Aires.)

			En su nueva patria, Levi hizo un poco de todo. Dictó cursos para ingenieros; en 1940 fundó y dirigió el Instituto de Matemática y su revista, Mathematicae Notae; alentó a los pocos jóvenes que entonces se interesaban por la matemática pura; participó en reuniones de físicos; siguió cultivando las humanidades; e incluso encontró tiempo para responder algunas cuestiones matemáticas que le formulé. Era un trabajador entusiasta, incansable y diligente. Vivió los últimos veintitrés años de su fecunda vida en Rosario, donde enseñó hasta los 84.

			Levi ponía pasión en todo lo que hacía. Por ejemplo, solía retarnos vehementemente a los físicos que, apurados por calcular, teníamos poco respeto por el rigor formal. En particular, le indignaba la famosa delta de Dirac, sin la cual los físicos cuánticos no podíamos avanzar. Levi sostenía, con razón, que no era una función sino un monstruo (afortunadamente, muy poco después el gran matemático Laurent Schwartz rigorizó este concepto).

			¿Qué resultó del encuentro de Euclides con Levi a la vuelta de veintidós siglos? Lo averiguarán quienes lean este libro tan original como claro.

			Aprenderán a ver a Euclides, e incluso a su posible maestro, Platón, con ojos modernos. Y aprenderán, si no lo saben ya, los deleites de la conversación con muertos sin recurrir a trucos espiritistas.

			Mario Bunge

			Foundations and Philosophy of Science Unit, 
Mc Gill University, Montréal

			REFERENCIAS

			Hilbert, D. (1918), “Axiomatisches Denken”, en Gesammelte Abhandlun­gen, vol. 3, Berlín, Julius Springer.

			Moore, G. E. (1982), Zermelo’s Axiom of Choice, Nueva York, Springer-Verlag.

			Schappacher. N. y R. Schoof (1996), “Beppo Levi and the Arithmetic of Ellip­tic Curves”, en The Mathematical Intelligencer, núm. 18, pp. 57-69.

			Nota a la segunda edición

			Es una alegría muy grande, para mí, hija de Beppo Levi, llegar a saber que jóvenes matemáticos están hoy interesados en reeditar Leyendo a Euclides, libro escrito hace más de cincuenta años, y que tuvo para el autor un significado muy especial. En efecto, por un lado el libro le brindaba la oportunidad de dirigirse a un público más vasto que el de matemáticos puros, aunque siempre interesado en el desarrollo del pensamiento humano; por el otro, precisamente le permitía expresar su profundo interés en ese pensamiento, distinguiéndolo, en su valor de abstracción, de la simple representación de hechos materiales.

			El libro consta de dos partes: una primera que puede considerarse una introducción histórico-filosófica a los Elementos de Euclides, y una segunda en la cual se presentan los Elementos con sus principales características.

			En esta breve introducción, se hará referencia únicamente a algunos puntos de la primera parte, debido a su interés de carácter más general y también al tratamiento histórico no estrictamente tradicional que ellos ofrecen y que, por esta característica, puede hacerlos objeto de alguna observación crítica, como ya ha sucedido en el pasado.

			Recordaremos en primer lugar el título de este capítulo introductorio: “La geometría y el pensamiento socrático”. Tenemos que observar que este título se ha relacionado en algunos casos con la intención del autor de ubicar la obra de Euclides en un período próximo a la vida de Sócrates, es decir, casi un siglo antes de lo que se hace habitualmente, cuando se considera a Euclides un autor alejandrino que desarrolló su actividad después del 300 a. C. A este propósito dice efectivamente A. Terracini, en su “Commemorazione di Beppo Levi”, pronunciada delante de una asamblea de la Academia de los Linceos: “En Beppo Levi los Elementos de Euclides aparecen más bien como el fruto de las concepciones del círculo de matemáticos y filósofos que rodeaban a Sócrates que la obra de un alejandrino del 300 a. C.”. Sin duda algo de cierto hay en esta observación; sin embargo, habiendo muerto Sócrates en el 399 a. C., bien puede el pensamiento de los filósofos que lo rodearon, entre ellos en particular el de Platón, haber influenciado la obra de Euclides, aunque esta haya aparecido casi un siglo más tarde. Efectivamente, la lectura del texto nos mostrará en seguida que Beppo Levi pretende en realidad relacionar la geometría de Euclides con el pensamiento expresado en los diálogos de Platón, aunque poniendo en evidencia que el pensamiento platónico nace precisamente del pensamiento socrático. En el texto de Beppo Levi existe, es cierto, un pequeño problema de fechas: en él se hace notar que la única información histórica sobre Euclides la tenemos de Proclo, filósofo neoplatónico que vivió entre el 415 y el 485 d. C., es decir, 700-800 años después del período en el cual se supone actuó Euclides (o cerca de mil años después, como indica Beppo Levi). El autor señala, en consecuencia, la dudosa certeza de tal información y hace notar que algunas frases del texto de Proclo podrían interpretarse como sugiriendo que los Elementos de Euclides ya eran conocidos por Eudemo de Cnido, discípulo de Aristóteles, es decir, en un período varios años anterior al 300 a. C. En reproducciones recientes del texto de Proclo, no se da lugar a tal duda y se considera que la composición de los Elementos debe ubicarse en el período alejandrino, es decir, en el siglo III a. C.

			Otro detalle que acentúa la tendencia de Beppo Levi a ubicar la vida de Euclides en un período algo anterior al considerado probable de acuerdo con la moderna crítica histórica es su referencia al diálogo de Platón Teeteto o Del conocimiento. La referencia en el texto a dicho diálogo es por cierto muy natural, puesto que efectivamente Teeteto es un reconocido predecesor de Euclides, cuyos descubrimientos se consideran incluidos en los Elementos. Sin embargo, Beppo Levi no deja de recordar que el diálogo propiamente dicho está precedido por un prólogo en el cual Euclides de Megara, filósofo contemporáneo de Platón, conversa con un coterráneo, Terpsión, sobre su encuentro con Teeteto, a quien había ido a saludar cuando volvía mortalmente enfermo de la guerra del Peloponeso. Delante de ese prólogo, donde Euclides recuerda haber cuidadosamente redactado el diálogo ocurrido unos años antes entre Sócrates y Teeteto, con la ayuda no sólo de la memoria sino también de repetidas conversaciones con Sócrates, Beppo Levi no puede evitar retornar a la hipótesis, ya enunciada por autores anteriores, de una coincidencia entre el Euclides de los Elementos y el de Megara. Dicha hipótesis parece hoy descartada. Levi es consciente de ello, pero la señala porque concuerda con su opinión relativa al importante lazo existente entre el pensamiento filosófico platónico (o socrático) y lo que él quiere especialmente resaltar de la geometría euclidiana, es decir, su capacidad de abstracción con respecto a la simple resolución de problemas materiales.

			Por otro lado, la supuesta relación entre la geometría euclidiana y el pensamiento revelado por los diálogos de Platón no está tampoco en contradicción con los pocos datos históricos de los que se dispone, todos derivados del texto de Proclo, los cuales sugieren que Euclides pasó por la Academia de Atenas antes de iniciar su actividad docente en la recién fundada Alejandría. Pero lo que quiere poner en evidencia Beppo Levi con la expresión “pensamiento socrático” es la profunda conexión que los diálogos de Platón revelarían con el pensamiento del maestro, Sócrates. En cierto sentido, Levi, que no es estrictamente un filósofo, se deja fascinar por la figura de Sócrates tal como aparece en los diálogos de Platón y acentúa en consecuencia la conexión entre el pensamiento de ambos filósofos. A este propósito, es interesante observar que, no obstante la indudable independencia creativa de Platón, también filósofos de autoridad reconocida ponen en evidencia esta conexión, como muestra el capítulo sobre Platón y Sócrates de Karl Jaspers, donde se dice, por ejemplo: “La dualidad-unidad constituida por Sócrates y Platón es un caso único en la historia de la filosofía, encierra una verdad que lo envuelve todo”.

			Podemos concluir observando que el lector interesado en la obra de Euclides podrá no tener demasiado en cuenta la discusión propuesta por Beppo Levi sobre el tiempo en que Euclides vivió, y podrá reemplazar en su mente “el pensamiento socrático” por “el pensamiento platónico”, sin que esto modifique sensiblemente el sentido del libro.

			En consecuencia, consideramos que conviene respetar aquí la forma de exposición del autor, presentando la obra tal como él la pensó y escribió.

			Laura Levi

			Prólogo

			Al leer el título y el nombre del autor de este libro, alguien pensará en alguna contribución de crítica matemática; no quiero negar que el atento lector pueda encontrar también algo de esto aquí. Pero no es esa la razón de ser del presente trabajo, que en mi pensamiento estaría completamente perdido si llegara a ser considerado de matemático para matemáticos, si no pudiera cautivar la atención de lectores precisamente no matemáticos; aun si pudiera pasar por un libro de historia de la matemática.

			Yo, para escribir tal libro, no tengo erudición.

			La moderna crítica histórica de la ciencia –no tan moderna, diremos para puntualizar, como para no alcanzar las dimensiones del siglo– parte del presupuesto evolucionista, tomado ciertamente a préstamo de la biología, pero muy bien acomodado para poner en el olvido el poder creativo de la personalidad humana que mal se conforma con la presente era mecánica. Establece, entonces, en primer lugar, una cronología que, cuando se extiende a la Antigüedad, tiene a menudo sus bases muy inseguras. Desde luego, no es que queramos poner en duda la cronología histórica en sentido estricto, proporcionada por los monumentos y por los grandes hechos militares, políticos y sociales; pero consideramos muy débil el valor documentario de citas y recuerdos insertos en los trabajos científicos de cualquier época, cuando pensamos en la poca confianza que puede tenerse aún hoy en las atribuciones de paternidad desparramadas por las citas bibliográficas, mientras podría pensarse que la facilidad de las comunicaciones y la imprenta deberían ser suficientes para eliminar la eventualidad de repetir noticias por simple oído.

			Y sobre esta cronología, la crítica va luego bordando una filiación de las ideas, recogiendo indicios de analogías muy a menudo arbitrarias. Pues es bien cierto que cada uno absorbe necesariamente del ambiente en que vive; y si es estudioso, absorbe sin querer de quien le ha precedido en la contemplación y en la reflexión; pero las reacciones del espíritu son infinitas, y no siempre son de comprensión, de consentimiento, de adaptación o de obediencia, frecuentemente también son de oposición y de crítica.

			Los Elementos de Euclides constituyen la composición científica más antigua y extensa que nos haya llegado en una integridad casi perfecta; y, suerte singular, composición de una ciencia que no ha cambiado desde entonces sus fundamentos; de modo que su lectura, todos lo saben, ha quedado en todo actual; suerte singular, repito, cuando pensamos que no le han faltado a veces, y aun en tiempos recientes, los ataques del empirismo para quitarle su aureola de verdad física, los que sin embargo han dejado inalterada su importancia como verdad práctica y como fundamento teórico de toda matemática.

			La crítica histórica se pregunta cómo ha podido formarse tal acervo de conocimientos y ordenarse en sólida construcción tan poco común. Descubre entonces por noticias fragmentarias, generalmente sin documentos certeros, que desde tres o cuatro siglos antes de Euclides, quizá más, los griegos practicaban geometría; acaso una geometría puramente utilitaria heredada de otros pueblos, más antiguos; acaso una geometría entre mística y física; y descubre también que aun el título de “Elementos” no es nada nuevo y original; al contrario, es algo tradicional, como para nosotros “tratado” o “curso”. ¿Serán luego los Elementos de Euclides una recopilación más o menos buena, más o menos adulterada, que un modesto profesor ha redactado en forma de apuntes útiles para sus alumnos y que han tenido la suerte de parecer útiles también a muchas personas cultas y a muchos alumnos de las generaciones siguientes? ¿O será tan desatinado emprender una vez la lectura imaginando al filósofo-matemático, que tiene fe en el valor moral de la capacidad razonadora del hombre, y que prueba sus fuerzas en la construcción de un inútil monumento deductivo, que no tiene otro fin que el de alegrarse al mirar cómo parece la realidad plegarse para hacerse espejo de la invención abstracta?

			Debo declarar que, aun habiendo siempre tenido para con la obra euclidiana consideración mucho mayor que para la de un recopilador, mi conocimiento de ella fue hasta tiempos muy recientes el que cualquier matemático tiene de la obra madre de la geometría. Al encararla bajo el otro aspecto, se me desplegó delante una unidad y una armonía que han compensado el esfuerzo. Quisiera que el lector, que no tiene necesidad de ser matemático, me acompañara con igual sentimiento.

			Para este lector no matemático, no creo inútil una advertencia, y es que el autor matemático ha creído poder seguir charlando a veces sin temor de asustarlo con alguna abstrusería del arte. En tal caso, no tiene más que pasar por alto el detalle y seguir leyendo a continuación, pues el sentido esencial saldrá ileso.

			Beppo Levi

			Rosario, septiembre de 1947

			La geometría y el pensamiento socrático

			Quiera disculparnos el lector esa leve ironía que en el prólogo nos permitimos para la cronología; hablábamos de los precursores; y ¿por qué no deberíamos extenderla al mismo Euclides? En efecto, cuando nos ponemos a estudiar los Elementos como un texto de geometría, muy poco puede importarnos cuándo y dónde el tal Euclides haya actuado y, aun diríamos, que Euclides haya vivido en algún tiempo su vida humana. Sin embargo, es casi tema obligado para los autores que tratan del argumento anunciar que Euclides vivió en Alejandría alrededor del año 300 antes de Cristo, porque así nos lo asegura Proclo, un filósofo neoplatónico que vivió en Bizancio cerca de mil años más tarde. De Proclo tendremos que hablar varias veces y no queremos por el momento contradecir su afirmación. Nos contentaremos con observar que, en razón de esos mil años de intervalo, no estaba él probablemente en condiciones mucho mejores que las nuestras para decidir la cuestión; y por cuanto un cierto interés tenemos, únicamente como punto de referencia, en colocar los Elementos, por lo menos groseramente, en el tiempo y en el espacio, vamos a aceptar, como aproximación suficiente (la que, por otra parte, tendremos que confirmar), que los Elementos son un producto del pensamiento griego en una época que precede, no en mucho, pero que podría llegar al siglo, a dicho año 300. También el nombre de Euclides podrá servir como medio para el discurso, y podemos considerarlo tan sólo como la personificación de ese pensamiento; más detalles sobre la persona –si tal persona existió y fue geómetra– no nos interesan por el momento.

			No entendemos afirmar con esto que Proclo trabajara de fantasía. Todo lo contrario; fue ciertamente en su tiempo hombre de estudio y de cultura variada, un erudito profesor a la moda escolástica que, sin ser matemático él mismo, pudo dictar geometría; y escribió, entre otras cosas, un comentario de los Elementos que, en lo que ha llegado a nosotros, no se extiende más allá del Libro I, aunque, según refiere Heath, debe suponerse que el autor tuvo alguna vez intención de dictar también sobre los libros siguientes. Entre otras cosas, contiene este comentario la reproducción de una noticia histórica sobre el desarrollo de la matemática griega antes del tiempo de Aristóteles; la cual, por consejo de este, habría sido escrita por un alumno, Eudemo de Cnido, pero que Proclo conoce solamente de segunda o tercera mano, por intermedio de otros escoliastas, Gemino y Simplicio, que vivieron en los primeros siglos de la era vulgar. A esta noticia tendremos que referirnos alguna vez valiéndonos de una traducción de P. Tannery, reproducida por A. Rey en el opúsculo: Les Mathématiques en Grèce au milieu du Ve siècle.1

			Las últimas palabras de esa noticia serían pues: “Felipe de Medma, discípulo de Platón que lo dirigió a la matemática, hizo investigaciones, según las indicaciones de su maestro, pero se propuso también todas las cuestiones que le parecieron útiles para la filosofía de Platón. Hasta ese Felipe llegan los que han escrito historias sobre los desarrollos de la geometría.

			”Euclides, el autor de los Elementos, no es mucho más joven; puso orden en varios trabajos de Eudoxo, perfeccionó los de Teeteto y también dio demostraciones irrefutables de las cosas que sus predecesores no habían demostrado en modo suficientemente riguroso”.

			El último párrafo contiene posiblemente una pequeña contradicción cronológica: comparando con las últimas palabras de la línea anterior, debemos inferir que o bien este período es un comentario personal del escoliasta y la noticia histórica de Eudemo termina con Felipe de Medma, o bien Eudemo habla de Euclides por su conocimiento personal, en cuanto todavía el autor de los Elementos no había entrado en la historia de la geometría. En el primer caso, este último párrafo es puramente conjetural; en el segundo, deberíamos concluir que en el tiempo de Aristóteles la obra de los Elementos estaba completamente compuesta, y teniendo en cuenta que Aristóteles fue maestro de Alejandro, deberíamos transportar a Euclides por lo menos medio siglo más allá del tiempo que Proclo le atribuye;2 esto concordaría por otra parte con la afirmación de que “Euclides no es mucho más joven [que Felipe]”. 

			Hemos declarado que estos detalles no deben interesarnos por el momento. Dirijámonos, por el contrario, a las primeras líneas del resumen de Eudemo: “Decimos que, según la tradición general, son los egipcios quienes primeramente inventaron la geometría, y que ella ha nacido de la medición de los terrenos, que ellos tenían que renovar continuamente a causa de que las crecidas del Nilo hacían desaparecer los límites entre las propiedades. Por nada debe considerarse asombroso que una necesidad práctica haya producido la invención de esta y otras ciencias, porque todo lo que está sometido a la generación procede de lo imperfecto a lo perfecto; hay por lo tanto un progreso natural de la sensación al razonamiento, de este a la inteligencia pura. Del mismo modo, así como el exacto conocimiento de los números ha empezado por los fenicios a consecuencia del tráfico y de las transacciones en que se ocupaban, la geometría ha sido inventada por los egipcios por la razón que he dicho”.

			He aquí, en unas pocas palabras, muchas, muchísimas cosas ¡y muy modernas! He aquí primero el origen empírico de la geometría y la explicación etimológica, demasiado clara como para hacer perfectamente inútil el ficticio recuerdo de los campos egipcios; he aquí la alusión al origen práctico de la ciencia de los números tan inconmensurablemente lejana de la que aprenderemos de Euclides y he aquí también la filosofía evolucionista del progreso natural de la sensación al razonamiento y de este a la inteligencia pura.

			En los diálogos platónicos, la palabra geometría sale muchas veces de la boca de Sócrates, pero siempre con un sentido totalmente abstracto. Y ¿qué mejor oportunidad habría podido presentarse al filósofo para alabar el origen práctico, que la de proveer, en la República, a la justa distribución de las tierras?

			¿Quién puede, aun respetando la etimología, sacarnos de la duda de que esta geometría no fuera, desde su primera creación, algo mucho más ideal, a la par con la astronomía y la música, con las cuales Sócrates la acopla constantemente?

			¿Quién puede sacarnos de la duda de que el pretendido origen empírico, tan bien especificado por Eudemo y por Proclo, no sea más que una aplicación arbitraria de una tesis metafísica? No es necesario en efecto referirse a la medición de terrenos y a los egipcios para considerar las múltiples ocasiones en las cuales diariamente se encuentran, en cualquier civilización, aunque no sea la nuestra industrial y científica, artesanos y artistas, carpinteros, albañiles, etc., las que son más que suficientes para explicar que ya en edad remota, mucho antes de empezar el primer milenio a. C., un cierto número de conocimientos geométricos circulara entre los pueblos del Oriente Euroasiático, según toda verosimilitud en el mismo plano de los primeros conocimientos físicos y mecánicos que definen el concepto mismo de civilización. Pudieron estos conocimientos constituir el substrato intuitivo para relaciones intelectivas cuyo desenvolvimiento empieza en la geometría de Euclides y que paulatinamente ha venido desarrollándose en la matemática; pero ellos mismos no pudieron merecer el nombre de geometría.

			Paul Tannery concluye su interesante estudio sobre “Une correspondance d’écolâtre du XIe siècle”3 con las palabras siguientes: “El adelanto de la aritmética sobre la geometría subsistirá durante toda la Edad Media y también en el Renacimiento hasta el momento en que los matemáticos tendrán finalmente el modo de estudiar, en traducciones inteligibles, los trabajos de Arquímedes y de Apolonio. Vemos allí un hecho en el cual el genio griego aparece en la humanidad como una excepción que no tiene análogo”. ¡Expresión inigualable de una admiración y de una verdad que pide explicación! No debemos preguntar por ello por qué Arquímedes y Apolonio en lugar de Euclides; por mucho que tengamos admiración por el primero, mientras el segundo ocupa ciertamente un nivel mucho más bajo, su efectivo conocimiento y su influencia sobre el desarrollo de la matemática lo llevaría, en la consideración de Tannery, demasiado cerca de nosotros. Quizás, en la elección de los nombres representativos del genio griego haya influido más bien el momento mismo en que las palabras fueron escritas, los recientes descubrimientos bibliográficos que, para el primero principalmente, habían revelado la extraordinaria extensión y modernidad de su pensamiento, y el auge de la geometría proyectiva y de la dinámica (cosas que evidentemente desplazan un poco el sentido verdadero de la espontánea admiración del historiador). Tampoco debemos fijarnos mucho, por el momento, en la comparación entre aritmética y geometría, que encuentra su explicación únicamente en los argumentos desarrollados en el estudio citado. Quedan para nosotros las preguntas: ¿es posible en la historia del pensamiento humano esa excepción?, ¿cuál es el secreto que ella encierra?, ¿de dónde proviene que sólo en un pequeño rincón de la Tierra, en una duración que no es fácil limitar, pero ciertamente del todo insignificante frente a la historia de la civilización –acaso sólo uno o dos siglos– en un pueblo sin potencia política, actor y víctima de las luchas de dominación, haya podido desarrollarse un fenómeno único entre los valores humanos?

			Nuestras costumbres mentales rehuyen lo único; también sobre esto nos informa Proclo: “Como lo ha dicho el sobrehumano Aristóteles, los mismos pensamientos han venido sucesivamente a los hombres en ciertas épocas determinadas del universo y no es en nuestro tiempo o en el tiempo que conocemos por la historia que las ciencias se han constituido por primera vez”. Pero un poco de reflexión nos dice que las grandes etapas de la historia brotan efectivamente de lo singular; basta pensar, por ejemplo, en la Biblia y en el advenimiento del cristianismo que, podría no ser casualidad, emerge, a poca distancia de tiempo, igualmente de otro pueblo pequeño, aún más insignificante que el griego. La comparación la considero –sea dicho– menos descabellada de lo que el lector pueda pensar de primera intención; en las páginas siguientes, quisiera llevarlo conmigo a buscar la contestación a los interrogantes en un pensamiento filosófico-moral, en la virtud orientadora de una predicación que, aun en el pueblo griego que tuvo la suerte de prestarle el nombre, pudo reunir tan sólo una muy corta escuela, y que aun al correr el tiempo pudo ser aceptada completamente sólo por una contada minoría de pensadores, afirmando la superioridad incontrolable del autojuicio de la mente humana sobre las manifestaciones de los hechos y sobre los consentimientos de la opinión vulgar.

			Quiero insistir un momento sobre una declaración que hice en el prólogo: no tengo erudición; y, en particular, no conozco griego. Que, por esta razón, haya tenido que leer traducciones de la obra de Euclides no extrañará a nadie, pues se trata de una obra científica; pero tendré que hablar de Platón y de las noticias que se pueden sacar de los Diálogos para alumbrar nuestro estudio; tuve también que leerlo de las traducciones; hice lo posible para que fueran traducciones buenas, que con la fidelidad unieran el gusto literario, y allí me he convencido de que es posible leer a Platón, no con el fin deliberado de enterarse sobre la filosofía platónica, sino del mismo modo como se lee una obra de amena literatura, donde el autor se esfuerza por presentar a sus personajes en sus modos respectivos de pensar, a veces también contrastantes. Sin excluir, desde luego, el hecho de que, como siempre ocurre, el pensamiento del autor tenga sus reflejos en el desarrollo del drama, me pareció que, por lo general, cuando Platón hace hablar a Sócrates, son verdaderamente las enseñanzas del último y a veces también sus modales los que se quieren reproducir; y por esta razón yo citaré a Sócrates muchas veces cuando, para seguir las costumbres de la crítica filosófica, habría tenido que decir Platón.4

			Me parece –y, repito una vez más todavía, excluyendo toda pretensión de una especialización que no tengo– que desaparecen de esta manera muchas dificultades reconocidas en la interpretación de la filosofía platónica. Todos están de acuerdo, para dar un ejemplo –y no puede haber duda porque lo afirma el mismo Platón–, en que la República y el Timeo están vinculados por un concepto de continuidad; a menos que esta continuidad se quisiera entender en el sentido de corrección; que, pasados los años, habiendo cambiado Platón en modo incomprensible sus vistas filosóficas, hubiera querido hacer en el apéndice (el Timeo) la enmienda de las opiniones expresadas en la República, nadie puede concebir que las tesis de los dos diálogos puedan caber en la misma cabeza. El sistema socrático en la República es espiritual; la filosofía de Timeo se puede enteramente comparar –cambiados los tiempos– con algo como nuestra filosofía positivista. El fundamento del Timeo son verdaderas observaciones en el campo de la filosofía natural, aunque tales observaciones biológicas y aun físicas, químicas y astronómicas están mezcladas con trozos de un misticismo irracional, y bien se sabe por otras fuentes que esta fue exactamente la característica de los métodos pitagóricos, al mismo tiempo experimentales y fantásticos. Condiciones, debe notarse, no tan contrastantes entre sí y no tan distantes de actitudes muy modernas como la definición del propio positivismo podría a primera vista dejar pensar.

			La razón es que, cuando el interés se dirige principalmente sobre los hechos, y los hechos aprietan de todas partes con su fuerza brutal, cualquier ficción es buena para ponerle un orden provisional, sea tal ficción el mínimo esfuerzo de la naturaleza o las propiedades específicas o el recóndito acuerdo entre una operación simbólica y una transformación física. Así, en el Timeo se juguetea con algún caso particular del teorema de Pitágoras que, por universalmente conocido, no es necesario justificar en términos racionales, poniéndolo en relación con una hipotética belleza del universo, y una rudimental química de los poliedros5 se pone en relación con las transformaciones físicas de los elementos. Pero el acervo de hechos allí considerados, un verdadero sistema del mundo, es inconmensurable con los menudos análisis de la República. Me permito pensar que la extensa charla de Sócrates sobre Atlántida con la cual empieza el Timeo –el mismo Sócrates que luego se calla completamente cuando empieza la exposición de la teoría pitagórica, extraña evidentemente a sus intereses– podría, en la propuesta interpretación literaria de los Diálogos, significar una leve ironía para indicar que, cuando quisiese abandonar el razonamiento moral, también Sócrates sabría poner alas a la fantasía y renunciar al diálogo mayéutico.

			Y en el libro X (último) de la República, en el mismo instante en que critica a Homero y a los poetas porque, con el aliciente del cuento fantástico, propagan pasiones y falsas enseñanzas, se había detenido Sócrates en contar el mito de Er visitando el Averno, desarrollando allí un largo recamado que no tiene otro fin positivo que llevar a la conclusión final: “No será el propio demonio el que os elegirá, sino que cada uno de vosotros elegirá a su demonio... La virtud no pertenece a nadie; según que cada uno la honre o la desprecie, más o menos obtendrá de ella. La culpa es de quien elige; el dios no tiene culpas” (617 e). “Aquí, desde luego, mi querido Glaucón, está todo el peligro para el hombre, y es por eso necesario tener el máximo cuidado para que cada uno, despreciando toda otra ciencia, de aquella única sea investigador y discípulo, si es que en algún lugar pueda encontrarla y aprenderla, la que pueda enseñarle y capacitarle, después de haber escrudiñado la vida buena y la mala, a preferir siempre y dondequiera la mejor [...] llamando peor la que lleva a ser más injusto y mejor la más justa” (618 c-e). Sócrates resuelve así en modo elegante el dilema entre la fatalidad y la responsabilidad humana, diríamos nosotros entre el determinismo y el libre albedrío; pero lo que queremos hacer notar es que él llama ciencia al instrumento por el cual el hombre adquiere esa capacidad de elegir; pero esta ciencia no es la misma a la cual nosotros, sin diferenciarnos en esto de los mismos griegos, damos este nombre; con ella es que (533 d-e) “el ojo del alma sepultado verdaderamente en el barro de la barbarie paulatinamente se levanta, sirviéndose de las artes [...] que nosotros repetidamente, por la costumbre, hemos llamado ciencias, pero que necesitarían otro nombre, más insigne ciertamente que el de opinión, pero más obscuro que el de ciencia, y que antes hemos dicho raciocinio”. Una de estas artes por excelencia es, como veremos, la geometría.

			Quiero detenerme todavía en otro ejemplo sobre el cual la lectura de Platón a la manera de vida novelada alumbra del modo más vívido el conflicto existente entre las escuelas filosóficas griegas del cuarto y quinto siglo a. C. en la concepción de la geometría. Me refiero todavía al trozo de la República (Libro VIII, 546) que constituye para los comentadores un verdadero rompecabezas matemático. Dice Sócrates: “Ahora las cosas que han sido generadas por Dios tienen un período que está comprendido por un número perfecto, y la generación humana, uno en el cual progresiones de raíces y potencias, con tres intervalos y cuatro términos semejantes y diferenciantes, excedentes y deficientes, proporcionan un resultado enteramente proporcional y racional. De este la primera relación epitrita, triplicada combinada con el número cinco, da dos armonías, la primera representada por un cuadrado, cien por cien, la otra igual por un lado a esta, pero rectangular y formada por cien números obtenidos del cuadrado del diámetro racional del número cinco, disminuido, cada uno en una unidad, o bien irracional disminuido cada uno en dos unidades y de cien cubos del número tres”.6 La explicación matemática o seudomatemática sería la siguiente: el número de la generación divina sería, según la tradición pitagórica, el 6 = 1 + 2 + 3 (número perfecto, es decir, suma de sus divisores); el número humano sería el cubo 6³ = 216 = 3³ + 4³ + 5³; las progresiones de raíces y potencias serían: 2 : 4 : 8 , 3 : 9 : 27, 6 : 36 : 216; la razón epitrita sería 3 a 4 según Fraccaroli y 4 a 3 según Maggi,7 el cual declara uniformarse con su interpretación a otra ya universalmente aceptada de Jowett; las armonías serían, según las distintas interpretaciones, 10.000, y 2.500 o 7.500 a través de unos cálculos sobre los cuales no vale la pena detenerse.

			Pero, si renunciamos a resolver el rompecabezas numérico y en cambio leemos el pasaje completo al cual pertenece el tramo citado, he aquí el significado que se revela: Sócrates había explicado su propio programa de organización de la República fundada sobre la educación de ciudadanos fuertes, cultos y exentos de intereses personales; era luego un régimen de aristocracia (gobierno de los buenos), y estaba por empezar la crítica de los regímenes existentes –timocracia, oligarquía, democracia, tiranía (de los ambiciosos, de los pocos, del pueblo, de los reyes)– y Sócrates sabía que lo menos que se le oponía era la imposibilidad de realizar los propósitos de su prédica; ya antes de empezar se había defendido observando que, aun cuando debiera considerarse irrealizable la ciudad de su imaginación, valía la pena describirla; y concluía ahora la descripción afirmando que tal ciudad habría sido, en su constitución, inquebrantable. Pero, de pronto, le aparece delante la incredulidad de sus adversarios y a ella ajusta el discurso: “¿Cómo, por tanto, querido Glaucón, podría nuestro régimen quebrantarse, y cómo discordarían los auxiliares y los magistrados recíprocamente y con ellos mismos? ¿Quieres pues que, como Homero, pidamos a las Musas cómo primero nació la discordia, y las hagamos hablar trágicamente de manera solemne, casi como si fuera en serio, mientras al contrario juegan con nosotros como se hace con los niños, provocándonos? Más o menos así: es difícil por cierto que una ciudad así constituida pueda quebrantarse; mas, por cuanto cada cosa que nace tiene su corrupción, tampoco esta constitución va a durar para siempre, sino que se disolverá. Y la disolución ocurrirá de la manera siguiente: no solamente para los árboles que están plantados en el suelo, sino también para los animales que se mueven sobre la tierra hay fertilidad y esterilidad del alma y de los cuerpos, cuando cada especie termine su propio giro y reanude su órbita, corta para lo que tiene vida corta, y al contrario en caso contrario” (545 d-e, 546 a). No es necesario esfuerzo de inteligencia alguno para percibir el tono de chanza en este solemne preámbulo profético, pues el mismo Sócrates ha tenido cuidado de avisarnos para que no lo tomáramos en serio; pero el lector notará en la broma la alusión a la corrupción y a los retornos con palabras casi idénticas a las que leímos al principio del resumen histórico del aristotélico Eudemo o del neoplatónico Proclo. Si el filósofo Platón aceptara la teoría, no es cosa que queramos juzgar; pero seguro es que no lo hace el novelista, cuando se identifica con su personaje del momento. Sigue todavía el paso del diálogo: “Ahora la fecundidad y esterilidad de vuestra especie, por mucho que sean sabios los que habréis educado por guías, no por eso podrán obtenerla con el razonamiento conjuntamente con los sentidos, sino que estos escaparán a su dominio y a veces engendrarán hijos cuando no conviene”. Aquí se junta el trozo matemático que hemos referido, para continuar: “Ahora bien, todo este número geométrico tiene la facultad de dirigir las generaciones mejores y las peores; y, cuando los custodios (de la ciudad) no la conozcan y junten las esposas a los esposos fuera del tiempo, no tendrán hijos ni bien constituidos ni felices...”. Compare el lector con las reglas para asegurarse una vida justa y feliz, que hemos reportado del último libro del diálogo; recuerde la advertencia del mismo Sócrates al principio del pasaje, y deberá concluir que la charla puede bien estar como ironía contra sus opositores, pero no como expresión de su pensamiento verdadero; que el trozo matemático no pertenece a la ciencia (o raciocinio) en que él cree, sino que es una imitación probablemente caricaturesca de la mística numérica de los pitagóricos y que un análisis menudo para resolver el rompecabezas tiene más probabilidad de proporcionarnos una invención preciosa que una información para la historia científica.8 Sin embargo, si el tramo no es más, por su sentido intrínseco, que un abracadabra matemático, algo puede enseñarnos por los vocablos; números perfectos, números (o razones) semejantes y diferentes, excedentes y deficientes, diámetro racional e irracional. Ya dijimos el significado del primer término; números excedentes y deficientes son los que son mayores y respectivamente menores que la suma de sus divisores (2, 4, 8, 3, 9, 27 son excedentes; 36 y 216 deficientes); el diámetro racional y el irracional –esto es, expresable y no expresable– se refieren a la aparición de la irracionalidad (en nuestro sentido actual) de la longitud de la hipotenusa del triángulo rectángulo isósceles (diámetro del cuadrado), de la cual tendremos que hablar más adelante. Ahora bien, toda esta terminología, perfectamente adaptada a los juegos combinatorios con los números, ha desaparecido casi completamente en Euclides, quedando solamente el número perfecto, por presentarse en un interesante teorema de teoría de los números al final del Libro IX de los Elementos. Como hecho positivo, la alusión al diámetro racional del cuadrado de lado 5 nos informa sobre el conocimiento, en el tiempo de Sócrates, del valor aproximado 7/5 para la raíz de 2, pues la diagonal (diámetro) del cuadrado de lado 5 vale 50 (inexpresable) y su cuadrado se aproxima por defecto en una unidad al cuadrado de 7, esto es 49. Con la alusión socrática, o quizá más bien platónica, toma el autor la oportunidad para poner en evidencia el hecho, que pudo parecer notable como signo de gran aproximación, de que el cuadrado de la diagonal racional difiere en menos de una sola unidad del cuadrado de la irracional.

			Cerramos la digresión, que ha resultado quizá un poco larga. Volviendo a las reflexiones generales sobre el razonamiento socrático, nos parece todavía importante llamar la atención sobre una característica esencial: mientras, como notamos, Timeo (el pitagórico) nos ofrece una representación y una interpretación más o menos acabada de nuestras experiencias sensibles –un sistema del mundo–; y mientras en la teoría de las ideas, sea ella de Platón o de Parménides, podemos ver una interpretación del modo como tal representación, en cuanto referimiento de lo sensible a lo pensable, resulta posible –un sistema del conocimiento–; descenso de lo general a lo particular, que encontrará su opuesto, con Aristóteles, en el ascenso de las nociones particulares a las generales; Sócrates no tiene sistema, sino solamente un método –disección y análisis–; por eso todos los diálogos socráticos terminan en suspenso, porque sin teoría y sin sistema faltan palabras para expresar conclusiones. Qué pensara Platón de estas diferencias, que tan claramente nos representan, no va a interesarnos particularmente. Si miramos el desarrollo secular del pensamiento, debemos reconocer que los alumnos de Sócrates son siempre minoría; que la mayoría de los pensadores, hoy y probablemente en todos los tiempos, ha propendido preferentemente por Timeo o por Aristóteles; con variantes en las esfumaduras, se admite universalmente que el verdadero interés proviene de lo real y que de muchos particulares se origina lo general y que a partir de la observación experimental se forma el concepto; se afirma y se admite universalmente el origen práctico de la geometría –que muchos modernos dijeron era la rama más baja de la física– y lo mismo vale más generalmente para toda la matemática. Hemos visto que lo afirma de manera explícita Proclo, pero será importante para nosotros notar que el asunto parece no interesar a Euclides, porque ninguna alusión al respecto contiene su obra. Y si observamos que no solamente Proclo, sino incluso la mayoría de los tratadistas de hoy parecen tener como tema obligado para las primeras páginas de cualquier libro elemental de geometría o de aritmética alguna alusión acerca de la formación experimental y práctica de los conceptos de punto, número, etc., el silencio de Euclides deberá parecernos más bien una propensión en contra.

			Notaremos entonces una muy expresiva contradicción entre esa opinión tan generalizada, ese axioma didáctico de todos los tiempos, esa confianza universal en la directa adherencia entre el adelantamiento de los conceptos matemáticos y las necesidades prácticas de las otras ciencias de la naturaleza y el hecho de que por tantos siglos los Elementos, o más frecuentemente algunas reducciones de ellos, más o menos respetuosas según los momentos, hayan constituido el fundamento de la enseñanza geométrica. Esta contradicción se resume en la admirada conclusión de Tannery antes recordada.

			En efecto, el conocimiento geométrico, matemático en general, no es en ningún modo prerrogativa griega; los historiadores nos dicen que todas las más antiguas civilizaciones, anteriores en milenios a la obra de Euclides, tuvieron entre sus aportes algo que, desde el punto de vista de los conocimientos prácticos, coincide perfectamente con los principios de la geometría, de la aritmética, del álgebra. Toda persona culta ha oído hablar de problemas y de cómputos contenidos en papiros egipcios; desde fines del siglo pasado, es conocido todo un conjunto de teoremas y construcciones geométricas extraídos de los Sulba-sutras, colecciones de reglas para la construcción de los altares de los antiguos hindúes, y más recientemente las excavaciones de Babilonia han dado a luz unos millares de tablas de ladrillo referidas a dos o tres mil años antes de Euclides, en las cuales se pudo leer un verdadero tratado de geometría, aritmética y álgebra, comprendiendo ecuaciones de segundo y aun de tercer grado...; nada sin embargo que vaya más allá de la curiosidad histórica.

			La característica común de todos estos hallazgos es el teorema de Pitágoras –conocido y utilizado generalmente sólo para algunos triángulos particulares de lados enteros y con preferencia para el triángulo 3, 4, 5–, enunciado sin embargo a veces en forma general, pero sin indicación de demostración. 
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			Fig. 1

			Igual sucede con el teorema del gnomon (principalmente para el paralelogramo rectángulo, ver fig.1), que afirma la equivalencia de las figuras análogas puestas a los dos lados de la diagonal; noticia esta muy fácil de obtener por vía intuitiva-experimental y empleada desde tiempo antiquísimo para mejorar la evaluación de la raíz cuadrada bajo la forma
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			Por fin, los cálculos algebraicos desarrollados para casos particulares de combinaciones o de aproximaciones numéricas, y es esta particularidad que nota Tannery, aun refiriéndose a otro momento histórico, cuando habla de aritmética y geometría.

			En la “Correspondencia” a la cual se refiere la memoria de Tannery, aprendemos que alrededor del año 1000 (estamos luego nuevamente a más de mil años de distancia de Euclides, pero esta vez, más de mil años después) dos clérigos alemanes disputan entre sí con fines probablemente no desinteresados en relación con una carrera académica, y para dar muestra de erudición eligen como objeto de discusión cuestiones geométricas. Ellos saben, quizá por Boecio o por algún otro comentario sobre Aristóteles, que ha existido un sabio llamado Euclides y conocen de oídas algunas proposiciones: la suma de los ángulos internos de un triángulo vale dos rectos; pero ¿qué será un ángulo interno? Después de emitir algunas opiniones sin sentido geométrico, debido a que no entienden que lo “interno” no es adjetivo sino en relación con el triángulo, abandonan el asunto y pasan a la diagonal del cuadrado de lado uno. ¿Cuál será la longitud de esta diagonal? Uno afirma que es 7/5, probablemente por haberlo leído también en un resumen aristotélico, pues este es el valor del diámetro racional del cual hablamos hace poco; pero el otro contesta que, según Boecio, esta longitud sería 17/12; se trata en efecto de un valor por exceso, debido a que la suma de los cuadrados de dos lados de longitud 12 es 288 y el cuadrado de 17 es 289. Pero ninguno de los dos tiene noción de esto y abandonan la discusión sobre la base de que la diferencia de los dos valores es imperceptible. El autor del Sulba-sutra sabía algo más, porque, probablemente por aplicación del teorema del gnomon, ya había perfeccionado el 17/12 en
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			sin embargo, tampoco él tenía noticia de la no-expresabilidad racional.

			La matemática, guiada por el simple pensamiento experimental y de aplicación, se estanca delante de las ilusiones de la aproximación y delante de la multiplicidad de los caminos que prácticamente llevan al fin inmediato, pero que allí terminan sin posibilidad de prosecución. Le es necesario, para elegir la vía hacia el universo desconocido, olvidar el fin inmediato y subir la montaña de la inteligencia, del análisis.

			En los párrafos 11 a 14 del Libro VII de la República (pp. 530-534), define Sócrates el justo proceder filosófico y los fines de ello: “Yo quisiera mostrarte no solamente una imagen de lo que hablamos, sino la misma verdad, por lo menos como ella me parece; que lo sea verdaderamente o no lo sea, no cabe el caso de querer sostenerlo, pero que ciertamente debería ser algo semejante, esto sí lo sostengo [...] Únicamente el método dialéctico procede por esta vía, derecho al principio para ponerlo sobre buen fundamento; y ese ojo del alma que está sumergido verdaderamente en un pantano de barbarie llanamente lo tira y lo levanta sirviéndose de las artes que hemos examinado como colaboradoras y cooperadoras (la geometría, la astronomía y la música); las que para seguir la costumbre hemos llamado ciencias, pero que merecen otro nombre, más noble que opinión, pero menos brillante que el de ciencia y que arriba hemos definido por raciocinio. Pero para quien se ha propuesto una investigación sobre cosas tan excelsas como las que nos están delante, no me parece que la cuestión pueda estar en el nombre [...] Y aun, ¿no llamas tú dialéctico al que da la razón de ser de cada cosa? [...] Luego, lo mismo será también para el bien: quien no sepa definir por el razonamiento, separándola de todas las otras, la idea del bien, y, como en lucha, pasando a través de todas las pruebas, con el fin de demostrarla, no según opinión sino según la realidad, no recorra el camino a lo largo de todo este procedimiento con discurso invulnerable no dirás que conoce, no ya el bien en sí, sino tampoco ninguna cosa buena; y que, aun cuando de esto aprenda alguna sombra, la habrá aprendido por la opinión, pero no por la ciencia” [...] (533-534).

			Poco antes, cuando todavía Sócrates no había alcanzado la tensión del discurso para inducirlo a cambiar el nombre de ciencia en arte, y seguía todavía con la costumbre, había ridiculizado a los pitagóricos por fundar únicamente sobre directas experiencias con las cuerdas sus descubrimientos sobre las relaciones armónicas: “Midiendo en efecto las consonancias como son percibidas por el oído y los tonos, hacen, como los astrónomos, una fatiga inútil que no alcanza a nada [...] Ellos buscan aquellos números que corresponden a las consonancias que se advierten, pero no remontan a los problemas, a examinar cuáles son los números que dan consonancia y los que no la dan y por cuál razón los unos sí y los otros no” (531). Cuando leemos la contestación de Glaucón: “Tú hablas de cosa sobrehumana” y notamos que la teoría físico-matemática del sonido y la identificación de los armónicos en el número de vibraciones son conquistas de menos de dos siglos, no podemos menos que quedar asombrados del valor profético de la filosofía intelectiva de Sócrates. ¡Una página antes, hablando de la astronomía, le había impuesto el problema de la mecánica celeste, que fue tarea de Newton! “Estos bordados del cielo, por cuanto están en lugar visible, deberán bien considerarse como los más bellos y los más perfectos de ese género; pero en mucho inferiores a los verdaderos, donde (se ve) la velocidad verdadera y la verdadera lentitud, en el número verdadero y en todas las formas y movimientos verdaderos (en que) son respectivamente arrastrados y arrastran lo que contienen. Cosas estas que bien pueden comprenderse con el discurso y con el pensamiento; pero no con la vista” (529 d-e).

			No quiero olvidar que nuestro tema es la geometría; me pareció sin embargo necesario alejarme un poco de ella porque la tesis que vamos persiguiendo es verdaderamente más amplia; nunca tomaremos a Sócrates como maestro de matemática y, por otro lado, parece que el ángulo bajo el cual hemos examinado el diálogo platónico ha pasado desapercibido a muchísimos comentadores.

			La geometría, con el cálculo, es efectivamente la primera ciencia-arte que Sócrates considera en su discusión, porque su tema principal es la educación de los futuros custodios de la ciudad y evidentemente, ya fuera una costumbre reconocida o ya se tratara de una ordenación platónica conservada hasta nuestros tiempos, la clasificación de las ciencias no difería entonces esencialmente de la nuestra.

			Cuando Sócrates sugiere a su interlocutor, Glaucón, esta necesidad de enseñar geometría a los futuros defensores de la ciudad, este, que representa aquí la parte de la opinión común, aprueba enseguida por el servicio que su conocimiento podría proporcionar en la maniobra de los ejércitos. Contesta Sócrates: “Para ese fin podría bastar una parte bien pequeña, sea de la geometría, sea del cálculo; la parte importante que se necesita examinar es si ella, la geometría, no tiende a hacer ver más fácilmente la idea del bien. Y dijimos que a esto tienden todas aquellas cosas que obligan al alma a mirar donde uno se complace de la perfección de lo que es... Pero ¿no le será denegado este oficio por los que pretenden tener práctica con la geometría y que siempre en vista de la práctica hablan de construir cuadriláteros, circunscribir e inscribir figuras, mientras esta ciencia debe ser cultivada únicamente como fin de conocimiento?... Remolque del alma por tanto debería ser ella hacia la verdad e impulso al pensamiento filosófico para tener alto lo que ahora indebidamente tenemos bajo... Y también sus accesorios no son indiferentes... aun para todas las otras disciplinas, para poder aprenderlas mejor, sabemos bien cómo difiere en todo quien sea versado en la geometría y quien no” (527).

			El programa geométrico de Sócrates no es pues una novedad absoluta. Hay geómetras, y son mayoría ciertamente, porque Sócrates es minoría y excepción, como lo dice su muerte y como lo dice él mismo las muchas veces que expresa desconfianza para hacerse entender por completo: “No todavía, querido Glaucón, serás tú capaz de seguirme, aunque por mi parte no es que falte la buena voluntad...” (533 a); una mayoría de geómetras, decíamos, que entiende la geometría como un arte para resolver problemas más o menos prácticos. Para estos podían ser instrumento principal, ya lo notamos, el teorema de Pitágoras y el trazado de curvas por puntos o por movimiento continuo con instrumentos variables según la oportunidad; quizá un ejemplo notable lo veamos pronto en el intento de Hipócrates para cuadrar el círculo. Pero, por las últimas palabras que hemos reproducido, no podemos dudar de que existe una escuela que mira la geometría como una audacia del espíritu, remolque del alma hacia la verdad e impulso al pensamiento filosófico.

			Para hacer una pequeña inducción sobre quienes componen esa escuela, volvamos a la República pocas páginas atrás (525 e-526): “Tú sabes que los maestros en estas cosas, si uno en el razonamiento intenta romper la unidad matemática, se burlan y no lo admiten, sino que donde tú piensas en romperla, ellos la multiplican, teniendo cuidado de que lo uno nunca pueda aparecer no uno, sino muchas partículas [...]; ellos hablan de los (números) que únicamente se pueden concebir, pero no es posible manejar de otra manera”. Giuseppe Fraccaroli, tomando las palabras al pie de la letra, comenta: “De quien quisiera dividir la unidad, ellos se burlan: ¿tú te diviertes en dividir? ¡Y yo en multiplicar!”. No ciertamente; Sócrates no ha cargado la burla con la palabra “tú te diviertes”; todo lo contrario, al añadir las palabras “no lo admiten” ha expresado claramente una determinación racionativa. Para entender cuál puede ser, debemos recordar que en el Libro V de Euclides se encuentra una teoría de las proporciones entre magnitudes construida exclusivamente por multiplicación; y lo mismo hace Sócrates las pocas veces que introduce en sus razonamientos un ejemplo geométrico concreto, siempre el mismo, la comparación del lado y la diagonal del cuadrado; luego, es razonable interpretar las palabras de Sócrates como una concreta alusión a las teorías de sus amigos y discípulos matemáticos. No ciertamente a que, como a veces se dice, “los griegos” desconocieran los quebrados o los excluyeran de la dignidad científica. En el texto citado debemos entender que aquellos mismos que a la geometría acudían como a un instrumento para resolver problemas más o menos prácticos debían tratarlos sin recelo, porque sabemos que con quebrados calcularon todas las demás civilizaciones antiguas y con quebrados calcula corrientemente Arquímedes, el geómetra máximo del tiempo que sigue inmediatamente al que consideramos y que por eso pudo asociar la formación teórica de los Elementos con la práctica aplicación; y bien puede Sócrates indicar con generalidad a los que rechazan el uso de los quebrados como “los maestros en estas cosas” cuando en efecto habla a un alumno devoto, en todo dispuesto a despreciar lo que contrasta con la opinión del filósofo. Tampoco es necesario suponer una oposición apriorística de naturaleza lógica contra el fraccionamiento de la unidad. Podría ser exacta esa explicación cuando fuese referida a un filósofo sistemático, Platón u otro; no lo parece en cuanto se refiere a Sócrates que, como hemos dicho, no tiene sistema y, en efecto, poco antes nos había dicho (525 a): “Una misma cosa la vemos como una y como infinita en número [...] y, como el uno, cualquier otro número se encuentra en el mismo caso”. Luego, todo nos parece indicar que Sócrates se refiere a la necesidad en que la noción reciente de lo irracional había puesto a ciertos matemáticos filósofos de rechazar los quebrados en la teoría de la proporcionalidad, utilizando la multiplicación como única operación. Nosotros personificamos en Eudoxo a aquellos matemáticos.9 Cosa notable, en muy tardío Renacimiento, hacia 1658, Alfonso Borelli publica un Euclides restitutus del cual declara como principal mérito10 la renovación de la teoría de las proporciones, utilizando los submúltiplos en vez de los múltiplos; y el ejemplo fue seguido después casi universalmente y recoge todavía hoy las preferencias didácticas; correspondía la reforma a las necesidades del tiempo, al desarrollo de la física, del álgebra, del cálculo infinitesimal. Pero la posibilidad de ella sin obstaculizar el progreso de la matemática depende de haber sido precedida por el procedimiento eudoxiano y de que la noción de lo irracional estaba definitivamente arraigada en la matemática.

			Con lo dicho arriba estamos lejos, hay que repetirlo, de representarnos un Sócrates matemático; es verdad que en el diálogo Teeteto, Platón, después de hacerle preguntar al joven Teeteto si con Teodoro aprende geometría, astronomía, armonía y cálculo, le hace añadir: “Yo también me pruebo en eso; y no solamente con Teodoro, sino también con otros que yo crea que de estas cosas entienden algo. Y para lo restante me saco bastante bien de dificultades [...]”; pero se trata únicamente de una media verdad, que sería bien justificada en el diálogo aun si no tuviera otra razón que la de no perder autoridad en el primer encuentro con un adolescente que de esas cosas entendía efectivamente algo y que resulta por otra parte más cierta, en razón de lo que dijimos antes, si la interpretamos como afirmación del trato y comercio intelectual que Sócrates hubo de tener con matemáticos de su tiempo.

			En cuanto a conocimientos matemáticos positivos, si debemos juzgar de los diálogos platónicos y no queremos cargar sobre el autor las deficiencias aparentes del protagonista, estaríamos conducidos por el contrario a pensar que ellos fueran muy reducidos y limitados a las mismas proposiciones pitagóricas; pues no solamente en el caso que antes hemos considerado, en el cual esa limitación estaría incluida a propósito por la ironía en el trozo matemático, sino también cuando aparece efectivamente el ejemplo geométrico, parece que Sócrates no sabe alejarse del teorema de Pitágoras y del triángulo rectángulo isósceles. En el Menón, para demostrar que nada se aprende de la experiencia y de las enseñanzas de otros, sino que sólo se llama a la memoria lo que está olvidado en las profundidades del alma, Sócrates llama a un esclavo inculto y lo lleva con preguntas a resolver, por la reflexión y la intuición, el problema de la duplicación del cuadrado. Empieza haciéndole notar, por simples razones de simetría y de razón suficiente, cómo las medianas de un cuadrado lo dividen en cuatro partes iguales y simétricamente dispuestas alrededor del centro, que son luego cuatro cuadrados. En este punto comienzan algunas pruebas aritméticas: si el cuadrado dado tiene lado de 2 pies, ¿cuán será el largo del lado del cuadrado doble? ¿Acaso 4 pies? No, porque el cuadrado de 2 es 4 y el cuadrado de 4 es 16, mientras que el doble de 4 es 8. Tampoco será ese lado 3 pies, porque el cuadrado de 3 es 9. Sócrates vuelve entonces al examen de la figura: la diagonal del cuadrado lo divide en partes iguales. Si entonces formamos con cuatro cuadrados iguales el cuadrado cuádruple
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			(ya desde el principio la consideración de las medianas del cuadrado preparaba esta consideración, en sentido inverso), y luego, trazando las diagonales, de cada uno de estos cuadrados tomamos sólo la mitad, habremos formado, con estas diagonales como lados, el cuadrado doble.

			Sin embargo, aun si el contenido matemático del ejemplo es demasiado simple, resulta evidente que lo que interesa a Sócrates es el método deductivo, partiendo de proposiciones cuyo contenido aparente es extremadamente simple e intuitivo. Poco después está declarado de manera explícita: “Por tanto consiénteme que yo, por medio de suposiciones, considere si la virtud es cosa que se pueda enseñar o si es otra cosa; por suposiciones como acostumbran hacer los geómetras. Pues, si alguno les preguntara acerca de una figura, por ejemplo si ese cuadrado puede colocarse en forma de triángulo dentro de un círculo dado, alguno de aquellos le contestaría: ‘Yo no sé, pero’...”. Sigue una breve descripción, cuya interpretación, como el tramo de la República considerado antes, ha hecho escribir muchas páginas.11 La hipótesis más simple y más conforme a la situación –porque debemos suponer que Sócrates se refiere a la misma figura que está delante de él, “ese cuadrado” que había sido dibujado en la conversación con el esclavo– es que él pensara cortar el cuadrado por una diagonal y llevar uno de los triángulos al lado del otro, por un cateto, formando así un triángulo rectángulo (ver fig. 2). Vendría de esta manera a aludirse a la inscriptibilidad del ángulo recto en el semicírculo, más o menos en la misma forma en la cual la encontramos recordada por Aristóteles. Sin embargo, debe notarse que no sería esta la propia solución del problema propuesto, la que se obtendría transformando el cuadrado en triángulo equilátero. Si está fuera la solución pensada por Sócrates, demostraría un conocimiento matemático verdaderamente superior, aunque perfectamente posible en relación con la época, por cuanto todos los elementos para esta solución están en Euclides; pero tampoco en Euclides se encuentra resuelto un problema análogo, que incluye el concepto de mínimo y una relativa demostración, y el texto platónico no permite de ningún modo suponer eso.
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			Fig. 2

			Tenemos pues en nuestro examen, hasta aquí, una indicación muy precisa de los fines que Sócrates asignaba al estudio de la matemática, pero no suficiente para juzgar sobre el contenido esencial de ella.

			Una luz decisiva va a proporcionarla el ya citado diálogo de Teeteto o Del Conocimiento, no más por la boca de Sócrates, sino del joven Teeteto. Intervienen en el diálogo, además de Sócrates, Teodoro de Cirene, del cual Teeteto aparece como alumno, en Atenas, y otro joven compañero de este, Sócrates junior. Después de algunas réplicas, como Sócrates hace a Teeteto la pregunta: ¿qué es conocimiento?, y este le contesta con la enumeración de una serie de conocimientos particulares de origen empírico, Sócrates objeta que de nada sirve una enumeración para aclarar el concepto, que es único. De improviso responde entonces Teeteto: “Casi me parece que tú me presentas una pregunta semejante a la que se nos presentó a nosotros, yo y tu homónimo Sócrates, por cuanto estábamos discutiendo [...] Teodoro nos dibujaba ciertas figuras sobre las potencias de 3 y de 5 pies, demostrando que respecto de la longitud del lado no son conmensurables con la unidad del pie; y creciendo proseguía para cada una (de las potencias) hasta la de 17 pies. Allí se había parado. Entonces a nosotros nos ocurrió algo parecido (a tu pregunta); puesto que las potencias son infinitas, nosotros tratamos de reunir en una única expresión todas las potencias [...] Dividimos todos los números en dos clases. Los que se expresan como productos de dos números iguales los comparábamos a la figura del cuadrado y los llamamos tetrágonos o equiláteros. Los que están entre aquellos, como el 3 y el 5 y todos los otros números que no se expresan como productos de dos iguales, sino que resultan de la multiplicación de un número mayor por uno menor o de uno menor por uno mayor, parangonándolos con la figura de un rectángulo oblongo, los llamamos números rectangulares [...] Los segmentos que son lados de números planos y equiláteros los llamamos longitudes; mas los que son lados de números rectangulares los llamamos potencias12 pues sus longitudes no tienen medida común con aquellos, pero sí las superficies que sostienen. E hicimos convenciones análogas para las cantidades estereométricas”.

			El tramo ha sido muchas veces discutido por los historiadores principalmente porque se ve en él un documento acerca del tiempo y de los hombres a los que corresponde la invención de la teoría de los irracionales, y de que eso sea cierto no es posible dudar. Pero para entrar en la interpretación de ese documento es necesario que anticipemos algunas consideraciones:

			Aunque el diálogo sea imaginario como todos los demás, no son imaginarios los interlocutores, Teeteto y Teodoro; de ellos habla Eudemo en su resumen histórico, poniendo al primero, conjuntamente con Eudoxo, entre los precursores inmediatos de Euclides, el cual habría principalmente perfeccionado la obra iniciada por ellos.
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