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INTRODUCCIÓN


La aritmética y el lenguaje son dos de las áreas fundamentales necesarias para enfrentarnos al mundo. Las reglas y los conceptos aritméticos llegan con la educación a formar parte de la intuición, del equipaje conceptual del ser humano en su proceso de entender la realidad. El lector que tenemos en mente conoce entonces la aritmética y la sabe utilizar, pero no necesariamente ha hecho una reflexión sobre ella. Le sucede con la aritmética lo mismo que con el lenguaje y sus reglas: las tiene en la mente como algo intuitivo y quizás inconsciente que maneja de manera suficiente para la comunicación, pero sin haber sometido ese lenguaje y sus reglas a un análisis con alguna profundidad.


La aritmética surge de necesidades prácticas del ser humano en un proceso maravilloso que tomó miles de años. Nuestro lector quizás no ha tenido la ocasión de percatarse plenamente de que detrás de las operaciones del cálculo aritmético se esconde una estructura que al ser humano le tomó miles de años descubrir, pues solo a finales del siglo XIX se vino a tener la formalización lógica de ella. Con nuestro libro queremos mostrarle, de manera sencilla, la fascinante historia de cómo el ser humano llegó al concepto de número, y cuál es la naturaleza profunda de ese concepto y de la ciencia de los números. En suma, pretendemos aportarle elementos para la reflexión acerca de la naturaleza de los números.


Pensamos también que, además del público en general interesado en conocer algunos desarrollos históricos y epistemológicos de la naturaleza de los números, docentes interesados en la didáctica de la aritmética podrían utilizar el libro en diferentes cursos a fin de que los estudiantes adquieran una visión del desarrollo de las matemáticas; algunos, incluso, podrían ser incentivados a seguir una formación profesional en el área de las matemáticas. En esa forma el libro podría ser usado en instituciones de formación básica y media.


Damos por conocidas entonces las reglas de la aritmética y para hacer autosuficiente el texto explicamos el significado de cada nuevo concepto que vamos introduciendo. Dejamos esta restricción de lado en los Apéndices donde hemos incluido desarrollos importantes en relación con los números que precisan de algún aparataje técnico.


El concepto de número y la mayoría de los símbolos que en relación con ellos se utilizan nos son hoy en día muy familiares. Sin embargo, como lo veremos a lo largo del libro, ellos fueron elaborados muy lentamente a través de los tiempos. Para formarnos una idea de cuán lento ha sido en la historia de la humanidad el desarrollo de los conceptos numéricos consideremos que los babilonios desarrollaron unos 2200 años a. C. un sistema de numeración que les permitía realizar obras agrícolas y arquitectónicas importantes, y que los egipcios introdujeron un sistema decimal alrededor del año 2700 a. C. Añádase a estas consideraciones el hecho de que aun a comienzos del siglo XIX algunos consideraban como absurdos e inaceptables los números negativos y que solo en el último cuarto de ese mismo siglo se tuvo una sistematización formal de los números enteros.


Como veremos, los números naturales y sus reglas de combinación: la suma, la resta, la multiplicación y la división, están íntimamente relacionados con la experiencia de contar. El cero surge de la necesidad de eliminar ambigüedades en la notación. Los números primos salen del análisis de las propiedades de ciertos números naturales. Los números negativos surgen de la necesidad de darle sentido a ciertas operaciones de resta que no producen números naturales.


Veremos también que los números irracionales vienen de mediciones en la geometría. No vienen de contar sino de medir. Las llamadas ternas pitagóricas vienen de los irracionales. Las ternas vienen entonces también de la experiencia de medir.


Finalmente, los números complejos e imaginarios surgen de la necesidad algébrica de encontrar la solución de ciertas ecuaciones. Los cuaterniones y octoniones son extensiones teóricas de los imaginarios y complejos.


Las dos experiencias fundamentales de donde se originan los números son, por tanto, la de contar y la de medir.


En el capítulo 1, se presenta un análisis del desarrollo de los números, haciendo énfasis en la diferencia entre el desarrollo lógico y el desarrollo histórico. En el capítulo 2 se presenta el concepto de número y en los capítulos 3 al 12 se analizan los números como los conocemos hoy en día. En los capítulos finales: el 13 y el 14 abordamos el tema de la naturaleza de los números y de la relación entre matemáticas y ciencias fácticas.




CAPÍTULO 1


DESARROLLO DE LOS NÚMEROS


1.1DESARROLLO LÓGICO VS. DESARROLLO HISTÓRICO


En la historia de los números el desarrollo lógico no coincide con el desarrollo histórico: conceptos que desde el punto de vista lógico deberían haber aparecido antes en el desarrollo histórico aparecieron después; también la formalización precisa de algunos conceptos aparece mucho después del surgimiento y el uso de ellos. A continuación, presentamos el desarrollo lógico de las diferentes clases de números. En los capítulos posteriores serán ampliados los conceptos que ahora se presentan; un entendimiento completo de la sección 1.1.1 se puede obtener después de la lectura de los capítulos 2 a 9.



1.1.1Desarrollo lógico



Los números naturales


Surgen de la necesidad de contar. En el capítulo 2, se muestra, en términos de conjuntos de cosas, que los números naturales: 1, 2, 3,… y, en general, los números son conceptos universales que surgen del análisis de muchos casos particulares. El conjunto de los naturales se escribe como [image: images].


El número cero


El cero se puede interpretar también en términos de conjuntos, el capítulo 6 está dedicado a este aspecto; o como una necesidad para evitar ambigüedades, aspecto detallado en el capítulo 3.


Operaciones fundamentales


Como se verá en el capítulo 4, por medio del análisis de conjuntos de cosas se define y se puede ver cómo surgen las operaciones de suma, resta, multiplicación y división de números naturales.


Los números primos


Los números primos son los indivisibles por medio de los cuales se pueden construir todos los naturales como composición de ellos. Sus propiedades se estudian en el capítulo 5. Como el uno no es un número primo, los números naturales se pueden clasificar en: el uno, los primos y los diferentes a los primos y al uno, que se denominan compuestos. O sea que:


[image: image]


Los negativos


Como se verá en el capítulo 6, un problema que surge con la operación de resta de naturales es encontrar la solución de a − b cuando b > a. Esta motivación aritmética y las necesidades contables de expresar pérdidas, ganancias o activos y pasivos (deudas) llevaron al surgimiento de los números negativos. La introducción de la línea recta con un origen y una unidad de longitud permite una interpretación visual e intuitiva de los números negativos que no tienen interpretación en términos de conjuntos de cosas. Surgen entonces los enteros indicados por [image: images] que contiene los naturales, el cero y los enteros negativos:


[image: image]


Los fraccionarios


En el capítulo 8 se verá que de la operacióne división surge la duda de cuál es la solución de a/b cuando a/b no es un entero. Además de la motivación aritmética se tiene otra que viene de la necesidad de medir, por ejemplo, longitudes. Para darle sentido a a ⁄ b = c > 0, siendo (a, b) números enteros, surgen los fraccionarios que son números que se pueden expresar como la razón entre dos enteros. Como se verá en la sección 2.6, los números fraccionarios se dividen en fracciones propias y fracciones impropias. El libro Ganita Sara Sangraha de Mahavira, matemático indio del siglo IX, contiene las reglas que se usan hoy en día para trabajar con números fraccionarios.


El conjunto de los fraccionarios y los enteros1 forman el conjunto de los números racionales [image: images]:


[image: image]


Los irracionales


Como se verá en el capítulo 8, existen números que no son enteros, pero que tampoco se pueden expresar como la razón entre dos enteros. La motivación geométrica para la introducción de tales números vino, entre otras, del análisis de la longitud de la hipotenusa de un triángulo rectángulo cuyos catetos miden la unidad de longitud. Los números en cuestión recibieron el nombre de irracionales. Surge entonces el conjunto de los números reales [image: images] que incluye los racionales y los irracionales. Como veremos, los números irracionales se subdividen en números irracionales algebraicos y números trascendentales.


[image: image]


Los números reales se pueden visualizar en la línea recta con un origen y una unidad de longitud fijada, o sea que se encuentran en la recta real (∞, 0, −∞). Dedekind2 lo muestra explícitamente en su análisis en que interpreta los números en términos puramente aritméticos sin ningún recurso a las intuiciones geométricas.


Las ternas pitagóricas


En el capítulo 9 se presentan las ternas pitagóricas que, si bien son parte de los enteros, han jugado un papel importante en la historia de los números.


Los complejos e imaginarios


Como se verá en el capítulo 10, la búsqueda de soluciones a ecuaciones como x2 + 1 = 0 llevó al surgimiento de los números imaginarios, que son aquellos que cuando se elevan al cuadrado (se multiplican por sí mismos) dan como resultado un número negativo, y, en general, de los complejos [image: images]:


[image: image]


En el plano cartesiano se pueden representar a todos los números en la recta real y en la recta imaginaria como se muestra en la Figura 1.1 y que conforman todas las clases de números conocidos (complejos).




[image: image]


Figura 1.1. Representación de todos los números en la recta real y la recta imaginaria


Fuente: elaboración propia.





Otros números


En los capítulos 11 y 12 se presentan otros números: los cuaterniones y los octoniones que son una extensión de los números complejos.


1.1.2Desarrollo histórico


Los siguientes datos históricos muestran cómo el desarrollo histórico de los conceptos aritméticos no coincide con su desarrollo lógico.


A mediados del siglo XVI, a pesar de que se hacían libremente cálculos con números irracionales, todavía había dudas acerca de si constituían o no números. Stifel en su Arithmetica Integra de 1544 expresa tales dudas3. Sin embargo, algunos otros los consideraban como números, por ejemplo, John Wallis en Algebra (1685, siglo XVII)4.


En cuanto a los números negativos la mayoría de los matemáticos de los siglos XVI y XVII los consideraban como absurdos. Solo a fines del siglo XIX se entendieron realmente los negativos. Incluso en 1831 aun había quienes consideraban los negativos como absurdos5.


Los europeos se tropezaron, por así decir, con los complejos sin haber solucionado sus dificultades con los irracionales y los negativos6.


En 1700 ya se tenían los miembros del sistema de números: enteros, fraccionarios, irracionales, negativos y complejos. Sin embargo, a lo largo de todo ese siglo XVIII hubo oposición a los nuevos tipos de números: los negativos, los irracionales y los imaginarios.


Fue solo a finales de siglo XIX cuando se estableció el fundamento lógico del sistema de números reales. Antes ni las más simples propiedades de los números racionales positivos y negativos ni de los números irracionales estaban lógicamente establecidas; ni siquiera estaban definidos estos números. El entendimiento intuitivo de esos números parecía adecuado y suficiente.


Nosotros hemos escogido el desarrollo lógico en el orden en que presentamos cada clase de números. Sin embargo, no llamamos cada sección los números tales sino historia de los números tales. O sea, tenemos una mezcla de lo lógico (didáctico) y lo histórico.


1.2NATURALEZA DE LOS NÚMEROS. MATEMÁTICAS Y CIENCIA


En los capítulos 13 y 14 abordaremos los temas de la naturaleza de los números y de la relación entre matemáticas y ciencias.




CAPÍTULO 2


EL CONCEPTO DE NÚMERO


Percibimos con nuestros sentidos cosas concretas y particulares. Ahora bien, para identificar cada cosa particular usamos términos generales, universales. Así, por ejemplo, vemos un animal particular y lo identificamos como un tigre; para ello usamos un término universal: el de Tigre. Similarmente vemos otro animal particular y lo identificamos como un gato; para ello usamos otro término universal: el de Gato. Se entiende que el universal tigre capta lo común y esencial en todos los tigres y que el universal Gato capta lo común y esencial en todos los gatos.


Existen también cosas particulares que calificamos como bellas y otras que calificamos como buenas. Ello implica que existe el término universal Belleza y el término universal Bondad que se aplican a las cosas que consideramos bellas o buenas.


Los universales hacen referencia a una pluralidad o multitud de individuos. Es claro que en el mundo de la percepción sensible solo encontramos individuos: muchos tigres y no el universal Tigre, muchos hombres y no el universal Hombre. Los universales no son cosas tangibles: el término universal Perro jamás muerde; en cambio los perros particulares pueden morder.


Surge entonces el problema de la naturaleza que debe atribuirse a los universales. ¿Tienen los universales una existencia como la tienen los individuos singulares y múltiples a los cuales designan? ¿O son solo el fruto de la mente humana? Si existen, ¿es su existencia independiente de la pluralidad a la que se refieren? En suma: ¿Cuál es la relación entre los términos generales y la multitud de individuos a los que hacen referencia? La pregunta es vital pues nuestro conocimiento se expresa en términos y juicios universales, no solo el conocimiento expresado en el lenguaje común, sino también el científico.


Los números también son términos universales. En efecto, percibimos una pluralidad de individuos, por ejemplo, de animales. El hecho de poder identificar una pluralidad particular de animales cuyos individuos son similares implica la existencia en nuestra mente de un término común universal que se aplica a la diversidad de individuos concretos que forman la pluralidad en cuestión. Así, por ejemplo, la percepción de la pluralidad de individuos que conocemos como tigres implica la existencia de un término común universal que se aplica a la diversidad de tigres concretos. De modo análogo, de la pluralidad de experiencias con conjuntos con una cantidad igual de objetos, por ejemplo, con triplas, surge el término universal de Tres. ¿Cuál es el tipo de experiencias particulares relacionadas con el concepto de número? Las experiencias de contar y las experiencias de medir. Los números permiten también establecer órdenes de sucesión entre las cosas.


El problema de la naturaleza de los números es parte del problema de la naturaleza de los conceptos universales. Abordaremos en un capítulo posterior ese problema y las posibles respuestas que se han dado a lo largo de la historia de las ideas.


Por el momento nos limitaremos a señalar que el concepto de número, que hoy nos es tan familiar, fue elaborado muy lentamente a través de los tiempos. Durante milenios solo se tuvieron los conceptos de uno y dos, o sea, solo se tenían dos números: el uno y el dos, y de allí en adelante se hablaba de “multitud”7. Incluso aún muy recientemente, tribus que mantenían normas de vida muy primitivas tenían los conceptos numéricos y de símbolos muy atrasados. Por ejemplo, se dan casos en los que no existía nombre para cantidades mayores que tres; en otros, para números un poco mayores se utilizaban términos similares a “muchos” o “incontables”.


No es difícil imaginar situaciones acerca de cosas que hoy hacemos de manera trivial y que no tendrían sentido si los conceptos numéricos fuesen tan primitivos como los que hemos mencionado en el párrafo anterior. En la película argentina Cuento chino, el personaje principal es un ferretero neurótico que cuenta el contenido de una caja de clavos para saber si el número es exactamente el que se supone debe contener, que según su análisis deben ser 100. Si no se hubiese desarrollado nombres para los números más allá de tres, el ferretero no podría hacer su comprobación. Incluso no tendría sentido hablar de una caja con 100 clavos: más allá de tres clavos se hablaría de cajas con “muchos clavos” o con “incontables clavos”. Si algún reclamo pudiese hacer sería de que esos muchos clavos eran muy “pocos” o que esos “incontables clavos” no eran los que se suponía debería haber. Es fácil ver entonces que la inmensa mayoría de las transacciones que se hacen en una tienda ordinaria hoy en día no tendrían sentido con una aritmética que solo contiene tres números.


2.1CÓMO SURGE EL CONCEPTO DE NÚMERO


El análisis se concentra en el concepto de los números enteros positivos llamados números naturales. Veamos una versión de un ejemplo imaginario que es paradigmático y común cuando se reflexiona acerca del surgimiento del concepto de número. Imaginemos un pastor con sus ovejas que entra a través de una puerta a un terreno donde pastan las ovejas. El pastor necesita verificar al salir con las ovejas por la puerta que no le falta ninguna. Pero el pastor vive en una época lejana y primitiva donde aún no se conoce el concepto de número como lo concebimos hoy en día. El total de las ovejas se representa en la Figura 2.1.




[image: image]


Figura 2.1. C1: conjunto de ovejas


Fuente: elaboración propia.





El método que sigue el pastor es el siguiente: por cada oveja que entra pone una piedra en un sitio, que puede ser un hueco en la tierra, o puede ser una bolsa de cuero que lleva el pastor consigo, por ejemplo.




[image: image]


Figura 2.2. C2: conjunto de piedras


Fuente: elaboración propia.





Cuando las ovejas van saliendo por la puerta el pastor quita una piedra por cada oveja que sale. Si cuando han salido todas las ovejas no queda ninguna piedra en el hueco o en la bolsa de cuero, el pastor sabe que no le falta ninguna oveja.


Nótese en primer lugar que la clave del procedimiento es que existe una relación entre los elementos del conjunto C1 de ovejas y los del conjunto C2 de piedras: cada elemento del conjunto C1 tiene un elemento correspondiente en el conjunto C2 En segundo lugar, ambos conjuntos tienen algo en común que los hace equivalentes.


El pastor descubre luego que más fácil que buscar y transportar piedras es hacer muescas en un pedazo de madera que lleva consigo: una muesca por cada oveja que entra.




[image: image]


Figura 2.3. C3: conjunto de muescas


Fuente: elaboración propia.





Se tiene entonces una equivalencia entre el conjunto C1 de ovejas y el conjunto C3 de muescas. Pero también hay una equivalencia entre el conjunto de C2 de piedras y el conjunto C3 de muescas, pues por cada piedra en el hueco o en la bolsa hay una muesca en el trozo de madera.


El pastor descubre más adelante en su vida que los mismos métodos le sirven para cualquier otro tipo de animales que estén a su cuidado como cabras, o cualquier tipo de frutas que transporte, como manzanas o naranjas.


Supongamos que el conjunto de las cabras que cuida es el siguiente:




[image: image]


Figura 2.4. C4: conjunto de cabras


Fuente: elaboración propia.





Es fácil ver que el mismo conjunto C3 de muescas le sirve para asegurar que las mismas cabras que entran al terreno de pastaje salen de él al final del día. De igual manera le sirve el conjunto C3 si transporta un conjunto C5 de manzanas como el de la Figura 2.5 y desea estar seguro de que las mismas manzanas que puso en un canasto llegan al lugar de destino y no se pierde alguna en el camino.




[image: image]


Figura 2.5. C5: conjunto de manzanas


Fuente: elaboración propia.





La siguiente pregunta pudiera habérsela hecho nuestro pastor suponiendo que poseyese una mente altamente matemática. En todo caso se la hizo la humanidad a través de los años y hoy podemos plantearla y dar la respuesta. ¿Qué es lo común que tienen los conjuntos C1
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