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    Capítulo 1


    Introdução à álgebra linear – matrizes



    Neste capítulo, o tema central serão as matrizes, matéria que dá início ao estudo sobre álgebra linear. Os temas abordados envolvem a definição de matriz e suas representações, os tipos de matrizes e as operações com matrizes. Pensemos em cada um desses conteúdos como alicerces que, se bem fundamentados, facilitarão sobremaneira no desenvolvimento de conexões com diversos outros temas que envolvem a álgebra linear. Assim, ao final deste estudo, você terá uma base conceitual importante para se aprofundar na compreensão da álgebra linear.


    1 Matrizes: alicerces da álgebra linear. Definição e representações


    Vamos iniciar nosso estudo sobre matrizes construindo, intuitivamente, o seu conceito e já demonstrando a sua aplicação no cotidiano. Por que o faremos assim? Como comentam Danesi, Silva e Pereira Junior (2019), as matrizes são consideradas ferramentas que têm se mostrado bastante úteis para que possamos realizar a organização e o processamento de informações. Franco (2016), por sua vez, destaca a sua aplicação em diversos ramos, tanto da engenharia quanto de outras ciências exatas, bem como na área de processamento de dados.


    Ora, na sociedade do século XXI, também conhecida como sociedade do conhecimento, é essencial termos a habilidade de compreender as informações que chegam até nós – e elas chegam em profusão, exigindo que tenhamos ferramentas eficientes para processá-las e, posteriormente, trabalhá-las para gerar conhecimento. Desse modo, essa abordagem inicial pretende associar a teoria e a prática para ilustrar a importância do conhecimento das matrizes.


    Consideremos a tabela 1, que mostra a quantidade de lanches que duas turmas de estudantes compraram em uma cantina escolar. As turmas são denominadas de turma 1 (T1) e turma 2 (T2), e os lanches são sanduíche de berinjela (B), sanduíche de escarola (E) e sanduíche de queijo (Q).


    
      Tabela 1 – Quantidade de lanches comprados pelas turmas

      
        

        

        

        
      

      
        
          	
            Turmas e sanduíches
          

          	
            B (Berinjela)
          

          	
            E (Escarola)
          

          	
            Q (Queijo)
          
        

      

      
        
          	
            Turma 1 (T1)
          

          	
            25
          

          	
            15
          

          	
            20
          
        


        
          	
            Turma 2 (T2)
          

          	
            30
          

          	
            25
          

          	
            40
          
        

      
    


    Agora, façamos um arranjo na forma com que podemos representar este quadro. Colocaremos os números que exprimem as quantidades de sanduíches comprados pelas duas turmas entre colchetes (podemos utilizar também parênteses ou barras, conforme ilustrado na figura 1):


    
      Figura 1 – Representação da tabela


      [image: A figura é composta de um colchete fechado à esquerda, duas linhas e três colunas e um colchete fechado à direita. Na primeira linha, tem-se os números: 25 na primeira coluna, 15 na segunda coluna e 20 na terceira coluna; na segunda linha, tem-se os números: 30 na primeira coluna, 25 na segunda coluna e 40 na terceira coluna. Os mesmos números são dispostos ao lado do primeiro conjunto que ficou entre colchetes, trazendo as duas outras representações possíveis: ao lado direito da primeira figura que termina com o colchete fechado à direita, temos o mesmo conjunto de números entre parênteses e, ao lado direito desta representação, os mesmos números com barras laterais à esquerda e à direita da figura, no lugar dos colchetes. ]
    


    Este arranjo de números dispostos em linhas e colunas chama-se matriz. Cada linha de nossa matriz representa a quantidade de cada tipo de sanduíche comprado por cada turma. A primeira linha mostra que a turma 1 comprou 25 sanduíches de berinjela, 15 de escarola e 20 de queijo; a segunda linha mostra que a turma 2 comprou 30 sanduíches de berinjela, 25 de escarola e 40 de queijo. Cada coluna, por sua vez, representa a quantidade de cada tipo de sanduíche adquirido pelas turmas, no caso, a primeira coluna mostra que foram comprados 25 sanduíches de berinjela pela turma 1 e 30 pela turma 2. A segunda coluna mostra que foram comprados 15 sanduíches de escarola pela turma 1 e 25 pela turma 2; a terceira coluna mostra que foram comprados 20 sanduíches de queijo pela turma 1 e 40 pela turma 2.


    Agora, vamos à definição formal: matriz é, portanto, uma representação matemática em que uma série de elementos estão agrupados de forma retangular, dispostos em linhas e colunas (Takahashi; Inoue; Trend-Pro Co., 2012).


    Usamos letras maiúsculas para denotar a matriz e letras minúsculas para denotar os elementos que compõem a matriz (Anton; Rorres, 2012), isto é, o que são cada um dos itens que estão dentro da matriz (Danesi; Silva; Pereira Junior, 2019; Franco, 2016). Esses elementos são chamados de entradas da matriz. Veja dois exemplos na figura 2.


    
      Figura 2 – Denotação das matrizes


      [image: ]
    


    Como apresentado na figura 2, cada item que estiver dentro da matriz é chamado de elemento dessa matriz. Note que no exemplo da compra de sanduíches por duas turmas, esses elementos são números, mas uma matriz pode ser composta por polinômios ou por funções, por exemplo, como define Fernandes (2014).


    
      [image: Ícone]  IMPORTANTE


      Quando trabalhamos com matrizes, os números que são os elementos dessas matrizes são chamados de escalares. Como alertam Anton e Rorres (2012), se não houver menção contrária, esses escalares são números reais.


      

    


    Cada elemento da matriz é identificado por um índice, e o primeiro número desse índice se refere à linha na qual o elemento se encontra na matriz, e o segundo, à coluna em que o elemento está localizado na matriz. Danesi, Silva e Pereira Junior (2019, p. 16) assinalam que se trata de uma intersecção entre a linha e a coluna, de modo que cada elemento componente da matriz seja representado pelo que eles chamam de “coordenada de localização”. Essa coordenada é identificada por aij, sendo i o índice que indica a linha e j o índice que indica a coluna. Desta intersecção entre i e j é que se identifica cada elemento da matriz. Observe:


    
      Figura 3 – Identificando onde se localizam os elementos das matrizes


      [image: ]
    


    No exemplo dos sanduíches vendidos para cada turma, temos: o elemento a11 de nossa matriz é o número que está na primeira linha e na primeira coluna, no caso, o número 25. O elemento a12 corresponde ao 15 e o elemento a13 é o 20. O elemento a21 corresponde ao número 30 (elemento que está na segunda linha da primeira coluna), o elemento a22 corresponde ao número 25 e o elemento a23 corresponde ao número 40. A figura 4 ilustra essa correspondência:


    
      Figura 4 – Ilustrando a localização dos elementos de uma matriz


      [image: ]
    


    Chegamos ao tamanho de uma matriz. O tamanho de uma matriz depende, exatamente, do número de linhas e colunas que a compõem. No nosso exemplo, temos uma matriz com duas linhas e três colunas e dizemos que essa é uma matriz 2 × 3, em que m (número de linhas) é igual a 2 e n (número de colunas) é igual a 3. De forma genérica, dizemos que uma matriz tem “m” linhas e “n” colunas, em que m representa o número de linhas da matriz e n, o número de colunas. A figura 5 ilustra algumas representações de matrizes e seus tamanhos.


    
      Figura 5 – Representação de matrizes e seus tamanhos


      [image: ]
    


    É oportuno destacar que o tamanho das matrizes é usado para classificar os distintos tipos de matrizes que existem, objeto do próximo tópico.


    2 Tipos de matrizes


    Iniciemos este tópico destacando que os tipos de matrizes se referem às distintas formas que os elementos que as compõem apresentam. Poole (2020) comenta que essa descrição do número de linhas e colunas que uma matriz tem também é chamada de ordem. Acompanhe, a seguir, os tipos de matrizes.


    2.1 Matriz retangular


    Denominamos matriz retangular aquela cujo número de linhas é diferente do número de colunas, ou seja, quando m (número de linhas) é diferente de n (número de colunas). O exemplo do caso estudado neste capítulo é o de uma matriz retangular 2 × 3. Outros exemplos seriam as matrizes em que m ≠ n, como 5 × 3, 2 × 4, 4 × 2, 3 × 7, etc. A figura 6 ilustra esse tipo de matriz:


    
      Figura 6 – Matrizes retangulares


      [image: ]
    


    2.2 Matriz-coluna


    A matriz-coluna é considerada um caso particular da matriz retangular por ser composta de uma única coluna. Assim, ela é chamada de matriz do tipo m (número de linhas, que varia) × 1 (em vez de “n”, pois, neste caso, n será sempre igual a 1). Exemplos de matrizes-coluna na figura 7:


    
      Figura 7 – Matrizes-coluna


      [image: ]
    


    2.3 Matriz-linha


    Denominamos matriz-linha aquela que é composta de somente uma linha. Note que aqui temos mais um caso particular da matriz retangular. Essa matriz-linha é do tipo 1 × n, em que 1 representa o número de linhas (no caso, sempre 1) e n representa o número de colunas, as quais variam e, por isso, temos a notação com a letra “n”. Exemplos de matrizes-linha (figura 8):


    
      Figura 8 – Matrizes-linha


      [image: ]
    


    2.4 Matriz quadrada, matriz diagonal e matriz identidade


    Quando uma matriz tiver um mesmo número de linhas e de colunas – por exemplo, quatro linhas e quatro colunas – chamaremos essa matriz de matriz quadrada, em que m (número de linhas) é igual a n (número de colunas). Assim, a notação genérica do último elemento da última linha e última coluna da matriz quadrada fica ann. Franco (2016) ressalta que quando m é igual a n, dizemos que a matriz tem ordem m ou ordem n. Veja os exemplos de matrizes quadradas na figura 9:


    
      Figura 9 – Matrizes quadradas


      [image: ]
    


    Na matriz quadrada, os elementos a11, a22, …, ann constituem o que chamamos de diagonal principal da matriz (Anton; Rorres, 2012). Ou seja, a diagonal principal da matriz é formada pelos elementos da matriz que têm índices iguais. Na notação matemática, dizemos que a diagonal principal é formada por todo aij em que i é igual a j. Já a diagonal secundária é formada pelos elementos aij em que i + j = n + 1, sendo n o que chamamos de ordem da matriz. No exemplo da figura 10, a diagonal principal é formada pelos termos a11, a22 e ann, e a diagonal secundária é formada por a1n, a22, am1.


    
      Figura 10 – Matriz quadrada e suas diagonais principal e secundária


      [image: ]
    


    Poole (2020) comenta sobre mais alguns tipos de matrizes quadradas. Quando temos uma matriz quadrada em que todos os elementos que estão fora de sua diagonal são nulos, chamamos essa matriz de diagonal. A figura 11 ilustra esse conceito:


    
      Figura 11 – Matriz diagonal


      [image: ]
    


    E se, além desses elementos nulos fora da diagonal, o escalar que estiver na diagonal for 1, chamamos essa matriz escalar de matriz identidade. Vamos aos exemplos na figura 12:


    
      Figura 12 – Matrizes identidade


      [image: ]
    


    2.5 Matriz transposta


    
      [image: Ícone] PARA PENSAR 


      Em álgebra, a palavra transposição significa uma permutação em que apenas trocamos as posições de dois elementos. No caso da matriz, você já refletiu em que consiste essa troca?


      

    


    No caso das matrizes, essa troca ocorre entre as linhas e colunas. Dizemos que uma matriz transposta de uma matriz original, que chamaremos, por exemplo, de matriz P, é a matriz Pt, e que ela é obtida por meio da transposição que realizamos entre linhas e colunas. A transposição é uma troca de posição, de modo que a primeira linha da matriz P será transformada na primeira coluna da matriz transposta Pt, a segunda linha será a segunda coluna e assim trabalharemos, sucessivamente, até realizar todas as trocas de posição entre linhas e colunas. Veja como fica no exemplo da figura 13:


    
      Figura 13 – Matriz transposta


      [image: ]
    


    2.6 Matriz simétrica


    Chamamos uma matriz de simétrica quando, para todo e qualquer elemento que compõe a matriz S, temos que aij é igual a aji (Franco, 2016), ou seja, podemos dizer que no caso da matriz simétrica, a matriz S é igual à matriz transposta de S(S = St). Repare que somente no caso de matrizes em que o número de linhas seja igual ao de colunas é que conseguimos satisfazer essa igualdade; logo, uma matriz simétrica é uma matriz quadrada. Analisando os elementos de S e de St, temos: os elementos a12 e a21 são iguais (no caso, 4), os elementos a13 e a31 são iguais (no caso, 7) e os elementos a32 e a23 são iguais (no caso, 8). A figura 14 ilustra a definição:


    
      Figura 14 – Matriz simétrica


      [image: ]
    


    
      [image: Ícone] PARA SABER MAIS


      Para ampliar seu conhecimento sobre tipos de matrizes, consulte as páginas 13 a 19 do capítulo intitulado “Introdução ao estudo das matrizes”, da obra Álgebra linear (2019), de Marcelo Maximiliano Danesi, André Ricardo Rocha da Silva e Silvano Antonio Alves Pereira Junior, publicado pela editora Sagah. Neste e-book, os autores abordam de forma didática os tipos de matrizes e dão exemplos que auxiliam na consolidação do conhecimento sobre o tema.


      

    


    3 Operações com matrizes


    Franco (2016) nos orienta a primeiramente compreendermos quando duas matrizes são iguais para depois aprendermos a realizar uma aritmética com matrizes. Assim, duas matrizes são iguais se, e somente se, os elementos que ocupam a mesma posição nas matrizes são iguais e elas são de tamanho igual (Danesi; Silva; Pereira Junior, 2019). Vamos a um exemplo:


    Considerando a matriz [image: ] e a matriz [image: ], dizemos que A = B se, e somente se, x = 8, z = 5, v = −2 e y = 7. Na forma de notação, temos que aij = bij (Larson, 2017).


    Posto isto, vamos às operações de adição, subtração e multiplicação nos subtópicos a seguir.


    3.1 Adição


    Para adicionar duas matrizes A e B de mesmo tamanho, fazemos uma soma direta dos elementos de cada uma das matrizes, que estão localizados em uma mesma linha e uma mesma coluna, ou seja, aij + bij (Anton; Busby, 2007). Isto é,


    Sejam a matriz [image: ] e a matriz [image: ], temos que:


    [image: ].


    Como é feita a soma:


    a11 + b11 = 10 + 2 = 12; a12 + b12 = 5 + 4 = 9; a21 + b21 = 4 + 6 = 10; a22 + b22 = 12 + 4 = 16.


    
      [image: Ícone]  IMPORTANTE


      Larson (2017, p. 41) nos apresenta a definição matemática dessa soma que realizamos. Vamos a ela: “Se A = [aij] e B = [bij] são matrizes de tamanho m × n, então sua soma é a matriz m × n dada por A + B = [aij + bij]”. Essa definição resume a teoria estudada. Perceba que ao dizer que as duas matrizes são de tamanho m × n, o autor nos mostra que estamos falando de matrizes de mesmo tamanho. Por que isso é importante? Porque se as matrizes forem de tamanhos diferentes, sua soma não é definida. Lembre-se disso!


      

    


    A adição de matrizes é uma operação que apresenta duas propriedades destacadas por Danesi, Silva e Pereira Junior (2019), as propriedades comutativa e associativa. Recordemos essas propriedades:


    
      	
Comutativa: essa propriedade nos diz que o resultado de uma adição será o mesmo, não importando a ordem em que as parcelas a serem adicionadas estão. Em outras palavras, podemos trocar (comutar) a ordem dessas parcelas sem que o resultado se altere. 

      Estamos dizendo que em duas matrizes, A e B, o resultado da soma A + B ou B + A será igual. Portanto, A + B = B + A.




      	
Associativa: essa propriedade nos diz que, ao reagruparmos (associarmos) parcelas, não haverá mudança no resultado da soma. No caso das matrizes, ocorre que se tivermos três matrizes, que denominaremos A, B e C, agruparmos e somarmos A e B, para em seguida somarmos com C, o resultado dessa soma será igual ao de agruparmos e somarmos B e C, para a seguir somarmos com A. Logo, (A + B) + C = A + (B + C).

    


    3.2 Subtração


    Para realizar a operação de subtração envolvendo duas matrizes, A e B, de mesmo tamanho, fazemos a subtração de forma análoga à soma, isto é, calculamos a subtração direta dos elementos de cada uma das matrizes, que estão localizados em uma mesma linha e uma mesma coluna, ou seja, aij − bij. Exemplificando:


    Sejam a matriz [image: ] e a matriz [image: ], temos que:


    [image: ].


    Como é feita a subtração:


    a11 − b11 = 10 − 2 = 8; a12 − b12 = 5 − 4 = 1; a21 − b21 = 4 − 6 = −2; a22 − b22 = 12 − 4 = 8.


    3.3 Multiplicação


    Primeiramente, estudemos a multiplicação de matriz por um escalar, a que chamaremos de c minúsculo. Lembre-se de que em nosso estudo com matriz chamamos de escalar um número real. Para realizar a operação de multiplicação envolvendo um escalar e uma matriz, basta multiplicar cada elemento da matriz por esse escalar. Exemplificando:


    Sejam a matriz [image: ] e o escalar 3. A multiplicação escalar será dada por: 3 vezes 2, 3 vezes 5, 3 vezes 4 e 3 vezes 7, assim:


    [image: ]


    Danesi, Silva e Pereira Junior (2019, p. 22) recordam que um escalar é um “número puro” que pode ser interpretado como uma matriz do tipo 1 × 1. Isso significa que a notação matemática que representa essa multiplicação escalar é c × aij.


    A seguir, elencamos algumas propriedades da multiplicação escalar apontadas por Danesi, Silva e Pereira Junior (2019):


    
      	Sejam duas matrizes, que chamaremos de A e B, e um escalar, que chamaremos de c, ao multiplicarmos o escalar c pela soma das matrizes (A + B), o resultado será igual ao que obtivermos se multiplicarmos cada matriz, individualmente, pelo escalar. Matematicamente, temos: c(A + B) = c × A + c × B.


      	Seja uma matriz, que chamaremos de A, e sejam dois escalares, que chamaremos de c e d, se somarmos c e d e multiplicarmos o resultado dessa soma pela matriz A, obteremos o mesmo resultado se multiplicarmos a matriz A pelo escalar c, multiplicarmos a matriz A pelo escalar d, e somarmos esses dois resultados obtidos pela multiplicação da matriz por c e por d. Logo, a expressão matemática que reflete essa propriedade é: (c + d)A = c × A + d × A.


      	Seja uma matriz, que chamaremos de A, e sejam dois escalares, que chamaremos de c e d, o resultado que obtivermos da multiplicação de um desses escalares pela matriz já multiplicada pelo outro escalar será igual ao produto dos escalares c e d multiplicado pela matriz A. Em outras palavras, c(d × A) = (c × d)A.

    


    Agora, passemos para a multiplicação de duas matrizes em que nenhuma é um escalar. Desta vez, para que possamos refletir sobre quando podemos multiplicar matrizes e encontrar um produto definido entre elas, iniciaremos com a definição dada por Larson (2017, p. 42):


    
      Se A = [aij] é uma matriz m × n e B = [bij] é uma matriz n × p, então o produto AB é uma matriz m × p.


      AB = [cij]


      Onde


      [image: ] = ai1b1j + ai2b2j + ai3b3j + … + ainbnj.

    


    
      [image: Ícone] PARA PENSAR 


      O que podemos identificar da definição apresentada por Larson (2017)? Quando o produto de matrizes será definido?


      

    


    Interpretando o significado da expressão matemática, notamos que para que o produto de duas matrizes não escalares estar definido, “o número de colunas da primeira matriz deve ser igual ao número de linhas da segunda matriz” (Larson, 2017, p. 43), e o resultado será uma nova matriz com a quantidade de linhas da primeira matriz e a quantidade de colunas da segunda matriz:


    
      Figura 15 – Multiplicação de matrizes


      [image: ]

      Fonte: adaptado de Larson (2017, p. 43).

    


    Vamos à prática: temos as matrizes A2 × 3 e B3 × 1. Antes de iniciarmos a operação de multiplicação, verifiquemos se o produto dessas duas matrizes é definido. Como o número de colunas da matriz A (no caso, 3) é o mesmo do número de linhas da matriz B (no caso, 3), podemos encontrar o produto definido dessas matrizes. Então, passemos aos cálculos:


    [image: ]


    Já sabemos que o produto das duas matrizes será uma matriz com duas linhas e uma coluna (volte à figura 15 para constatar essa afirmação). Assim, vamos multiplicar a primeira linha da nossa matriz A pela coluna da matriz B, seguindo a ordem em que estão dispostos cada um dos elementos que compõem as matrizes.


    No exemplo: 1 × 1 + 3 × 2 + 0 × 0 (primeiro elemento da primeira linha de A vezes primeiro elemento da primeira (e única) coluna de B, mais segundo elemento da primeira linha de A vezes segundo elemento da coluna de B, mais terceiro elemento da primeira linha de A vezes terceiro elemento da coluna de B. O resultado dessas multiplicações e soma é o primeiro elemento que teremos na nova matriz. Então: 1 + 6 + 0 = 7.


    Em seguida, repetimos o procedimento com os elementos que estão na segunda linha de A: 2 × 1 + 4 × 2 + 5 × 0 = 2 + 8 + 0 = 10. Este número é o segundo elemento da nova matriz.


    Nossa matriz AB ficará assim: [image: ].


    
      [image: Ícone] NA PRÁTICA


      Para ampliar seu conhecimento sobre operações com matrizes e conhecer uma aplicação prática, consulte as páginas 136 a 143 do capítulo 3 da obra de David Poole (2020), Álgebra linear: uma introdução moderna, publicada pela Cengage Learning.


      

    


    Strang (2009) aponta as propriedades da multiplicação de matrizes e demonstra que a multiplicação das matrizes é associativa, visto que (AB)C = A(BC), bem como também é distributiva, A(B + C) = AB + AC e (B + C)D = BD + CD; contudo, ela não é comutativa, pois geralmente AB é diferente de BA.


    
      [image: Ícone] PARA SABER MAIS


      Para conhecer a demonstração de que a multiplicação de matrizes não é comutativa, leia o tema “Multiplicação de matrizes”, no capítulo 1 do livro de Gilbert Strang (2009), Álgebra linear e suas aplicações, publicação da Cengage Learning.
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