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Como mencionamos en la introduccion, el método de recuento utilizado en la de-
mostracion combinatoria anterior es conocido como recuento doble o de Fubini. Podemos
usar el mismo procedimiento para probar que las sumas de niimeros impares consecuti-
vos, comenzando desde 1, son cuadrados perfectos.
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Figura 1.3.

Teorema 1.2. Paran=1,1+3+5++(2n-1) =n’.

Demostracion: Damos dos pruebas combinatorias. La primera se muestra en la Figura 1.3a
y consiste en contar las bolas de dos maneras, primero distribuyéndolas en forma de cua-
drado y luego agrupandolas en eles. La Figura 1.3b nos permite obtener la segunda demos-
tracion estableciendo una correspondencia uno a uno entre una distribucién triangular
formada por filas compuestas por 1, 3, 5, ..., 2n - 1 bolas y otra con forma de cuadrado. =

Podemos usar la misma idea en tres dimensiones para llegar a la siguiente secuencia

de igualdades:
1+2=3
445+6=7+8
9+10+11+12=13+14+15,
etc.

Como podemos ver, el niimero con el que empieza cada fila es un cuadrado perfecto. Es

posible demostrar por induccién que, para cada entero positivo n, se cumple siempre que

P+ +1)+@+2)+ -+ +n) =M +n+1)+ @ +n+2)+-+(’+2n),

pero la siguiente demostracion visual tiene mas encanto. En la Figura 1.4 vemos la version
para n = 4 de la igualdad anterior. Contando el niimero de cubitos del volumen de la iz-
quierda de dos formas diferentes, se obtiene que 16 + 17 + 18 + 19 +20 =21+22 + 23+ 24

Figura 1.4.





OEBPS/image/63.png
Figura 1.8.

Las flechas marcan la correspondencia entre un elemento de un conjunto con , ele-
mentos y un par de elementos de un conjunto de n + 1 elementos (la dltima fila). =

1.2. Sumas de cuadrados, cubos y niimeros triangulares

Tras haber visto que podemos expresar los niimeros triangulares y los cuadrados como
sumas de enteros y sumas de enteros impares, ahora estudiaremos sumas de niimeros
triangulares y sumas de cuadrados.

Teorema 1.7. Paratodon=1,1+2* + 3’ + -+ n’ =n-(n + 1)-(2n + 1)/6.

Demostracién: Damos dos; en la primera, mostramos una correspondencia biyectiva en-
tre tres copias de 1° + 2” + 3 + -- + n’ y el rectdngulo de dimensiones 2n + 1 por 1 +2 + 3 +
-+ n=n-(n+1)/2 (Gardner, 1973). Véase la Figura 1.9.

Figura 1.9.

Asi vemos inmediatamente que 3-(1? + 22+ 3’ + - + n?) = n-(n + 1)-(2n + 1)/2.

En la segunda demostracién, escribimos cada niimero k* como suma de k veces
colocamos estos niimeros formando un tridngulo y construimos otros dos tridngulos nu-
méricos girando el primero 120° y 240°. Sumando término a término los ntiimeros de esos
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Los modelos matematicos, como (os ae [os pintores o [os de [0s poelas, tienen que ser bellos; las ideas,
como los colores o las palabras, deben encajar de forma armoniosa.
La Belleza es el primer requisito; no hay lugar en el mundo para unas matemdticas feas.

G. H. Hardy,
A Mathematician's Apology

Este es un libro sobre demostraciones que nos parecen singularmente atractivas, a las que
llamaremos demostraciones con encanto. Aunque no se trate estrictamente de una definicién,
podemos decir que una demostracion es un razonamiento que persigue convencer a los lec-
tores de que una afirmacién matematica es verdadera. Esperamos que, mas alla del mero
convencimiento, muchas de las demostraciones del libro les resulten también fascinantes.

Las demostraciones: el corazén de las matematicas

Salvo por la forma en la que viene escrita,
una demostracién elegantemente construida es un poema

Morris Kline,
Mathematics in Western Culture

Como afirmamos en el prologo, las demostraciones son el corazén de las matemati-
cas. Ademas de ser fundamentales para su desarrollo, nos proporcionan nuevas for-
mas de razonamiento, y abren nuevas perspectivas para la comprension de las pro-
fundas cuestiones que nos plantean. Como dijo Yuri Ivanovich Manin, “una buena
demostracion es aquella que nos hace mas sabios”, sentimiento repetido por Andrew
Gleason al afirmar que “las demostraciones no estan ahi para convencernos de que
algo es cierto, sino para mostrarnos por qué es cierto”. El sustantivo prueba y el verbo
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En base 10 es facil probar que V10 es irracional. Si 10 = m/n en forma de fraccion
irreducible, tendriamos que m* = 10n’, pero el cuadrado de un niimero en base 10 acaba
siempre en un niimero par de ceros®, por lo que m’ tendria que acabar a la vez en un niime-
ro par y en un nimero impar de ceros, lo que es imposible.

2.3. La razon durea

;Cual es la forma rectangular estéticamente mas agradable? Algunas personas (aunque
seguramente no todas) dirdn que un rectdngulo como el de la Figura 2.3a, donde el
lado pequefio mide 1, y el grande mide ¢ > 1. Este rectangulo &ureo tiene la propiedad
de que, al quitarle un cuadrado (como se ve en la Figura 2.3b), el rectangulo resultante
es semejante al de partida y se puede continuar indefinidamente este proceso (véase
la Figura 2.3c).

Como deducimos a partir de la Figura 2.3b, se debe cumplir que % -ﬁ.

(@) (b) ©

¢ 1 ¢-1
Figura 2.3.

Asi, vemos que se tiene que cumplir que ¢’ = @ + 1. Esta ecuacién de segundo grado tiene

l+\E
2

es conocido como la razén durea o proporcién divina. En la definicién 3 y en la proposicion
30 del libro VI de los Elementos, Euclides se refiri6 al proceso de division de un segmento
en estas proporciones como “dividir un segmento en media y extrema razéon’

dos soluciones, pero solo una es positiva, de forma que ¢ = ~1,618. Este namero
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Teorema 1.10. Para todo n>1, %7, > (i+j-1)=n".

Demostracion: Representamos la suma doble como un conjunto de cubitos de volumen la
unidad y calculamos el volumen de una caja rectangular construida con dos copias de esta
agrupacion. Véase la Figura 1.14.

Figura 1.14.

Dos copias de la suma S= 2?:127:1“” —1) encajan formando una caja rectangular

con base n’ y altura 2n, de aqui que dicha suma doble sea la mitad del volumen de la caja,
es decir, 2n-n’/2=n’. m

1. 3. Hay infinitos primos

La reduccién al absurdo, que tanto gustaba a Euclides, es una de las armas mds poderosas de las
matemdticas. Va mucho mds all que el mds audaz gambito de ajedrez: un jugador de ajedrez
puede ofrecer el sacrificio de un pedn, o incluso de una pieza mayor, pero el matematico arriesga
toda la partida.

G. H. Hardy, A Mathematician’s Apology

Seguramente la primera demostracion de la existencia de infinitos primos es la que dio
Euclides en los Elementos (libro IX, proposicion 20). Aunque hayan transcurrido mas de
dos mil afios, es dificil encontrar una mejor. Aqui presentamos tres pruebas diferentes.
La primera, de 1873, es una demostracién por reduccién al absurdo. Se basa en un argu-
mento debido a Ernst Eduard Kummer (1810-1893) y es muy elegante. La segunda es
directa, e incluso mas simple. Fue publicada por Henri Brocard (1845-1922) en 1915,
aunque se le atribuy6 a Charles Hermite (1822-1901) (Ribenboim, 2004). En la tercera
demostracion construimos enteros con un nimero arbitrario de factores primos distin-
tos (Saidak, 2006).
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Un teorema, muchas demostraciones

Muchos trabajos de investigacion buscan demostraciones nuevas de teoremas ya probados por-
que las que se conocen son poco atractivas. Hay demostraciones matemdticas que son convincen-
tes a secas; otras encandilan y apelan directamente a nuestro intelecto, nos deleitan e inducen en
nosotros el irreprimible deseo de decir Amén, Amén.

Morris Kline, Mathematics in Western Culture

La importancia de un teorema empuja a menudo a los matematicos a buscar otras formas
de demostrarlo. Aunque el enunciado no cambie, la existencia de una coleccién de prue-
bas diferentes puede contribuir a una mejor comprension de un resultado o abrir nuevas
vias de pensamiento sobre las ideas subyacentes.

El teorema de Pitagoras es, casi con certeza, el que cuenta con un mayor nimero de
demostraciones diferentes. Entre 1896 y 1899, aparecieron en la American Mathematical
Monthly doce articulos, que reunfan exactamente cien pruebas, que fueron publicados
agrupados bajo el titulo Viejas y nuevas demostraciones del teorema de Pitdgoras. Basando-
se en esta coleccion y en otras, Elisha Scott Loomis escribi6 en 1907 The Pythagorean Pro-
position, que fue publicado en 1927. Una segunda edicion de este libro, que contenia tres-
cientas setenta demostraciones, aparecié en 1940. Fue posteriormente reditado por el
National Council of Teachers of Mathematics en 1968 (Loomis, 1968) y hoy contintia siendo
un libro de referencia. Aparecen nuevas demostraciones (y algunas antiguas reaparecen)
con cierta regularidad.

Una vez que se prueba un teorema, a menudo se publican nuevas demostraciones.
La ley de Murphy aplicada a las mateméticas afirma que la primera demostracion puede
ser la peor. Las demostraciones nuevas abren el camino a argumentaciones mas sencillas,
hipétesis simplificadas o conclusiones mas potentes. Cuando tenemos a nuestra disposi-
cién demostraciones de distintos tipos (algebraicas, combinatorias, geométricas, etc.) po-
demos llegar a nuevas interpretaciones de los resultados y encontrar conexiones enrique-
cedoras entre diferentes ramas de las matematicas.

Algunas veces el propio autor de un teorema da distintas demostraciones de él. Por
ejemplo, Carl Friedrich Gauss (1777-1855) public en vida seis pruebas diferentes de la
ley de reciprocidad cuadratica (que él llamé “teorema dureo”) y, tras su muerte, se en-
contraron dos mds entre sus papeles. Hoy dia se conocen unas doscientas pruebas de
este resultado. Otras veces el autor de un “teorema” puede publicar una demostracién
falsa o incompleta. Un caso extremo lo tenemos en Pierre de Fermat (1601-1665), que en
una copia de la Aritmética de Diofanto de Alejandria escribi6 lo siguiente: “Es imposible
separar un cubo en dos cubos, o una potencia cuarta en dos potencias cuartas, o en ge-
neral cualquier potencia mayor que la segunda en dos potencias semejantes. He descu-
bierto una maravillosa demostracion de ello que, desgraciadamente, no cabe en este
estrecho margen”.
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Iras haber percibido las conexiones, busca la demostracion,
la revelacion transparente

en su forma mds simple, sin dudar de que aguardando

en el caos se encuentra la elegancia

singular, la estructura etérea y precisa, bien definida, de lineas
rdpidas e indestructible.

Lillian Morrison, Poet as Mathematician

Los teoremas y sus demostraciones son el corazon de las matematicas. Hablando de
sus cualidades “puramente estéticas”, G. H. Hardy escribi6 en su Apologia de un mate-
mdtico (Hardy, 1969) que en las demostraciones bellas “hay mucho de inesperado,
inevitable y econdmico”. Asi seran las demostraciones con encanto que apareceran en
este libro.

Nuestra intencion es presentar una coleccion de demostraciones notables en mate-
maticas elementales (sobre nimeros, geometria, desigualdades, funciones, origami, te-
selaciones) de una elegancia excepcional, sucintas e ingeniosas. A través de razona-
mientos sorprendentes o potentes representaciones visuales, esperamos que las
demostraciones de nuestra seleccién inviten a disfrutar a los lectores de la belleza de las
matematicas, a compartir sus descubrimientos con otros y a involucrarse en la creacion
de nuevas pruebas.

El gran matematico hangaro Paul Erd8s (1913-1996) solia decir que Dios tiene un
Libro interminable que contiene las mejores demostraciones posibles de todos los teore-
mas matematicos, las mas elegantes y perfectas. El mayor cumplido que Erdés podia
hacer refiriéndose al trabajo de un colega era decir que “estaba sacado de El Libro”.
Erd6s también sefialaba: “No tienes que creer en Dios, pero debes creer en El Libro”
(Hoffmann, 1998). En 1998, M. Aigner y G. Ziegler nos hicieron entrever algo de lo que
El Libro deberia contener cuando publicaron Proofs from THE BOOK, ahora en su quinta
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Pero las demostraciones no son solo para los estudiantes especializados en Matema-
ticas. E1 Committee on the Undergraduate Program in Mathematics (CUPM, 2001) también
afirmaba que todos los estudiantes deberian llegar a apreciar la naturaleza de una demos-
tracion. Las demostraciones son lo que hacen especiales a las matematicas”. Por supuesto,
el CUPM no recomienda cursos del tipo “teorema-demostracion” para los estudiantes uni-
versitarios que no se vayan a especializar en matematicas, pero sostiene que “los estudian-
tes deberian comprender la esencia de la cultura matematica: el valor y la necesidad de los
razonamientos cuidadosos, las definiciones precisas y los argumentos concluyentes”.

En un documento de trabajo para la International Commission on Mathematical Ins-
truction (Hanna y De Villiers, 2008), Gila Hanna y Michel de Villiers escriben lo siguiente:
“Dado que las demostraciones son el corazon de las matematicas, es fundamental que ten-
gan un papel mas relevante en las aulas, para que asi se mantenga la conexion entre las
matematicas escolares y las Matematicas entendidas como disciplina”. También apuntan
que “[...] para los mateméticos, una demostracién es mucho més que una sucesion de pa-
sos correctos. Es, fundamentalmente, una concatenacién de ideas e intuiciones cuyo obje-
tivo es alcanzar la comprensién matematica: entender por qué una afirmacion es cierta.
Por tanto, el reto para los educadores es fomentar el uso de la prueba matematica como
método para certificar no solo que algo es verdad, sino también por qué es verdad”.

Este es el espiritu con el que hemos recopilado las demostraciones que presentamos
en este libro. Esperamos que no solo os parezcan encantadoras, sino que os animéis a bus-
car en estas paginas demostraciones y desafios para llevar al aula.
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Figura 1.6.

El teorema que viene a continuacién hace buena pareja con la igualdad ¢, _, + £, = n’.

Teorema 1.5. La suma de los cuadrados de dos niimeros triangulares consecutivos es un
numero triangular, es decir, t;_, + t2 = t,2 para todo n = 1.

Demostracion: Véase la Figura 1.7, donde se ilustra como representar y encajar los cuadra-
dos de dos nameros triangulares para formar otro namero triangular. =

Figura 1.7.

Quiza te hayas dado cuenta de que el enésimo nimero triangular es el nimero

combinatorio, £, = (” ; 1} Una forma de comprobarlo es ver que los dos miembros de la

igualdad son n-(n +1)/2, pero esta respuesta no aclara demasiado por qué es verdad. Una
explicacion mejor se obtiene recurriendo al principio de Cantor:

Teorema 1.6. Existe una correspondencia biunivoca entre un conjunto de t, elementos y las
formas de elegir dos objetos de un conjunto de n + 1 elementos.

Demostracion: Véase la Figura 1.8 (Larson, 1985) y recuérdese que el coeficiente binomial ('27)
cuenta las formas de elegir dos elementos en un conjunto que tiene n.
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1.5. El teorema de Fermat

Una de las herramientas mas dtiles en teoria de niimeros es el resultado conocido como
pequerio teorema de Fermat, denominado asi para diferenciarlo del famoso gran o altimo
teorema de Fermat. Pierre de Fermat (1601-1665) lo mencion6 (sin demostracion) en una
carta de 1640; Leonhard Euler publico la primera demostracién en 1736. Hay muchas
pruebas del teorema de Fermat. La que presentamos aqui es particularmente elegante. Se
basa simplemente en contar elementos de un conjunto (Golomb, 1956).

Teorema de Fermat 1.17. Si n es entero y p primo, entonces p divide a n” - n. Ademds, si n
no es miltiplo de p, entonces p dividean” ™" - 1.

Demostracion: Basta con probar el teorema para enteros positivos (véase el Desafio 1.7).
Supongamos que tenemos un montén de cuentas de collar de n colores distintos y quere-
mos fabricar collares multicolores con p cuentas. Enhebramos p cuentas en un cordel.
Dado que cada cuenta puede escogerse de n colores, hay n” posibles cordeles de cuentas.
Para cada uno de los n colores hay un cordel con todas las cuentas de ese color. Descarta-
mos esos n cordeles monocromos, quedandonos con n® - n cordeles. Unimos los extremos
de los cordeles para obtener collares de forma que las cuentas puedan atravesar el punto
de union del cordel. Observemos, por ello, que dos collares son indistinguibles si se dife-
rencian solo en el orden ciclico de sus cuentas. Agrupamos los cordeles no monocromos
que dan origen al mismo collar. Si p es primo, cada grupo se compone exactamente de p
cordeles distintos (esto no seria cierto si p fuera compuesto, ;por qué?) y, por tanto, hay en
total (n” - n)/p collares distintos. En particular, (n” - n)/p debe ser entero. Finalmente,
como n” - n=n(n”"* - 1), si p no divide a n, entonces debe dividira (" ~*-1). =

1.6. El teorema de Wilson

En el lenguaje de las congruencias, el teorema de Fermat se enuncia como sigue: si n
es entero y p primo, entonces n” = n (mod p). Ademds, si n no es mltiplo de p, entonces
n?~'=1(mod p). Una de las hermosas consecuencias del teorema de Fermat es el

Teorema de Wilson 1.18. Si p es primo, entonces (p - 1)! = -1 (mod p).

Demostracion: El teorema es cierto para p = 2, de forma que en adelante supondremos que p

es impar. Utilizando el teorema de Fermat, vemos que los enteros x=1, 2,3, ..., p - 1 son solu-

ciones de la congruencia x” ' - 1= 0 (mod p). Dado que una congruencia polinémica de grado

p - 1 tiene exactamente p - 1 soluciones no congruentes entre si modulo p, tenemos que
X-1=(x-1)-(x-2)- - (x- (p-1)) (mod p).

Si comparamos los términos constantes en ambos lados de la expresion anterior, vemos

que

1e(-1)-(-2)

—p+1)=(p-1)! (modp) =
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Es posible 1lustrar las demostraciones de algunas ldentidades en las que aparecen
potencias de nimeros de Fibonacci (como cuadrados y cubos) con diagramas en dos o tres
dimensiones.

Teorema 1.15. Paran=1, Fi+F}+ F3+ -« + Fi=F,F,.,.

Demostracion: Véase la Figura 1.18 (Bicknell y Hoggatt, 1972). =

IS (= = I
] l
| l
I 1

Figura 1.18.

Teorema 1.16. Paran=2, Fi,,=Fi+F: ;+3F, ;'F,F,,,.

Demostracion: Véase la Figura 1.19. =

Figura 1.19.

Parece sorprendente que no exista ninguna formula explicita para los nimeros de
Fibonacci que use solo niimeros enteros, pero si existe una en la que aparece el niimero de
oro. Obtendremos la formula en el Apartado 2.3 del capitulo siguiente.

Niimeros de Fibonacci por doquier

Leonardo de Pisa (ca. 1170-1240) quiza no supiera que serfa conocido como Fibonacci (1a
contracci6n de filius Bonaccio, ‘hijo de Bonaccio’), y seguro que nunca sofi6 que la suce-
sién1,1,2,3,5, ..., que él introdujo en un problema sobre contar conejos, llegaria a ser una
sucesion tan célebre. La revista The Fibonacci Quarterly, aparecida en 1963, esta dedicada
al estudio de sus propiedades. Los ntimeros de Fibonacci aparecen con frecuencia en la
naturaleza (filotaxia, girasoles, pifias de los pinos, pifias tropicales, alcachofas, arboles
geneal6gicos de las abejas, etc.), al igual que en arquitectura y disefio.
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Hay muchas relaciones entre los numeros triangulares y los cuadrados. La mas sim-
ple es, seguramente, la que se ilustra en la parte derecha de la Figura 1.3b: ¢, , +t, = n”.
Damos dos identidades mas en el siguiente lema (tomando ¢, = O por conveniencia).

Lema 1.1. Para todon=0, (a) 8t,+1=02n+1)’ y (b) Ot, + 1 =t,,,.

Demostracién: Véase la Figura 1.5 (donde hemos remplazado bolas por cuadraditos). »

a) b) [

Figura 1.5.
El Lema 1.1 nos permite demostrar los dos teoremas que enunciamos a continuacion.

Teorema 1.3. Hay infinitos nitmeros que son a la vez triangulares y cuadrados.

Demostracién: A partir de la identidad

8t,-(8t,+1
2

[Kt

=4t,-(2n+1),

podemos ver que, si t, es un cuadrado, también lo es tg,. Como t, = 1 es un cuadrado perfec-
to, esta relacion genera una sucesion infinita de nimeros triangulares que son también
cuadrados, por ejemplo: t, = 6% t,gs = 204% etc. ®

Vemos, sin embargo, que hay niimeros triangulares y cuadrados como, por ejemplo,
tio=35" ¥ ties1 = 1189” que no estén en la lista anterior.

Teorema 1.4. Las sumas de las potencias de 9 son nimeros triangulares, es decir, para
todon=0,1+9+ 9%+ +9"=t,,3,2,.,n

Demostracién: Es facil probar el teorema por inducci6n apoyandose en la identidad del
Lema 1.1 (véase el Desafio 1.3), pero hay un argumento visual mas elegante, que mostra-
mos en la Figura 1.6. Una consecuencia interesante del resultado anterior es que, en base
9, los niimeros 1, 11, 111, 1111, ... son todos triangulares.
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En electo, si los lados del triangulo mayor son n, n y m, entonces los lados del triangulo
sombreado de la derecha son m - n,m-n y 2n - m. Asf, la suposicién de que /2 = m/n con
my n lo més pequefios posible es falsa y llegamos a una contradiccion, por lo que +/2 es
irracional

Hipasoy la irracionalidad de V2

Demostrar teoremas no suele ser peligroso. Al contrario, lo normal es que sea gratifican-
te, pero en los dias de Pitdgoras la situacién pudo haber sido diferente. Cuentala leyen-
da que Hipaso de Metaponto (ca. 500 a. C.) descubri6 la insospechada irracionalidad de
/2, explicé el resultado y por ello fue arrojado por la borda por sus hermanos pitagéri-
cos. Este descubrimiento acab6 con la idea de que en geometrfa todas las cantidades
son conmensurables. Afortunadamente, 1a historia no ha registrado mas muertes aso-
ciadas a la demostraci6n de un teorema.

2.2. La irracionalidad de vk cuando k no es un cuadrado perfecto
Podemos modificar la demostracion de la irracionalidad de +/2 para probar que también Vi es

irracional cuando k no es el cuadrado de un entero. En esta demostracion, interpretamos Jk
como la pendiente de una recta que pasa por el origen, como se muestra en la Figura 2.2.

y=VEr= 2y

Y .

m-pn n

Figura 2.2.

Teorema 2.2. Si k no es el cuadrado de un entero, entonces Kk es irracional.

Demostracion: Supongamos que en forma de fraccion irreducible tenemos Jk-m/n.
Entonces, el punto de la recta y = ﬁ X con coordenadas enteras positivas més cercano al
origen es (m, n). Sea entonces p el mayor entero menor que VK es decir, p< «/Iz <p+1.8Se
cumple entonces que el punto (m - pn, kn -pm) se encuentra también en la recta y esta
més cerca del origen, ya que (m/n)-(m - pn) = (m’/n) -pm=kn-pm y p<m/n<p +1
implicaque 0 <m-pn<n y 0 <kn - pm < m. Llegamos asi a una contradiccion y, por
tanto. vk es irracional. »
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Q.E.D.olalosa

Q. E. D, la abreviatura de quod erat demostrandum (‘lo que se querfa probar’) es la
traduccion latina de la expresion griega 6mep é8e1 Seiat (OEA en forma abreviada),
usada por Euclides y Arquimedes para sefialar el fin de una demostracién. Esta forma
de marcar el final de una prueba se ha usado mucho en inglés. Su traduccién a len-
guas no latinas es también coman: en francés tenemos C. Q. E. D. (‘ce qu'il fallait dé-
montrer’), en aleman w. z. b. w. (‘was zu beweisen war’) y en espafiol C. Q. D. (‘como
querfamos demostrar’). Con la llegada de los ordenadores y del software de escritura
matematica, se ha hecho comtn el uso de un simbolo geométrico para indicar el fin
de una demostracion. Paul Halmos (1916-2006) introdujo la losa “®”, que ahora com-
pite con el \ged o de TeX

El rico mundo de la demostracion

Un relémpago ilumina mi mente,
lo veo todo, tengo la demostracion
y entonces me despierto.

Doris Schattschneider, A Mathematical Haiku (after Dante)

Es posible clasificar muchas demostraciones con arreglo a los métodos que se usan en
ellas. Los tipos mas frecuentes se enumeran en la lista —a la fuerza incompleta— que da-
mos a continuacion. Es importante tener en cuenta que en una demostracion se combinan
a menudo varios métodos:

Demostracion directa: usa definiciones, axiomas, identidades, desigualdades,
lemas y teoremas probados previamente, etc., para mostrar que la conclusion se
deduce logicamente a partir de las hipétesis.

Demostracién por contradiccién: (conocida también como “demostracion por
reduccion al absurdo”) muestra que es logicamente imposible que el resultado sea
falso. Se usa habitualmente asumiendo que lo que se quiere probar es falso y lle-
gando a una contradiccion.

Demostracion del contrarreciproco: para probar una implicacion del tipo “si 4,
entonces B”, demostrar la implicacion logica equivalente “si no B, entonces no A”.
Demostracion por induccién matematica: se trata de un método para probar que una
propiedad de la forma P (n) es cierta para todo entero positivo n. Se comienza mostrando
que P (1) se cumple y, acto seguido, que si P (n) es verdad, entonces lo es P (n +1).
Demostracion por casos (o demostracion exhaustiva): se divide la hipotesis
en un nimero finito k de casos, y se hace una demostracion del resultado en cada
uno de ellos. Las k demostraciones pueden ser directas, por contradiccion o de
otros tipos.
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El niimero, la invencién por excelencia.

Esquilo, Prometeo encadenado

Los niimeros son cosas temibles.

Euripides, Hécuba

Dondequiera que haya un niimero, hay belleza.

Proclo

Los niimeros no son solo bellos; son populares, tan populares que algunas de sus biogra-
fias han sido publicadas. He aqui una pequefia lista de ellas:

e: The Story of a Number (Maor, 1994).

The Joy of « (Blatner, 1997)

The Golden Ratio and Fibonacci Numbers (Dunlap, 1997).

The Golden Ratio: The Story of Phi, the World's Most Astonishing Number (Livio, 2002).
An Imaginary Tale: The Story of i (Nahin, 1998).

Gamma: Exploring Euler’s Constant (Havil, 2003).

The Square Root of Two (Flannery, 2006).

En este capitulo probaremos varios resultados basicos sobre algunos nimeros espe-
ciales como +/2, 7 y e. Las demostraciones elegidas, asi como los propios nimeros, son
considerados bellos por muchos.
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Cantor a la suma de medidas porque es posible construir una correspondencia biyectiva
entre los puntos de dos segmentos de distinta longitud.

Teorema 1.9. Paratodon=1, P+2*+ ¥+ -+’ =(1+2+ 3+ +n)f=t2

Demostracion: De nuevo damos dos pruebas. En la primera, representamos k’ como k copias
de un cuadrado de area k* para obtener la igualdad (Cupillari, 1989; Lushbaugh, 1965):

Figura 1.12.

Fijandonos en la Figura 1.12, vemos que 4+(1* + 2> + 3° + - + n°) = [n (n + 1)’ (para n = 4).
Para la segunda demostracién, usamos el hecho de que 1+2 +3 + - +n+ (n-1) + (n-2)
+ - + 2 +1=n’(véase el Desafio 1.1a) y consideramos una distribucién cuadrada de niimeros
en la que el nimero que se encuentra en la fila i y la columna j es i-j. Sumamos ahora estos
nimeros de dos formas diferentes, como se muestra en la Figura 1.13 (Pouryoussefi, 1989).
2
Sumando por columnas, se obtiene que 2:':1 i+22:’;1 i+---+nz:':1 i:(Z" i) .

=
mientras que sumando segin las eles sombreadas se llega (usando el resultado del Desafio

11a)a 1-12+2:22+3-3%+ - +n~n2:2:':1n3.l

0 2 B n 1l B B n

2 46 2n 2 46 2n

36 9 3n 369 3n

n n2 n 2n3n - n2
Figura 1.13.

Concluimos este apartado con un teorema que nos dice c6mo representar un cubo
como una suma doble de enteros.
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Dedicado a nuestros numerosos estuaiantes,

con la esperanza de que disfruten de la belleza de las matemdticas,
y alos que (quizd sin saberlo)

nos inspiraron para escribir este libro.
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leorema 1.13. Paran=0, fo+fi+fi+ - +fi=fr2- 1

Demostracion: ;Cuantos recubrimientos de un (n + 2)-marco usan al menos un doming?
Evidentemente, una respuesta esf, , , - 1, ya que el Gnico recubrimiento en el que no aparece
ningtn dominé es aquel en el que se usan exclusivamente cuadrados. Para la otra forma de
contar, nos fijamos en la colocacién del dominé que esté mas a la izquierda (la condicién en
este ejemplo de condicionamiento). Si el recubrimiento de un (n + 2)-marco comienza a la
izquierda con un doming, el resto puede ser rellenado de f, formas. Si el recubrimiento co-
mienza a la izquierda por un cuadrado y luego viene un domino, tenemos f, _, formas de
completarlo. Si el recubrimiento comienza con dos cuadrados, se puede completar de f, ,
formas, y asi sucesivamente. Véase la Figura 1.16.

OETT - IS,

=T -~ T/, ,

[ I e
Figura 1.16.

Continuamos hasta el caso final, en el que el recubrimiento consiste en n cuadrados y un
domin situado a su derecha, lo que solo se puede hacer de una forma (f,=1). =

Teorema 1.14. n=0, fo+f+fu+ =+ fru=fonsr-

Demostracion: ;Cuantos recubrimientos hay para un (2n + 1)-marco? La respuesta es f, ., ,
por definicion. Contemos de otra manera teniendo en cuenta ahora la colocacion del cua-
drado situado mas a la izquierda. Si el recubrimiento de un (2n + 1)-marco comienza con
un cuadrado, tenemos f,, formas de completarlo. Si empieza a la izquierda con un dominé
y luego viene un cuadrado, se puede completar de f;, ., formas. Si el recubrimiento comien-
za a la izquierda con dos dominds, se podra completar de f,, -, formas. Véase la Figura 1.17.

Ot -~ IIT04,

T - I, ,

L )

= - IEy,
Figura 1.17.

Continuamos asi hasta el tltimo paso, en el que el recubrimiento comienza con n dominés
y acaba con un cuadrado, lo que solo se puede hacer de una forma (f, = 1). =

Véase Benjamin y Quinn (2003) para aprender mas sobre los niimeros de Fibonacci
v las demostraciones combinatorias.
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probar proceden del verbo latino probare, que significa ‘examinar, juzgar . El sustan-
tivo tiene muchos otros significados, aparte del matematico, incluidos los de eviden-
cia en el mundo del derecho, o las pruebas de impresion en grabado, fotografia, im-
prenta y numismatica’.

Demostraciones por todas partes

A finales de 2009, una btisqueda en internet de la palabra prueba daba como resulta-
do unos veinticuatro millones de paginas web y unos cincuenta y seis millones de
imdgenes. Por supuesto, la mayoria de estas no se referfan a demostraciones matema-
ticas, sino a pruebas farmacolégicas, filosoficas, religiosas, legales, forenses, de im-
presion, etc. Recientemente varios libros, peliculas y obras de teatro han evocado esta
palabra universal.

Aspectos estéticos de las demostraciones

Las mejores demostraciones en Matemdticas son cortas y concisas como epigramas.
Las mds largas se cimbrean con ritmos parecidos a los de la milsica.

Scott Buchanan,
Poetry and Mathematics

iCuéles son las caracteristicas de una demostracion que nos llevan a decir que tiene en-
canto? En su delicioso ensayo titulado Belleza y Verdad en las Matematicas, Doris Schatts-
chneider (Schattschneider, 2006) responde asi:

La elegancia: es escueta y va directa a la idea esencial.

El ingenio: contiene una idea novedosa, un giro sorprendente.

Laintuici6n: nos revela por qué el razonamiento es correcto, nos hace decir: “
Sus nexos: iluminan una escena mas amplia o conectan diversas areas.

El paradigma: da lugar a una heuristica fructifera y de amplio ambito de aplicacion.

Pocos términos matematicos acaparan tantos adjetivos como los que acompafian a la
palabra demostracién. Entre los positivos encontramos bella, elegante, inteligente, profun-
da, breve, corta, clara, concisa, habil, ingeniosa, brillante y, naturalmente, encantadora. En
la direccion opuesta, tenemos oscura, incomprensible, larga, fea, dificil, compleja, extensa,
no intuitiva, impenetrable, incoherente, tediosa, etc.
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Demostracion combinatoria: es un método de demostracion para identidades

algebraicas entre niimeros enteros positivos (los nimeros de contar). Se basa en

representar esos niimeros mediante conjuntos de objetos y emplear uno de los dos

principios siguientes:

1. Contar los objetos de un conjunto de dos formas diferentes tiene que darnos el
mismo resultado.

2. Dos conjuntos que estan en correspondencia, uno a uno, tienen el mismo nime-
10 de elementos.

El primero se conoce como principio de Fubini por el teorema de Fubini del calculo en
varias variables, que trata sobre el cambio en el orden de integracion en integrales iteradas.
El segundo recibe el nombre de principio de Cantor porque fue empleado con profusién por
George Cantor (1845-1918) en sus estudios sobre la cardinalidad de los conjuntos infinitos.
Son también conocidos como el método del doble recuento y el método de biyeccién.

En muchos casos es posible ilustrar una demostracién con una imagen explicativa que
puede bastar para que los lectores capten su sentido directamente. Por ello consideramos tam-
bién las demostraciones visuales, o demostraciones sin palabras, como técnica de demostracién.
Por ejemplo, es posible visualizar una demostracién combinatoria mediante una representa-
cion del conjunto que va a ser contado de dos formas distintas o, asimismo, de una biyeccion
entre dos conjuntos. Otras técnicas incluyen el uso de transformaciones geométricas tales
como la reflexion y la rotacion, el cambio de dimension, teselaciones y coloraciones. Para saber
mas sobre técnicas para crear demostraciones visuales, recomendamos nuestro libro Math
Made Visual: Creating Images for Understanding Mathematics (Alsina y Nelsen, 2006).

Demostraciones en el aula

Las demostraciones son elementos esenciales de las asignaturas de matematicas desde la
escuela primaria y secundaria hasta la ensefianza superior. El National Council of Teachers
of Mathematics* recomienda en su informe Principles and Standards for School Mathematics
(NCTM, 2000) que los programas de estudios de los cursos comprendidos entre la ense-
fianza infantil y el final de la ensefianza secundaria (alrededor de los dieciocho afios) “de-
berian capacitar a todos los estudiantes para comprender que los razonamientos y demos-
traciones son un aspecto fundamental de las matematicas”.

En este informe, el Committee on the Undergraduate Program in Mathematics of the
MAA (CUPM, 2004) enumera una serie de objetivos para los estudiantes de Ciencias Mate-
maticas en universidades y centros de ensefianza superior. En concreto, se afirma lo si-
guiente: “La capacidad de entender y desarrollar demostraciones matematicas es uno de
los signos distintivos de la madurez matematica», y contindan diciendo que “hay que po-
ner los cimientos de esta forma de pensamiento lgico en cada uno de los cursos en los que
las matematicas avanzadas desempefien un papel importante, incluyendo el cdlculo y la
matematica discreta”
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tres triangulos, obtenemos otro en el que aparece el mismo numero en todas las posicio-
nes. Véase la Figura 1.10 (Kung, 1989). =

1 n n
2 2 n n-1 n=1n
3 3 3 + n nT] n-2 + n-2 n:l n
n=1n=1 " n-1 nn-1 "4 3 2 2 3 4 n-1n
nononoon n n n—1 3201 123 = nln
2n+1
2n+1 2n+1
2n+1 2n+1 2n+1
2n+1 20kl 20+l
2n+1 20+l 2n+1
Figura 1.10.

Teorema 1.8. Paratodon=1, t, + &, + ty + -+ t,=n-(n+1)-2n + 1)/6.

Demostracién: Como se muestra en la Figura 1.11, apilamos capas de cubitos de volumen
unidad, de forma que cada capa represente un niimero triangular. La suma de los niimeros
triangulares es igual al volumen de la pila de cubos. Para calcular este volumen, rebana-
mos pequefias piramides (sombreadas en color gris) y las colocamos déndoles la vuelta
encima del cubito del cual proceden (véase la Figura 1.11). El resultado es una piramide
recta triangular, dentada en uno de los lados de la base, cuyo volumen es igual al de la pi-
ramide completa menos el volumen de n + 1 pirdmides pequefias (como las que faltan).

n-(n+1)-(n+2) .

i 1 1
BSE 0+ bt bt et (=2 (141F - 214 D)= 1

= — (n+1) @

Figura 1.11.

En la demostracién hemos obtenido la suma de los n primeros nimeros triangulares
calculando volimenes de piramides. Esta idea es, de hecho, una extension del principio de
Fubini en la que se usan longitudes, areas y volimenes (en general, medidas) en lugar de
contar objetos. El principio de Fubini para volimenes se basa en calcular el volumen de un
objeto de dos formas diferentes para obtener el mismo resultado. Puede generalizarse de
forma analoga a areas y longitudes. Sin embargo, no podemos extender el principio de
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Teorema de Euclides 1.11. Hay infinitos niimeros primos.

Demostracion 1: Supongamos que solo hay k nimeros primos y que los ordenamos de me-
Nor a Mayor, py, P, ..., Pr. Sea N=p, - p, - -+ - p,. Como N + 1 es mds grande que p,, no es primo
y entonces debe tener un factor primo p; en coman con N. Como p; divide a Nya N + 1, debe
dividir a su diferencia que es 1, lo que es absurdo. =

Demostracion 2: Basta con probar que para todo entero positivo n existe un primo p ma-
yor que n. Esto lo cumple cualquier primo que dividaan! +1. =

Demostracién 3: Sea n > 1 un niimero entero arbitrario. Dado que n y n + 1 son consecutivos,
han de ser primos entre si, por tanto, N, = n-(n + 1) tiene al menos dos factores primos diferentes.
De igual forma, n*(n+1) y n:(n+ 1) +1son primos entre si, luego Ny = n-(n +1)-[n-(n +1) +1]
debe tener, por lo menos, tres factores primos distintos. Continuando este proceso de forma in-
definida, podemos encontrar tantos niimeros primos distintos como queramos. =

Los primos de Euclides

Nos referiremos al nimeroN =p, - p, - - - p,, obtenido multiplicando los k primeros
primos, como el primorial de k (de primoy factorial). Los nimeros E, =N, + 1 reciben
el nombre de niimeros de Euclides. Los cinco primeros ntimeros de Euclides, 3, 7, 31,
211y 2311 son primos (por eso son conocidos como primos de Euclides); sin embar-
80, E;=30031=59 - 509. No se sabe si el nimero de primos de Euclides es finito o
infinito.

En 1737, Leonhard Euler (1707-1783) dio una prueba de la infinitud de los primos. Se
basa en mostrar que la suma de los inversos de los nimeros primos es infinita y, por tanto,
tiene que tener infinitos sumandos. Hay una demostracion moderna de ese resultado, de-
bida a F. Gilfeather y G. Meisters (Leavitt, 1979), que presentamos a continuacion. Solo usa
cdlculo y el hecho, bien conocido, de que la serie arménica diverge.

Lema 1.2. La serie arménica 1+ % + % et % + - diverge.

Demostracién: (Ward, 1970). Sea H, =1+ % + %+ -t % la enésima suma parcial de la serie

armonica. Supongamos que la serie armonica converge a H. En ese caso, tendremos que

1,1

n+1l n+2

lim (H,, - H,)=H-H =0, pero se cumple la desigualdad H,,-H, = + ot
—

1
n+n

+

, de forma que lim (H,, - H,) = 0, lo que conduce a una contradicci6n.
==

A1
> on=3
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edicion en inglés’ (Aigner y Ziegler, 2014). Nosotros esperamos que Demostraciones con
encanto complemente el trabajo de Aigner y Ziegler, al presentar pruebas que no requie-
ren més que cdlculo’ y matematica discreta elemental.

Nos preguntamos ;hay ilustraciones en El Libro? Creemos que la respuesta es afirma-
tiva, asi que encontraréis alrededor de trescientas figuras y diagramas en Demostraciones
con encanto. Existe una larga tradicién de usar dibujos en matematicas para facilitar la
comprension de demostraciones. Esta tradicion se remonta mas de dos mil afios hasta la
antigua Grecia y China, y continda hoy dia con la popular etiqueta “demostraciones sin
palabras”, frecuente en las paginas de Mathematics Magazine, The College Mathematical
Journal y otras publicaciones. Un gran niimero de ellas aparecen en (Nelsen, 1993 y 2000),
ambos publicados por la Mathematical Association of America (MAA). También hemos es-
crito y publicado en la MAA dos libros (Alsina y Nelsen, 2006 y 2009) donde se discute el
proceso de creacion de pruebas visuales.

El presente libro esta organizado como sigue: tras una corta introduccion en la que se
explican algunas ideas basicas sobre lo que son las demostraciones y el proceso de hallar-
las 0 “crearlas”, presentamos, en doce capitulos, una amplia y variada seleccion de algunas
que, en nuestra opinioén, “tienen encanto”. Cada capitulo concluye con desafios para los
lectores, a quienes animamos a que busquen por si mismos demostraciones interesantes.
Hay alrededor de ciento treinta de estos desafios.

Empezamos nuestro viaje con una seleccion de teoremas y demostraciones sobre
enteros y algunos niimeros reales escogidos. Pasamos entonces a discutir algunas cuestio-
nes sobre geometria, comenzando por el estudio de configuraciones de puntos en el plano.
Consideramos poligonos en general y también familias de triangulos, tridngulos equilate-
ros, cuadrilateros y cuadrados. Luego, disertamos sobre curvas, en el plano y en el espacio,
y continuamos con algunas aventuras en el mundo de los embaldosados y teselados del
plano, resultados sobre coloraciones y algo de geometria tridimensional. Terminamos con
una pequefia coleccion de teoremas, problemas y demostraciones en distintos campos de
la matematica.

Al concluir los doce capitulos, damos nuestra solucién a los retos planteados en el
libro. Estamos seguros de que muchos lectores encontraran soluciones y pruebas mas ele-
gantes, o con mas encanto, que las nuestras. El libro concluye con las obligadas referencias
bibliogréficas y con un completo indice por palabras.

Como en nuestros libros anteriores publicados por la MAA, esperamos que tanto los
profesores de secundaria, como los de bachillerato o de universidad utilicen en sus aulas
algunas de estas “demostraciones con encanto” para hacer ver a sus estudiantes en qué
consiste la elegancia matematica. Algunos podran usar el libro como suplemento en un
curso introductorio sobre demostraciones, razonamiento matematico o resolucién de pro-
blemas.
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Elreciproco del teorema de Wilson también es cierto. Si (n - 1)! = -1 (mod n), entonces n es
primo. Para probarlo, supongamos que n no es primo, de forma quen=a-bconl<a, b<n-1.
Entonces, a dividealavezanya (n - 1)!, luego (n - 1)! no es congruente con -1 modulo p.

1.7. Niimeros perfectos

Los niimeros perfectos han atraido la atencién de los matemadticos en cada siglo de la era
cristiana.

L. E. Dickson, History of the Theory of Numbers

Los niimeros perfectos, como los hombres perfectos, son muy escasos.

René Descartes

Un ntmero perfecto es un entero positivo que es igual a la suma de sus divisores
positivos estrictamente menores que él. Por ejemplo, 6 y 28 son perfectos, yaque 6 =1+2 + 3
y 28 =1+2+ 4+ 7+ 14. En la proposicién 36 del libro IX de los Elementos, Euclides nos
dice como construir nimeros perfectos.

Teorema 1.19. (Euclides). Sip y q =2 - 1son ambos primos, entonces 2”~"-q es perfecto.

Demostracién: Los divisores de 2”*-gmenores que élson {1,2, 2%, .., 27", ¢,24,2°g, ... 27 ’q}.
En la Figura 1.20 podemos ver como disponer cuadrados y rectangulos cuyas areas son
esos divisores dentro de un rectéangulo de area 2°~*-q (Goldberg). =

N2 T 4 T I 2Pt
1 q
2 2q
2!
w2 ¥y
g=2"-1
Figura 1.20.

Aproximadamente dos mil afios después de Euclides, Leonard Euler (1707-1783)
probd el reciproco del Teorema 1.19, es decir, que todo niimero par perfecto debe ser de la
forma 2°'-q,con p y g=2" - 1 primos. Merece la pena subrayar que todo niimero perfec-
to par es un niimero triangular. No se sabe si existen niimeros perfectos impares.
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Los enteros son la fuente de la que manan todas las matemdticas.

Hermann Minkowski, Diophantische Approximatione

Desde los albores de la civilizacion hemos utilizado los niimeros enteros positivos para con-
tar. Nadie sabe quién fue el primero en captar el concepto abstracto de, digamos, “siete”,
como algo que se aplica tanto a un rebafio de siete cabras como a siete arboles, siete noches
0 a cualesquiera siete objetos. Los niimeros de contar, junto con sus opuestos y el cero, for-
man el conjunto de los nimeros enteros y ocupan un lugar central en las matematicas. Es
pues apropiado que comencemos con algunos teoremas y demostraciones sobre ellos.

En este capitulo presentamos varios resultados acerca de los enteros. Muchos se re-
fieren a subconjuntos especiales de ellos, tales como los cuadrados perfectos, los niimeros
triangulares, los niimeros de Fibonacci, los primos y los niimeros perfectos. Aunque es
posible demostrar la mayoria de los enunciados mas simples mediante procedimientos
algebraicos o por induccién, en la medida de lo posible preferimos presentar pruebas ba-
sadas en argumentos visuales. Comenzaremos contando el nimero de objetos que dan
lugar a conjuntos asociados con patrones geométricos y estableceremos algunas identida-
des para ellos.

1.1. Niimeros figurados

La idea de representar un nimero mediante puntos del plano (o, més probablemente, con
piedrecitas en el suelo) se remonta al menos a la antigua Grecia. Cuando la representacion
toma la forma de un poligono, como un tridngulo o un cuadrado, los nimeros reciben a
menudo el apelativo de figurados. Comenzamos con teoremas y demostraciones sobre los
niimeros mas sencillos de este tipo: los nimeros triangulares y los niimeros cuadrados.
Casi todas las biografias del gran matematico Carl Friedrich Gauss (1777-1855) rela-
tan la siguiente anécdota. Cuando Gauss tenia unos 10 afios de edad, su profesor de Arit-
mética propuso a los alumnos de su clase que hicieran lasuma1+2 + 3 + 4 + - + 100,
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Teorema 1.12. ) 1 diverge.
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Demostracion: Para un entero fijado n = 2, consideramos el conjunto de los primos p < n
y el producto

A D)

Pl el

Como todo entero positivo k menor que n es un producto de potencias de primos menores
que n, para cada k, su inverso 1/k debe aparecer como sumando en el desarrollo del dltimo
producto. De aqui que

Dado que el logaritmo neperiano® es una funcién creciente, al tomar logaritmos en la des-
igualdad anterior esta se mantiene:

> (log p-log(p - 1)) > log[i%} ¢}
= =

Pero, por otro lado,

3, Gogp-togp-0)=3 ' Lax) < ey @2)

o pan VP
Combinando (1.1) y (1.2), obtenemos lo siguiente:

2%>%log(£‘%]. 13)

Ppen

Como el lado de la derecha no esta acotado cuando n — oo, vemos que 2 1 diverge. =
p pimo
Es posible encontrar mas demostraciones en Vanden Eynden (1980).
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Niimeros primos y seguridad

Un aspecto gratificante de las matematicas es la sorprendente aplicacién de algunas
de sus ramas. Durante siglos el estudio de los ntimeros primos estuvo motivado por
cuestiones aritméticas de tipo fundamental. Pero ahora, en nuestra sociedad digital,
donde toda la comunicacién computacional esta basada en el intercambio de niime-
10s, los primos se han convertido en una herramienta basica para garantizar la segu-
ridad y confidencialidad de los intercambios de informacién. Hoy dia, muchos méto-
dos usados en criptograffa (el RSA de R. Rivest, A. Shamir y L. Adleman; el método de
Flgamal o los de R. Merkle, W. Diffie y M. Hellman) se basan en propiedades de los
ntmeros primos. La idea clave en la que se fundamentan todos ellos es la enorme
dificultad que conlleva factorizar el producto de dos nimeros primos grandes

1.4. Niimeros de Fibonacci

Supongamos que tenemos una coleccion de cuadrados unitarios idénticos y de rectangu-
los de dimensiones 1 x 2 que llamamos dominds, y un n-marco (un rectangulo 1 x n). De-
nominamos f, al namero de formas distintas de recubrir un n-marco con cuadraditos y
dominos sin que haya solapamientos. Por ejemplo, f; es 8 (véase la Figura 1.15) porque
podemos recubrir un 5-marco de ocho formas distintas.

[EEEEE]
I o I
I |

Figura 1.15.

De forma similar, tenemos que f,=1,f,=2,f;=3,f, =5, f; = 8, f;=13... De hecho, es
facil ver que, paran =3, f,=f,., + f,-,. En efecto, para recubrir un n-marco hemos de em-
pezar, o bien con un cuadrado a la izquierda (y queda entonces por recubrir un (n - 1)-mar-
co), 0 bien con un dominé, en cuyo caso falta por recubrir un (n - 2)-marco.

Seguramente habras notado que la regla de recurrencia que define la sucesion {f,};., es
la misma que la que nos da la sucesion de Fibonacci {F,}.., F, =F,.; + F,_,conF,=1,F,=1.
Sien nuestro problema hacemos f, = O (para recubrir un O-marco no hay que usar ni cuadrados
ni dominds), tenemos que paran=0, f,=F,, .

Para probar resultados sobre los niimeros de Fibonacci, basta con que lo hagamos
para la sucesion {f,}7., . Los dos teoremas siguientes y sus demostraciones estan sacados
de Proofs That Really Count (Benjamin y Quinn, 2003), una deliciosa coleccion de hermo-
sas demostraciones sobre la sucesion de Fibonacci y otras relacionadas con ella. En todas
se recurre al principio de Fubini, que consiste en contar los nimeros de recubrimientos de
n-marcos con cuadrados y dominds -sujetos a alguna condicién particular- de dos mane-
ras diferentes. Benjamin y Quinn llaman a este método condicionamiento.
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Nombres ilustres para nimeros ilustres

Los ntimeros ilustres no son solo importantes, también tienen nombre. A /2 selellama,
aveces, constante de Pitdgoras por ser Pitagoras el primero que prob6 su irracionalidad.
7 recibe el nombre de constante de Arquimedes, debido a que Arquimedes estableci6 la
desigualdad 3 % <m<3 % También recibe el nombre de constante de Ludolph en
honor a Ludolph van Ceulen (1540-1610), que dedicé muchos afios al célculo de sus
primeras treinta y cinco cifras decimales. A e se le conoce como constante de Euler, aun-
que a veces este nombre también se usa para y, la constante de Euler-Mascheroni. Dado
que John Napier (1550-1617) casi descubri6 el nimero e, este también recibe el nombre
de constante de Napier.

2.1. La irracionalidad de 2

Hay muchas demostraciones de que /2 es irracional. Seguramente la més conocida es la
demostracion de Euclides, basada en el teorema de Pitagoras. Es también la mas antigua,
aunque hay otras que son mas simples. Aqui presentamos una version de otra vieja demos-
tracién de la irracionalidad de 2 (Bloom, 1995):

Teorema 2.1. v/2 es irracional.

m -
— <2, conmy nlosenteros positivos

Demostracion: Si v/2 fuera racional, es decir, si 1 <+/2 m

mas pequefios posible, tendriamos entonces que % - 72 - zﬂ Y, por tanto, también V2 Zﬁn
7l n
Restando numeradores y denominadores, obtenemos que ﬁEer;nm que es una

contradiccion ya que 2n - m y m - n son positivos y estrictamente menores que my n. =

Es seguramente mas facil entender la prueba si se ve de forma geométrica (Apostol,
2000). Si la fraccion irreducible m/n es igual a /2, entonces el triangulo rectangulo isos-
celes de lados n, n'y m es el tridngulo rectangulo isosceles mas pequefio con lados enteros.
Sin embargo, si este es un tridngulo rectangulo isésceles con lados enteros, entonces hay
uno mas pequefio con la misma propiedad.

Figura 2.1.
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suponiendo que asi estarian ocupados durante un buen rato. Apenas termino de plantear
el problema, el joven Catl se levant6 y colocé su tablilla en la mesa del profesor, sin calcu-
lo alguno, con la respuesta correcta: 5050. Cuando este le pidi6 una explicacion, Gauss le
dijo que habia reconocido el siguiente patron: 1+ 100 =101,2 + 99 =101,3+ 98 =101,y
asi hasta 50 + 51 = 101. Como habia cincuenta emparejamientos, la suma debia ser 50
x 101 = 5050. El patrén geométrico que nos permite encontrar rapidamente este resultado
(sumar el niimero mas grande al mas pequefio, el segundo mas grande al segundo més
pequefio, y asi sucesivamente) se ilustra en la Figura 1.1, en la que las filas de bolas repre-
sentan nimeros enteros positivos.

Figura 1.1.

Llamaremos niimero triangular enésimo al nimero t,=1+2 + 3 + -+ n, donde n es
un entero positivo. Observando el patrén formado por los puntos de la imagen derecha de
la Figura 1.1, el joven Carl obtuvo t,,, = 5050. Sin embargo, esta idea solo funciona si n es
par, de forma que comenzaremos demostrando el siguiente resultado general:

Teorema 1.1. Paran=1,t,=n-(n+1)/2.

Demostracion: Encontremos un patron que funcione para cualquier n. Para ello encaja-
mos dos copias de t,, como se muestra en la Figura 1.2, tras darle la vuelta a una de ellas.
Asi obtenemos un rectingulo formado por n filas de n + 1 bolas cada una. Tenemos enton-
ces que 2t, =n-(n+1)y, por tanto, t,=n-(n+1) /2. =

COLLOOOOLU

Figura 1.2.
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Desafios

Usar un argumento combinatorio para probar que
a)1+2+3+-+(-D+n+(n-1)+N-2)+—-+2+1=n"
b)1+3+5+-+@n-1)+Qn+1)+Qn-1)+-+3+1=r’+(n+1)"
oYK=Y Ymmn(j.
k=1 i=1 j=1
Encontrar demostraciones visuales para a) 3t, + t,_; = t,,, b) 3t, + t,,1=t,1 ¥
Q) by +6t,+t,,,=Qn+1)%
Probar por induccion la identidad del Teorema 1.4.
Probar que hay infinitas parejas de nimeros triangulares cuya suma es un nimero
triangular.
(Puede un niimero de Euclides ser un cuadrado?
Sea F, el enésimo niimero de Fibonacci. Probar que, paran=2,
Fli=2FF-E+F,

=2F, F_+F-F,

=2E-F_ +F+F,
=F F+FeF + L

=B Foa+E+ BoF
[Indicacion: basta con una sola figura para este desafio].
Sea F, el enésimo nimero de Fibonacci. Probar con una figura similar a la 1.18 que
BE+EF 44 Byby =B+ B4t B =F By, -1
Sea F, el enésimo nimero de Fibonacci. Probar la identidad de Cassini: para n = 2,
F,_,'F,,,~ F! = (-1)". [Indicaci6n: demostrar primero que paran=2,

B -EE,,=F_F

nel ne2 el

- F. Existe también un argumento visual]

Se define la sucesion {a,} de enteros positivos como sigue, a, =1, a,=2, yla formula de
recurrencia, a,,, = @, + 24, + 1, para n = 3. Encontrar una expresion explicita para a,.
[Indicacion: la base 10 no es siempre la mejor].

Probar que el teorema de Fermat 1.17 se cumple para todos los enteros negativos n.
Dado un entero positivo n, T(n) denota el nimero de divisores de n. Por definicion, n
es primo si ©(n) = 2. Probar que n es un cuadrado si y solo si t(n) es impar.

Sea n cualquier nimero perfecto mayor que 6. Probar que

a)nesdelaforma9a+1;

b) Cuando n > 28, (n - 1)/9 no es primo.





