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PREFÁCIO


Congratulo-me com a SENAI-SP Editora pelo lançamento deste primoroso livro, Probabilidade, inferência estatística e testes, destinado aos seus programas superiores de tecnologia e a cursos de pós-gradução, graduação e técnicos em geral.


Trata-se de uma obra que se distingue pela formulação precisa e didática dos conceitos e que apresenta, para todos os assuntos, uma grande quantidade de exemplos, aplicações, exercícios resolvidos e propostos, com dicas e repostas.


Os dois primeiros capítulos realizam o embasamento necessário para a inferência estatística, revendo a Estatística Descritiva e a Probabilidade. O terceiro e o quarto capítulos abordam as funções e distribuições de probabilidade. O quinto capítulo inicia a inferência estatística – enfoca a estimação dos parâmetros da população e dos seus intervalos de confiança, previsão e tolerância. Para tal, aborda o Teorema Central do Limite, os testes de hipóteses Z, P e “t de Student”, e os métodos dos momentos e da máxima verossimilhança. Finalmente, o sexto capítulo completa o livro, apresentando a regressão, a análise de variâncias (ANOVA), o teste de quiquadrado e a identificação de “outliers”.


Outro mérito desta obra é a utilização gradativa e ricamente comentada dos consagrados aplicativos MATLAB® e Microsoft Excel® para fins de ilustração gráfica e aplicação de conceitos, conforme expõe o autor na Apresentação deste livro. Ressalta-se que, embora esses aplicativos representem um diferencial importante, se não forem executados pelos alunos, por falta de tempo ou recursos, não haverá prejuízo ao processo de assimilação dos conceitos.


O autor é o professor doutor Pedro Paulo Leite do Prado, experiente e laureado na área de ensino e pesquisa. Concluiu seu doutorado em Engenharia Elétrica pela University of Florida (UF) em 1991, quando foi admitido como membro da sociedade de honra em Engenharia Elétrica dos EUA, Eta Kappa Nu.


Realizou o mestrado em Engenharia Elétrica pelo Instituto Militar de Engenharia (IME), em 1986. Graduou-se em Engenharia de Telecomunicações pelo IME em 1977 e formou-se Oficial de Comunicações do Exército pela Academia Militar de Agulhas Negras (AMAN), em 1969. Recebeu menções honrosas e láureas nessas duas graduações.


Foi engenheiro do Campo de Provas da Marambaia, pesquisador do Mind-Machine Interaction Center, da UF, e professor do IME e da Universidade de Taubaté por mais de vinte anos. Atualmente, escreve livros técnico-científicos e presta consultoria para empresas. É assessor ad-hoc da Fundação de Auxílio à Pesquisa do Estado de São Paulo (Fapesp). Possui experiência nas áreas de Processamento de Sinais e Telecomunicações, Controle e Energias Alternativas.


Para encerrar, relembro Cora Coralina: “O saber a gente aprende com os mestres e os livros. A sabedoria se aprende é com a vida e com os humildes”.


Paulo Sergio Torino




Dedico este livro a minha esposa Silvia
por sua paciência, dedicação, ajuda e amor
durante estes 42 anos de casamento.




APRESENTAÇÃO


Os maiores apelos desta obra são a intensa utilização dos recursos do MATLAB® e do Excel®1 para aplicar conceitos e técnicas e a ampla disponibilidade de exemplos e exercícios fartamente comentados. Esses recursos são abordados gradativamente ao longo dos capítulos, nos quadros, exemplos e exercícios, simultaneamente ao conteúdo discutido.


É oportuno enfatizar que o MATLAB é a “linguagem da computação técnica”, marca registrada da MathWorks Inc. É uma linguagem de alto nível, em ambiente interativo, que pode ser empregada em todos os níveis acadêmicos, de cursos técnicos a programas de doutorado. Por meio de seus toolboxes específicos, apoia diversas áreas de atividade e do conhecimento humano, como estatística, redes neurais, telecomunicações, controle de sistemas, finanças, processamento de sinais etc. É de fácil extensibilidade e pode interagir com outras linguagens de programação e com o aplicativo Excel. Destaca-se, ainda, sua grande capacidade de gerar e editar gráficos de modo amigável.


O Excel é o mais completo aplicativo para a edição de planilhas eletrônicas. Fornece ferramentas amigáveis para a obtenção, organização, tratamento, validação, controle e visualização de dados. Dispõe de diversas funções para as áreas de estatística, matemática e trigonometria, engenharia, banco de dados e outras. Apresenta várias opções para a exibição dos dados, por meio de gráficos dinâmicos e minigráficos. Oferece, ainda, o suplemento Visual Basic for Applications (VBA), para viabilizar os macros (sequência de comandos e funções), e o Solver, para análise de sensibilidade de variáveis, sob restrições de parâmetros.


Este livro destina-se a todos os profissionais, pesquisadores e estudantes envolvidos com métodos estatísticos. Pode ser utilizado nos cursos técnicos ou de graduação em engenharia, matemática, estatística, biologia, medicina, economia, negócios, telecomunicações, produção industrial, controle de qualidade e outras ciências sociais e naturais. Os tópicos em inferência e testes são particularmente adequados para apoiar as disciplinas de pós-graduação que envolvem métodos experimentais.


O Capítulo 1 apresenta as medidas de tendência central e de dispersão das amostras. O Capítulo 2 fundamenta a probabilidade de eventos e introduz os conceitos de histograma e de função de distribuição de probabilidade. O Capítulo 3 trata das funções de distribuição de probabilidade unidimensional, conjunta, marginal, condicional, acumulada e de densidade. Apresenta, ainda, as medidas de tendência de uma variável aleatória, a covariância e a correlação. O Capítulo 4 descreve as principais distribuições de probabilidade, com ênfase na distribuição normal. O Capítulo 4 é o da “inferência e testes”. A estimação de parâmetros é abordada pelo método dos momentos e da máxima verossimilhança. São apresentados o importante Teorema Central do Limite, as definições de nível de confiança e de significância e os conceitos de intervalo de confiança, de previsão e de tolerância. Enfocam-se os testes de hipóteses dos tipos Z, P e t, bicaudal, de cauda direita e de cauda esquerda relativos à média da população e à diferença entre as médias de duas populações. O Capítulo 5 aborda os métodos de regressão e análise de variâncias (ANOVA), os testes quiquadrado e a identificação de outliers.


Registro minha gratidão ao modelar professor, pesquisador e cientista, dr. Donald G. Childers, pela motivação e pelas lições, científicas e de vida, que me transmitiu durante o trabalho de doutorado.


Agradeço ao amigo professor Ulysses Martins Rezende, pelo incentivo e por ter estabelecido o contato com a SENAI-SP Editora.


Agradeço aos meus filhos Patrícia e Roger pelo incentivo, carinho e trabalho de revisão da estrutura e edição do texto.


Finalmente, agradeço imensamente à minha esposa Silvia, pela sua compreensão, ajuda, carinho e amor, sem os quais não conseguiria escrever este livro.





1 MATLAB e Excel são marcas registradas da MathWorks e Microsoft, respectivamente.




1. FUNDAMENTOS DE ESTATÍSTICA PARA MÉTODOS EXPERIMENTAIS


1.1. Fases de um processo estatístico


1.1.1. Modelo probabilístico


A estatística tem um amplo emprego em diversas áreas de atividade e do conhecimento humano, tais como engenharia, biologia, medicina, economia, negócios, telecomunicações, produção industrial, controle de qualidade e outras ciências sociais e naturais.


Ela é considerada um ramo da matemática que trabalha com um modelo probabilístico (ou “não determinístico”).


No modelo determinístico, há certeza absoluta de que a resposta de um sistema é sempre unívoca e universalmente determinada, sob as mesmas condições, pelas suas variáveis de entrada e por uma ou equação (ou lei) que relaciona a saída à entrada. Por exemplo:


– Um raio de luz proveniente de um meio de índice de refração n1, ao incidir com um ângulo θ1 na superfície de separação entre esse meio e outro de índice de refração n2, será refratado sempre com um ângulo de refração θ2, segundo a equação “sen(θ2) = (n1 / n2) sen(θ1)”. A condição é a de que o ângulo de incidência não ultrapasse o ângulo-limite de refração e a equação é a conhecida Lei de Snell.


Diferentemente, no modelo probabilístico há uma incerteza.1 O resultado da saída de um experimento (relacionado à observação de um fenômeno) tem uma calculada probabilidade de ser aceita em pontos ou intervalos das variáveis do processo. Exemplos:


1o) Em um experimento da Lei de Snell, anteriormente citada, haverá uma incerteza na saída (valor de θ2) em consequência de erros de exatidão e precisão nas medidas dos índices de refração e do ângulo de incidência. A representação da medida do ângulo de refração será “θm ± ∆θ”, em que θm é a média aritmética de uma série de medidas e ∆θ é a sua incerteza. A estatística tem uma importante aplicação na área de medidas.


2o) Ainda na área de medidas, outro exemplo seria o nível de confiança de que as medidas de tensão realizadas por um medidor M estejam no intervalo de 18,185 V a 18,815 V é 95%.


3o) Um equipamento Q cuja vida média é de quatro anos e que apresenta falhas segundo a distribuição estatística de Poisson tem uma probabilidade de 60,65% de durar mais de dois anos.


4o) Em uma prova de valor máximo 10,0, com 40 declarações do tipo dupla escolha, a probabilidade de que um aluno tire exatamente a nota 6,0 simplesmente colocando V (verdadeira) ou F (falsa) sem ler as declarações (“no chute”) é de 5,72%. É um exemplo de probabilidade em um ponto, no caso, “nota igual a 6,0”.


1.1.2. Dados, população e amostra


Os dados são a “matéria-prima” da estatística. Eles são definidos genericamente como a representação da informação em forma de números, texto ou gráficos. Um exemplo de dados é o conjunto A a seguir, cujos elementos representam o consumo de energia elétrica de uma casa em kWh (quilowatt-hora) nos seis primeiros meses de determinado ano:


A = {460 470 450 455 468 460} kWh


Em um processo estatístico, os dados devem ser coletados, medidos, analisados e testados, a fim de que sejam produzidas as conclusões necessárias a respeito da fonte geradora das informações “contidas” nos dados.


Um conjunto bem especificado de dados produzidos por uma fonte de informação é chamado de população. Referindo-se ao exemplo anterior (conjunto A), a população poderia ser o conjunto dos valores de consumo de energia elétrica dos clientes de determinado bairro, ou, ainda, o conjunto dos valores de consumo do mesmo usuário durante alguns anos.


Formalmente, pode-se então definir população (ou universo) como o conjunto total de N elementos com algumas características comuns (variáveis), que, quando observados sob determinado critério temporal ou espacial, são expressos em dados, na forma de texto (categorias) ou valores numéricos.


Alguns exemplos são:


1o) Conjunto dos N equipamentos montados em uma empresa durante uma semana cujo funcionamento, a variável observada, será verificado e categorizado em “aprovado” ou “reprovado”.


2o) Conjunto de N peças produzidas por dia em uma fábrica e categorizadas em “boa”, “aproveitável” ou “defeituosa”.


3o) Conjunto das faces de saída em muitos lances do jogo de dados.


4o) Conjunto de N medidas de mesma natureza realizadas em muitos dispositivos eletromecânicos.


5o) Conjunto de alturas de todas as N mulheres de uma faculdade.


6o) Conjunto dos tempos de vida de N componentes eletrônicos.


Observe que o número de elementos distintos das populações dos três primeiros exemplos é, respectivamente, 2 (aprovado ou reprovado), 3 (boa, aproveitável ou defeituosa) e 6 (1, 2, 3, 4, 5, 6).


Nem sempre é viável ou econômico realizar um censo, ou seja, coletar todos os N dados de uma população, como faz o Instituto Brasileiro de Geografia e Estatística (IBGE), que, no Censo 2010, por exemplo, visitou 67,6 milhões de domicílios em 5.565 municípios. Seria inconcebível realizar ensaios destrutivos, como o de limite de ruptura, em toda a população de peças mecânicas.


A solução consiste, pois, em selecionar um subconjunto significativo da população, denominado amostra,2 e, com base nela, produzir as conclusões relativas à população, utilizando técnicas de generalização.


Observação: para inteirar-se do vertiginoso crescimento da quantidade de dados coletados e processados atualmente e seu impacto em diversos setores, o leitor é convidado a pesquisar na web a palavra-chave “Big Data”.


1.1.3. Estatística descritiva


A estatística descritiva (ou dedutiva) é a fase do processo estatístico que realiza a amostragem, o tratamento e a medição da amostra.


A amostragem é a coleta de dados de um subconjunto de (n < N) elementos da população. Ela “parte do geral para o particular”, justificando a designação alternativa de “estatística dedutiva” para essa fase.


Um exemplo de tratamento dos dados é a filtragem ou remoção de elementos que não deveriam pertencer à amostra coletada. Esses elementos espúrios são denominados outliers, em inglês, significando que estão fora do conjunto significativo de dados.


As principais medidas são as de tendência central (média, mediana e moda) e as de grau de dispersão das amostras em relação ao centro (variância e desvio padrão). Essas medidas serão definidas e calculadas neste capítulo. É importante observar que fazer a “estatística de uma população, amostra ou distribuição” significa calcular e descrever suas medidas.


1.1.4. Cálculo das probabilidades


Todos os resultados (ou saídas ou outcomes) de um experimento constituem o chamado espaço amostral S. Um evento E é um subconjunto do espaço amostral S, selecionado segundo algumas condições.


Todo evento E tem uma probabilidade de ocorrência, designada por Prob(E). Uma definição intuitiva de probabilidade é fornecida pela Lei de Laplace:


– A probabilidade de um evento, Prob(E), é a razão entre o “número de vezes que o evento ocorreu” (nf casos favoráveis) e o “número total de resultados” (np casos possíveis). Assim, Prob(E) = nf/np .


Uma variável aleatória X realiza o mapeamento do evento (domínio) em valores x do conjunto dos números reais (contradomínio). Desse modo, as probabilidades dos eventos ficam associadas à probabilidade de a variável X (letra maiúscula) assumir os valores x (letra minúscula).


Essas considerações iniciais apenas introduzem os conceitos. O detalhamento será feito no Capítulo 2. A ênfase neste capítulo é que as probabilidades servirão de base para a especificação das incertezas das estimativas realizadas na fase de inferência estatística.


1.1.5. Inferência estatística


Esta é a fase indutiva do processo, do particular (amostra) para o geral (população). A inferência estatística refere-se a obter estimativas dos parâmetros da população e realizar os testes que levam, por indução, às conclusões a respeito da população, especificando seus intervalos de confiança.3 Exemplos:


1o) A média aritmética de uma amostra é uma estimativa da média da população.


2o) A hipótese de que uma máquina M1 que foi substituída era pior que a nova M2 será rejeitada para um nível de confiança de 90%.


A Figura 1.1 mostra o fluxo das fases de um processo ou estudo estatístico destinado a produzir inferências a respeito de uma população.
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Figura 1.1. Fases de um processo estatístico.


A grande “beleza” do estudo é que não é necessário examinar e analisar todos os elementos ou unidades da população para inferir conclusões e evidências necessárias para a tomada de decisões.


1.2. Principais medidas da população


As principais medidas da população são as de tendência central e de dispersão em relação à média aritmética. As medidas são consideradas de “tendência central” porque ocupam o centro do conjunto ordenado dos valores. A convenção estabelecida é representar as medidas da população por letras gregas minúsculas.


A média aritmética μX de uma população X, a principal medida de sua tendência central, é expressa por:
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Onde:


μX: média aritmética da população X;


N: tamanho finito da população;


Xi: elementos de ordem i da população (variável aleatória X).


















	Média aritmética

	–

	
Excel: Fórmulas / Inserir função / Estatística / MÉDIA;






	 

	–

	
MATLAB: mean (X).












Por exemplo, seja a seguinte população X, no caso com apenas oito elementos, para fins didáticos:
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Ordenando os elementos de X, obtém-se:


X ordenada = {3,60 3,65 3,74 3,79 3,85 3,98 4,00 4,15}


Observe que μx = 3,845 situa-se no “centro” do conjunto ordenado, entre 3,79 e 3,85. As medidas de dispersão em relação à média são a variância σX2 e o desvio padrão σX. A variância σX2 da população X é definida por:
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Onde:


σ2X: variância da população [(unidade de medida)2];


μx: média aritmética da população, dada na equação (1.1);


N: tamanho finito da população;


(Xi − μx): resíduos Ri (desvios de Xi em relação à média aritmética);


Xi: elementos de ordem i da população (variável aleatória X).


















	Variância

	–

	
Excel: Fórmulas / Inserir função / Estatística / VAR.P;






	 

	–

	
MATLAB: var (X,1).




























	Desvio padrão

	–

	
Excel: Fórmulas / Inserir função / Estatística / DESVPAD.P;






	 

	–

	
MATLAB: std (X,1).












Para a população X do exemplo anterior:


σ2X = (1/8) [ (4,15−3,845)2 + (3,85 − 3,845)2 +…+ (3,65−3,845)2 ] = 0,0309


A equação (1.2) indica que a variância σ2X é o desvio médio quadrático (Mean Squared Deviation) dos valores Xi em relação à média aritmética. A variância é expressa na “unidade de medida elevada ao quadrado”, razão pela qual é substituída na designação das incertezas pelo desvio padrão σX.


O desvio padrão σX da população é a raiz quadrada positiva da variância da população.


Por exemplo, se o conjunto X representasse medidas de velocidade em m/s, sua representação da incerteza seria do tipo “μX ± kσX m/s”, sendo k um valor adequado, a ser discutido no Capítulo 5.


Os Quadros 1.1 e 1.2 a seguir são destinados à aquisição dos conhecimentos iniciais sobre a utilização do software MATLAB na estatística descritiva.




Quadro 1.1. Fundamentos do MATLAB


1) Importância do MATLAB


MATLAB é a “linguagem da computação técnica”, marca registrada da MathWorks Inc. É uma linguagem de alto nível, em ambiente interativo, que pode ser empregada em todos os níveis acadêmicos, de cursos técnicos a programas de doutorado. Por meio de seus toolboxes específicos, apoia diversas áreas do conhecimento humano, tais como estatística, redes neurais, telecomunicações, controle de sistemas, finanças, processamento de sinais etc. É de fácil extensibilidade e pode interagir com outras linguagens de programação e com o aplicativo Excel. Destaca-se ainda sua grande capacidade de gerar e editar gráficos de modo amigável. Há muitos tutoriais, demonstrações (demos), vídeos, arquivos de uso geral e específico (M-files) disponíveis aos usuários. Consulte o site <www.mathworks.com/academia/student_center/tutorials/> através do código QR (Quick Response) mostrado a seguir:
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2) Command Window e Command History


– Ao abrir o MATLAB, aparecem as janelas Command Window e Command History. Nas versões mais antigas, clique em Desktop e selecione a janela desejada. Todas as variáveis resultantes da interpretação na Command Window ficam permanentemente armazenadas na Command History, de onde poderão ser restauradas por meio do comando “copiar e colar” ou “selecionar, arrastar e liberar”.


– Uma variável designada em letra minúscula é diferente de uma em letra maiúscula, ou seja, o MATLAB é case sensitive. Por exemplo, a variável xz é diferente da variável xZ.


3) Comentários e exibição na Command Window


Os comentários são precedidos do símbolo de percentagem (%). Quando houver mais de uma linha de comentários, coloque % { antes da primeira linha e %} no final da última linha.


Para não exibir na janela Command Window os valores das variáveis de entrada ou saída, os comandos devem terminar com ponto e vírgula. Exemplo:


>> Y = [ 4.0 2.7 6.5 8.0]; % vetor linha Y


>> X = [ 0.5 1.0 1.5 2.0] % vetor linha X (sem o ponto e vírgula)


X =


0.5000 1.0000 1.5000 2.0000 


Para corrigir possíveis erros de digitação de um comando, acione a tecla ↑ (seta para cima) do teclado até obter esse comando e faça a edição.


4) Gráficos e interface gráfica do usuário (GUI – graphical user interface)


– Há funções (functions) para diversos tipos de gráfico: plot (bidimensional), bar (barras), stem (caule), mesh (tridimensional), polar, semilogy (eixo y logarítmico) etc. Exemplos:


>> plot(X,Y) % Figura 1, sem edição
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Figura 1. Gráfico não editado.


>> subplot (121), plot(X,Y,’:k’) % Figura 2


>> subplot (122), plot(X,Y,’v’) % Figura 3


– O comando subplot (121) abre duas janelas lado a lado (grade 1 × 2) e insere a Figura 1-Q1.1 produzida pela função plot(X,Y,’:k’) na janela designada pelo último algarismo 1. O símbolo ‘:k’ (entre aspas simples) indica que o gráfico deve ser em linha tracejada de cor preta. Digite help plot na Command Window para conhecer as diversas opções de linhas, cores etc.


– O comando subplot (122) insere a Figura 2, que é um gráfico de dispersão gerado pela função plot(X,y,’v’) na janela designada pelo último algarismo 2. O símbolo ‘v’ indica que o gráfico deve mostrar apenas os pontos P(X,Y) (não interligados) na forma de triângulos.
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Figura 2. Gráfico com linhas.
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Figura 3. Gráfico de dispersão.


– Há comandos específicos para editar os gráficos (eixos, título, texto etc.). É, porém, mais “amigável” utilizar a interface gráfica do usuário (GUI – graphical user interface) plottools. Exemplo: Figura 4, que é a Figura 1 editada.


– Para detalhes, selecione help na janela Figure que aparece quando plottools é chamada.


>> plottools % Figura 4 %{ para mais informações, na nova janela Figure, selecione Help e, em seguida,Plotting Tools %}
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Figura 4. Edição da Figura 1 no plottools.





Exemplo 1.1. Geração de população e determinação de sua média e desvio padrão utilizando o MATLAB


Gere e plote uma população de N = 30 valores uniformemente distribuídos entre 1 e 10. Determine a média e o desvio padrão da população gerada.


Solução:


Consulte o Quadro 1.1.


A função rand(n,m) gera uma matriz (n por m) com valores pseudoaleatórios4 uniformemente distribuídos entre 0 e 1. Para mais informações, digite help rand na Command Window.


Os quatro principais operadores aritméticos são: “+”, “−”, “*” (multiplicação) e “/”(divisão).


Na janela Command Window do MATLAB:


>> Y=10 * rand (1,30); %{ multiplicação por 10 para obter 30 valores entre 0 e 10 %}


>> stem (Y); % stem gera gráfico tipo “caule”, Figura 1.2


>> plottools % para a edição da figura
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Figura 1.2. Valores da população do Exemplo 1.1 (MATLAB).


>> mu = mean(Y) % média de Y. 


m = 5.4912


>> desvp = std(X,1) % desvio padrão da população, equação (1.2)


desvp = 2.3377


Respostas: média μX = 5,4912; desvio padrão σX = 2,3377.




Quadro 1.2. MATLAB: Opções de Help e tutoriais


a. Help


O modo mais simples é digitar na Command Window a palavra help seguida do nome da função. O texto da ajuda é escrito na própria Command Window. Exemplo:


>> help mean


As seguintes opções permitem obter a consulta em uma janela separada e ainda tomar conhecimento de mais recursos:


1a) Na janela principal do MATLAB, selecione Help e, na janela aberta (pop-up), selecione Function Browser. Aparece uma nova janela que permite a consulta diretamente nos diretórios (onde está o Statistics Toolbox) ou pela digitação do nome da função na área Searching for functions. Por exemplo, para obter mais detalhes sobre a função plot:


– Help > Function Browser > Graphics > Basic Plots and Graphs > plot


2a) Na janela principal, selecione Help e, em seguida, Product Help na janela pop-up. Na janela Help que se abre, aparecem os diretórios. Cada diretório gera sua janela específica, que contém:


– os links das funções (Functions) em ordem alfabética (Alphabetical List) e por categoria (By Category);


– o conjunto de documentos (Documentation Set);


– as demonstrações (Product Demo);


– a documentação em pdf disponível na web etc.


Na área Search, escreve-se o nome da função ou do assunto. Por exemplo, para acessar uma demonstração sobre a geração de números aleatórios:


– Help > Product Help > diretório Statistics Toolbox, link Statistics Toolbox Demos > link Random Number Generation.


b. Tutoriais


Em www.mathworks.com/academia/student_center/tutorials podem ser encontrados demonstrações (demos) e M-files. No Statistics Toolbox há um demo sobre regressão.





1.3. Amostragem aleatória não tendenciosa


Cada componente da amostra (ou unidade amostral) extraída de uma população é uma variável aleatória. Uma amostra X = {X1 X2 … Xn} compõe-se de n variáveis aleatórias, todas independentes entre si e com a mesma distribuição de probabilidade. Diz-se que n é o tamanho da amostra.


Uma amostra aleatória é não tendenciosa (ou não polarizada) quando há a reposição da amostra, de modo que qualquer subconjunto da população tem a mesma probabilidade de ser selecionado. No entanto, mesmo que não haja reposição, a amostra não será tendenciosa se a população (espaço amostral) for suficientemente grande.


A amostragem aleatória realizada em estratos (subconjuntos ou grupos) disjuntos da população é classificada como “estratificada”. Um exemplo é uma amostra da altura dos alunos do 1o ano e outra da altura dos alunos do último ano de uma escola.


1.4. Medidas da estatística descritiva da amostra


Conforme comentado na subseção 1.1.3, em uma amostra não tendenciosa X = {X1 X2 X1…Xn} são realizadas medidas de tendência central e de dispersão da amostra. Essas medidas, chamadas estatísticas, são novas variáveis aleatórias.


1.4.1. Medidas de tendência central da amostra


As medidas de tendência central da amostra X = {X1 X2 X1 … Xn}, de tamanho n, são a média aritmética, a média geométrica, a média harmônica, a média aparada, a mediana e a moda, definidas a seguir.


1.4.1.1. Média aritmética amostral de X ou valor médio amostral de X


[image: Image]


















	Média aritmética

	–

	
Excel: Fórmulas / Inserir função / Estatística / MÉDIA;






	 

	–

	
MATLAB: mean (X).












Por exemplo, seja a seguinte amostra X:


[image: Image]


1.4.1.2. Média geométrica amostral de X


A média geométrica amostral XG é definida por:


[image: Image]


















	Média geométrica

	–

	
Excel: Fórmulas / Inserir função / Estatística / MÉDIA. GEOMÉTRICA;






	 

	–

	
MATLAB: geomean (X).












Para a mesma amostra X:


XG = [(5,0) (4,5) (6,0) (3,5) (5,0) (4,0)]1/6 = 4,598


A média geométrica é comumente empregada para calcular a tendência central da variação que ocorre em casos de taxa de crescimento.


É indicada também como medida da tendência central da variável X quando a [média geométrica de X] = [1 / média geométrica de (1/X)]. Um exemplo é a tendência central da resistência, durante o intervalo de 12h00 a 24h00, de um resistor que às 12h00 mede 12 Ω e às 24h00 passa a medir 10 Ω. A medida dessa tendência central é:


[image: Image]


1.4.1.3. Média harmônica de X


A média harmônica amostral XH é definida por:


[image: Image]


















	Média harmônica

	–

	
Excel: Fórmulas / Inserir função / Estatística / MÉDIA. HARMÔNICA;






	 

	–

	
MATLAB: harmmean (X).












Para a mesma amostra X:


XH = 6 / (1 / 5,0) (1 / 4,5) (1 / 6,0) (1 / 3,5) (1 / 4,5) (1 / 4,0) = 4,5297


A média harmônica é utilizada como medida da tendência central de uma variável X que representa a taxa de variação da variável Y em relação à variável Z. Um caso didático clássico é o da média da velocidade, definida pela taxa de variação do espaço em relação ao tempo.


Por exemplo, um carro move-se de um local L1 para um L2 à velocidade média vi = 80,00 km/h. Retornando de L2 para L1, pelo mesmo caminho, move-se à velocidade média vv = 110,00 km/h. A velocidade média de ida e volta é vm = 2 / (1/80 + 1/110) = 92,63 km/h.


1.4.1.4. Mediana amostral de X


A mediana Xcent é definida na amostra de valores ordenados crescentes:
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	Mediana

	–

	
Excel: Fórmulas / Inserir função / Estatística / MED;






	 

	–

	
MATLAB: median (X).












A ordenação da mesma amostra X produz:


X ordenada = {3,5 4,0 4,5 5,0 5,0 6,0}


Por (1.6), sendo n par, Xcent = (4,5 + 5,0) / 2 = 4,75.


1.4.1.5. Média aparada Xap da amostra


A fim de que os outliers, definidos como “observações falsas, fora da faixa supostamente confiável”, não afetem o cálculo da média aritmética, pode ser utilizada a média aparada (trimmed mean) da amostra, Xap, com fator de remoção de r%. Esta consiste na média aritmética da amostra reduzida ou aparada, obtida pela eliminação de “(r/2)% de n” menores valores da amostra e também “(r/2)% de n” maiores valores observados, sendo n o tamanho da amostra. O Capítulo 7 trata dos critérios para verificar se os elementos mais afastados do centro da amostra são realmente outliers.


















	Média aparada

	–

	
Excel: Fórmulas / Inserir função / Estatística / MÉDIA.INTERNA;






	 

	–

	
MATLAB: trimean (X).












A determinação da média aparada Xap de X, com r = 35%, consiste nas seguintes fases:


– ordenação da amostra: X ordenada = {3,5 4,0 4,5 5,0 5,0 6,0};


– remoção de 0,35 x 6,0 = 2,1 ≈ 2,0 amostras, 1 de cada lado:


X reduzida = {4,0 4,5 5,0 5,0};


– cálculo da média aritmética de X reduzida:


Xap = (4,0 + 4,5 + 5,0 + 5,0) /4 = 4,625


Seja agora um novo exemplo de amostra, Y:


Y = {100 99 100 101 98 105 95 97 98 100} 


A amostra de valores ordenados é:


Y ordenado = {95 97 98 98 99 100 100 100 101 105}


A média aritmética é [image: Image]= 8,92 e a mediana Ycent = (99 + 100) /2 = 99,5.


A média aparada de 40% consiste em:


– remoção de 40% das 10 medidas = 4 elementos, 2 em cada extremidade da amostra ordenada: Y reduzida: {98 98 99 100 100 100};


– cálculo da média aparada: Yap = 99,1.


A mediana da amostra aparada mantém o mesmo valor Ycent = 99,5.


1.4.1.6. Moda de X


A moda Xmoda é o valor do elemento mais repetido da amostra, no caso unimodal, ou os k valores dos componentes que mais se repetem, no caso de uma amostra k-modal. Geralmente, os elementos mais repetidos estão próximos do centro da amostra.


No exemplo da amostra X = {5,0 4,5 6,0 3,5 5,0 4,0}, Xmoda = 5,0.


















	Moda

	–

	
Excel: Fórmulas / Inserir função / Estatística / MODO.ÚNICO ou MODO.MULT;






	 

	–

	
MATLAB: mode (X).












1.4.1.7. Discussão das medidas


– Os valores das médias, da mediana e moda estão no centro da amostra ordenada. Realmente, em X ordenada = {3,5 4,0 4,5 5,0 5,0 6,0}, XH = 4,5297, XG = 4,598, [image: Image] = 4,6667, Xcent = 4,75 estão no centro, entre 4,5 e 5,0.


– A mediana da amostra reduzida mantém–se a mesma da amostra original não aparada, como mostrou o exemplo com a amostra Y.




Quadro 1.3. Operações em MATLAB


1) Os operadores em matrizes e escalares são:


soma: + subtração: – multiplicação: * divisão à direita: /


divisão à esquerda: \ potenciação: ^


2) Operações “elemento por elemento” (array operation) são indicadas com um ponto (“.”) precedendo os operadores do item 1:


soma: .+ subtração: .– multiplicação: .* divisão à direita: ./


divisão à esquerda: .\ potenciação: .^


3) Exemplos:


[image: Image]
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Exemplo 1.2. Médias, mediana e moda de uma amostra por meio da Command Window do MATLAB


As seguintes amostras A, B e C foram coletadas de diferentes populações:


 


A = {11,2 11,7 11,5 10,9 7,7 14,5};


B = {0,25 0,23 0,24 0,15 0,34 0,25};


C = {90,5 90,9 89,9 89,9 94,1 77,9}.


Pedido: calcule as médias aritmética, geométrica, harmônica e aparada (com fator de remoção de 35%), a mediana e a moda das amostras, utilizando a janela Command Window do MATLAB.


Solução:


1) O primeiro passo é obter os vetores correspondentes no MATLAB:
Na janela Command Window:


% vírgulas transformadas em pontos e chaves em colchetes


>> A = [11.2 11.7 11.5 10.9 7.7 14.5];


>> B = [0.25 0.23 0.24 0.15 0.34 0.25];


>> C = [90.5 90.9 89.9 89.9 94.1 77.9];


2) Podem-se aplicar os comandos do MATLAB a cada amostra (vetor).
Por exemplo:


>> ma1 = mean(A) % média aritmética da amostra A


ma1 =


11.2500


3) Uma solução mais elegante é agrupar as amostras como colunas de uma matriz e obter as estatísticas dessas amostras diretamente nessa matriz. O MATLAB trabalha essencialmente com matrizes. Um escalar é considerado uma matriz (1 × 1).


Visto que todas as medidas solicitadas são aplicadas às colunas de uma matriz, será composta a matriz S, em que cada amostra A, B e C ocupará uma linha, e em seguida será obtida a matriz ST, que é a transposta de S (linhas passam a ser colunas). A aspa simples ’ é o operador de transposição de matriz.


>> S = [A; B; C ]; % composição da matriz S cujas linhas são A, B e C


>> ST = S’ % matriz transposta de S, mostrada a seguir:


ST =


  11.2000 0.2500 90.5000


  11.7000 0.2300 90.9000


  11.5000 0.2400 89.9000


  10.9000 0.1500 89.9000


    7.7000 0.3400 94.1000


  14.5000 0.2500 77.9000


% observe que as colunas de ST são as amostras A, B e C


>> ma = mean (ST) %{ m(1), m(2) e m(3): médias aritméticas [image: Image] de cada coluna (A,B,C), conforme equação (1.3) %}


ma =


11.2500 0.2433 88.8667


>> mgeo = geomean(ST) %{ mgeo(1), mgeo(2) e mgeo(3): médias geométricas XG de cada coluna (A,B,C), conforme equação (1.4) %}


mgeo =


11.0636 0.2367 88.7108


>> mhar = harmmean(ST) %{ mhar(1), mhar(2) e mhar(3): médias harmônicas XH de cada coluna (A, B, C), conforme equação (1.5) %}


mhar =


10.8638 0.2297 88.5456


>> mediana = median(ST) %{ mediana(1), mediana(2) e mediana(3): medianas Xcent de cada coluna (A,B,C), conforme equação (1.6) %}


median =


11.3500 0.2450 90.2000


>> moda = mode(ST) %{ moda(1), moda(2) e moda(3): moda Xmoda de cada coluna (A, B, C) %}


moda =


7.7000 0.2500 89.9000


>> r =35; %{ 35% de 6 é igual a 2,1 ≈ 2. Assim, 1 elemento será retirado de cada extremidade, %}


>> mapar = trimmean (ST, r) % mapar(1), mapar(2) e mapar(3): média aparada Xap de cada coluna (A, B, C) %}


mapar =


11.3250 0.2425 90.3000


4) Observações:


– Quando há “k > 1” valores da amostra ocorrendo igualmente M vezes, em que M é o maior número de repetições de elemento da amostra, a resposta do MATLAB será aquela do menor valor amostral que ocorreu M vezes. Por exemplo, se uma amostra fosse: D = [6 6 97 10 10 15 15 ], com k = 3 (amostras 6, 10 e 15) e M = 2, a moda seria o valor 6, que é menor que 10 e menor que 15. Então, a resposta da moda da amostra A foi 7,7, porque com k = 1 e M = 6, o menor valor de A é 7,7;


– A função mode do MATLAB não é adequada para amostras de distribuições estatísticas de variáveis aleatórias contínuas;


– Os resultados mostraram que XH < XG < [image: Image] . Isso sempre ocorre? Veja a resposta no Exemplo 1.4.


Respostas:


[image: Image]


Exemplo 1.3. M-files do MATLAB: exemplo para o cálculo das médias, mediana e moda de amostras


Pedidos:


1) Escreva um M-file do tipo script para o cálculo das médias aritmética, geométrica, harmônica e aparada, da mediana e da moda das mesmas amostras A, B e C do Exemplo 1.2.


2) Escreva um M-file do tipo function para calcular a diferença entre as médias aritméticas de duas amostras e também a diferença entre suas medianas.


Solução:


1. Conceitos


– Consulte Help, Editing and Debugging MATLAB Code para mais informações.


– Os M-files do MATLAB podem ser do tipo script ou function:


• O arquivo script (ou simplesmente o script) é uma sequência de declarações (comandos) da linguagem interativa de alto nível MATLAB. As variáveis de um script são globais dentro do workspace (Command Window);


• O arquivo function (ou simplesmente a function) contém argumentos, e seu nome deve constar da primeira linha do arquivo. Ao contrário do script, as variáveis do corpo da função são locais. Apenas os resultados das funções são passados à Command Window.


– Um editor qualquer de American Standard Code for Information Interchange (ASCH) pode ser utilizado para escrever scripts e functions. O editor do MATLAB é, porém, talhado para esses arquivos, pois dispõe de debugger e outras facilidades.


2. Roteiro para criação de um M-file


a) Acesse a janela Editor do MATLAB:


– na Command Window, clique em Desktop e depois em Editor, ou, sequencialmente em File, New e Script ou File, New e Function.


b) Cole no Editor as declarações escritas e “testadas na Command Window:


– na Command Window: Edit, Select All;


– no Editor, selecione Edit e Paste;


– opções mais rápidas:


• “Control C” nas declarações e “Control V” no Editor; ou


• na Command History ou no Command Window, selecione Copy clicando o botão direito do mouse na declaração e, no Editor, também clicando o botão direito, selecione Paste;


– se for o caso, depure o programa utilizando a Command Window ou o debugger do Editor.


c) Salve como um M-file.


Os arquivos serão armazenados no diretório default do MATLAB, a menos que outro seja especificado, com os seguintes nomes:


• Script: nome.m. Por exemplo: medcent1.m.


• Function: exatamente o nome da function com a extensão “.m” (o arquivo da function é do tipo “text”). Por exemplo, na function “[dif] = dmedcent(a,b)”, o arquivo seria dmedcent.m.


d) Para executar (run) um M-file:


– Script: digite o nome do arquivo sem a extensão “m” na Command Window. Exemplo: >> medcent1


– Function: escreva o seu nome na Command Window, com os argumentos desejados já “carregados”, como se fosse uma function já existente no MATLAB. Exemplo: >> [dif] = dmedcenter(A,C)


e) Se for necessário, reeditar posteriormente:


– No Editor: File, Open, nome do M-file.


3. Script (1o pedido)


Convém fazer sempre um script exclusivo para os dados (medcentdata1.m) e outro para as declarações (medcent1.m), porque, se ocorrerem novas entradas, bastará editar um novo script de dados.


Para executar, digite mediasdata1 e depois medias1 na Command Window.


Script de dados: medcentdata1.m


A = [11.2 11.7 11.5 10.9 7.7 14.5];


B = [0.25 0.23 0.24 0.15 0.34 0.25];


C = [90.5 90.9 89.9 89.9 94.1 77.9];


Script de declarações: medcent1.m


S = [A; B; C]; % composição da matriz S


ST = S’ % matriz transposta


ma = mean (ST) %{ m(1), m(2) e m(3): médias aritméticas de cada coluna (A,B,C), conforme equação (1.3) %}


mgeo = geomean(ST) %{ mgeo(1), mgeo(2) e mgeo(3): médias geométricas XG de cada coluna (A,B,C), conforme equação (1.4) %}


mhar = harmmean(ST) %{ mhar(1), mhar(2) e mhar(3): médias harmônicas XH de cada coluna (A,B,C), conforme equação (1.5) %}


mediana = median(ST) %{ mediana(1), mediana(2) e mediana(3): medianas Xcent de cada coluna (A,B,C), conforme equação (1.6) %}


moda = mode(ST) %{ moda(1), moda(2) e moda(3): moda Xmoda de cada coluna (A,B,C) %}


r = 35; % retira (35/2) do tamanho n da amostra em cada extremidade


mapar = trimmean (ST, r) {% mapar(1), mapar(2) e mapar(3): média aparada Xap de cada coluna (A,B,C) %}


Na Command Window, escreva:


>> medcentdata1 


>> medcent1


4. Function (2o pedido)


function [dif] = dmedcent(a,b)


% a: amostra a, qualquer tamanho


% b: amostra b, qualquer tamanho


% dif(1) = média(a) – média(b)


% dif(2) = mediana(a) mediana(b)


dif = [(mean(a) – mean(b)), (median(a) – median(b))]




Quadro 1.4. Fundamentos do Excel


1) O Microsoft Excel é o mais completo aplicativo para a edição de planilhas eletrônicas. Fornece ferramentas amigáveis para a obtenção, organização, tratamento, validação, controle e visualização de dados. Dispõe de diversas funções para as áreas de estatística, matemática e trigonometria, engenharia, banco de dados e outras. Apresenta várias opções para a exibição dos dados, por meio de gráficos dinâmicos e minigráficos. Oferece ainda o suplemento Visual Basic for Applications (VBA), para viabilizar os macros (sequência de comandos e funções), e o Solver, para análise de sensibilidade de variáveis, sob restrições de parâmetros. As versões do Excel têm sido atualizadas desde 2001, começando com o Excel 10.0.


2) Para inserir um dado ou uma palavra em uma célula, pressione-a com o mouse e digite as informações desejadas, ou escreva na barra de fórmulas (em cima da planilha, à direita de fx). Para terminar, pressione Enter no teclado ou selecione o símbolo “gaivota” que aparece antes de fx. A Figura 1 mostra o número 476 sendo inserido na célula C1.


[image: Image]


Figura 1. Inserindo um dado em uma célula.


3) As dimensões das células podem ser ajustadas pelo mouse, pressionando-o na linha da grade entre as letras A, B, D…, na horizontal, e/ou na linha da grade entre os números 1, 2, 3, 4…, na vertical (Figura 1).


4) O formato do número e suas casas decimais podem ser escolhidos na aba de ferramentas Página Inicial, em Número (Figura 2).


[image: Image]


Figura 2. Formato de número e casas decimais.


5) Os operadores aritméticos são:


soma: + subtração: – multiplicação: * divisão: /


Na Figura 3, a célula E4 contém o valor 26,25 da expressão mostrada na barra de fórmulas “= (B2+(C2/D2))*E2”, sendo B2, C2, D2 e E2 as células que contêm os valores numéricos.


O valor 26,25 da célula B4 utiliza diretamente os valores numéricos, com “= (3 + (4,5/6))*7” na barra de fórmulas.


[image: Image]


Figura 3. Operações aritméticas.


6) As funções estatísticas aplicadas aos dados são obtidas com uma das quatro seguintes opções:


a) Na aba de ferramentas “Fórmulas”, selecione “Mais Funções”; em seguida, “Estatística” e o nome da função desejada (Figura 4).


[image: Image]


Figura 4. Obtenção de função – opção “a”.


b) Na aba de ferramentas “Fórmulas”, selecione “fx Inserir Função”, categoria “Estatística” e o nome da função desejada (Figura 5).


[image: Image]


Figura 5. Obtenção de função – opção “b”.


c) Na aba Página Inicial, selecione o pequeno triângulo de “∑ ▼” (“Autosoma”), “Mais funções…”, categoria “Estatística” e a função desejada.


d) Escreva, na própria barra de fórmulas fx, a função ou a combinação de duas ou mais funções. Exemplo:


= SOMA(MULT(B4;3);MULT(B5;4);MULT(B6;5))


Essa expressão multiplica o conteúdo da célula B4 por 3, de B5 por 4, de B6 por 5 e soma todos os resultados parciais. Para inteirar-se da sintaxe da função, proceda conforme os items a, b ou c anteriores e examine o quadro resultante “Argumentos da função”.


Observação: se a função não for encontrada no Excel 2013, selecione “Fórmulas” e, em seguida, “Mais funções” e “Compatibilidade”.


7) Exercício: determinação das médias aritmética, geométrica e harmônica das mesmas amostras obtidas no Exemplo 1.2.


Ao utilizar as funções “MÉDIA”, “MÉDIA.GEOMÉTRICA”, “MÉDIA.HARMÔNICA”, deve–se selecionar com o mouse todas as células pertencentes a cada amostra (A, ou B ou C), como resposta ao argumento Núm1 da função.


[image: Image]


Figura 6. Excel no cálculo das médias aritmética, geométrica e harmônica.


Na planilha da Figura 6, para exemplificar:


– nome “Amostra B”: célula A4;


– dados de B: nas células B4 a G4, representados por (B4:G4);


– nome “Méd Geom”: em I2;


– a função na barra de fórmulas, correspondente à célula I4 = 0,237, é = MÉDIA. GEOMÉTRICA(B4:G4), média geométrica da amostra B, cujos seis elementos selecionados estão na linha que abrange as células B4 a G4.
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