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	Capítulo 1


	Conjuntos


	




    De acordo com o dicionário on-line da língua portuguesa (CONJUNTOS, 2022), um conjunto é a quantidade de elementos que compõem um todo, banda musical, agrupamento, reunião de objetos ou elementos matemáticos em número, infinito ou finito, sendo a pertença definida por uma qualidade determinada.




    Neste capítulo, faremos uma introdução aos conjuntos, bem como a apresentação dos conjuntos numéricos e de suas propriedades.




    1 Conjuntos




    Pode-se definir conjuntos a partir de uma noção intuitiva segundo a qual um conjunto é constituído por objetos. Como não temos a definição primitiva para conjuntos e objetos, talvez seja de mais valia começarmos exemplificando a partir da ideia matemática de coleção de objetos.




    Esses objetos podem pertencer ou não a um dado conjunto, por exemplo: conjunto das vogais, conjuntos dos planetas do sistema solar, conjunto dos números ímpares e pares, etc.




    De acordo com Iezzi e Murakami (2004), na teoria dos conjuntos três noções podem ser aceitas sem definição, conhecidas como noções primitivas:




    

      	Conjunto.




      	Elemento.




      	Pertinência entre conjunto e elemento.


    




    Lima et al. (2004) citam que cada membro ou objeto oriundo de um conjunto é chamado de elemento. Os elementos em um conjunto podem ser quaisquer tipos de objetos, incluindo conjuntos. No quadro 1 são apresentados alguns exemplos de conjuntos.




    

	Quadro 1 – Exemplos de conjuntos

      

        

      



      

        

          	

            Conjunto de vogais: a, e, i, o, u

          

        




        

          	

            Conjunto de resultados de um lançamento de um dado: 1, 2, 3, 4, 5, 6

          

        




        

          	

            Conjunto das cidades de São Paulo

          

        




        

          	

            Conjunto dos alunos do Senac

          

        




        

          	

            Conjunto dos números naturais

          

        




        

          	

            Conjunto das equipes de futebol da série A

          

        




        

          	

            Conjunto dos números reais

          

        




        

          	

            Conjunto dos países que fazem parte do Mercosul

          

        


      

    




    Os membros de um conjunto não precisam ser do mesmo tipo. Por exemplo, embora possa não ter nenhuma aplicação significativa, um conjunto pode, muitas vezes, aparecer na forma de números e nomes. A relação entre elementos e conjuntos é chamada de relação de pertinência, que é outro conceito primitivo.




    De acordo com Lima et al.(2004), um conjunto A é um subconjunto do conjunto B se, e somente se, cada elemento no conjunto A também estiver contido no conjunto B. Sendo assim, dado um elemento x e um conjunto A, temos como pergunta natural: x é elemento de A? Tal pergunta só tem duas respostas possíveis:




    

      	Sim. Nesse caso, dizemos que x pertence a A e escrevemos: x Є A.




      	Não. Nesse caso, dizemos que x não pertence a A e escrevemos: x ∉ A.


    




    Seguem alguns exemplos de relações de pertencimento:




    

      	Birigui pertence ao conjunto das cidades do Brasil.




      	São Paulo pertence ao conjunto das cidades do Brasil.




      	Buenos Aires não pertence ao conjunto das cidades do Brasil.




      	7 pertence ao conjunto dos números naturais.




      	8 não pertence ao conjunto dos números primos.


    




    Para notação de conjuntos utilizam-se letras maiúsculas e, para seus elementos, utiliza-se a notação em letras minúsculas. A notação para descrever um conjunto pode ser dada de modo a listar todos os seus elementos colocados entre chaves. Assim, a descrição abreviada de um conjunto pode ser escrita na forma:




    {x|K(x)}




    Em que x é um elemento do conjunto que satisfaz uma propriedade K(x). Por exemplo:




    A = {x|x é um professor}, B = {x|x é ciências exatas}




    Nesse caso, a propriedade P do conjunto A é ser professor e K(x) significa que x é professor, e a propriedade P do conjunto B é ser ciências exatas e K(x) significa que x é de ciências exatas.




    [image: Ícone] Para saber mais




    O filme “O homem que viu o infinito”, de 2016, apresenta a história do indiano paupérrimo Srinivasa Ramanujan, um gênio da matemática autodidata que foi responsável por revoluções na matemática abstrata, fazendo avanços consideráveis nas frações continuadas e nas séries infinitas.




      




      


    







    1.1 Subconjuntos




    Segundo Iezzi e Murakami (2004), um conjunto A chama-se conjunto das partes de A, denotado por P(A), aquele que é formado por todos os subconjuntos de A, P(A) = {X|X ⊂ A}. Ou seja, um conjunto B é subconjunto de um conjunto A quando qualquer elemento de B também pertence a A.




    Quando um conjunto B é subconjunto de um conjunto A, temos estabelecida uma relação de inclusão e dizemos que B está contido em A, ou que B é parte de A, conforme apresentado na figura 1.




    

	Figura 1 – Relação de inclusão entre os conjuntos A e B


      [image: ]

    




    Conheça alguns exemplos:




    Se A = {3}, os elementos de P(A) são ∅ e {3}: P(A) = {∅, {3}}.




    Se A = {1, 2}, os elementos de P(A) são ∅, {1}, {2} e {1, 2}: P(A) = {∅, {1}, {2}, {1, 2}}.




    Além das relações de pertinência e de inclusão, podemos também definir operações entre conjuntos: união, intersecção e diferença.




    

      	Um conjunto universo U contém todos os elementos que queremos considerar em uma determinada situação.




      	Um conjunto vazio não possui elemento, é representado pelo símbolo ∅ ou por {}.


    




    Exemplo:




    

      	{x|x ≠ x} = ∅.




      	{x|x é ímpar e múltiplo de 2} = ∅.


    




    O conjunto de todos os subconjuntos de um conjunto A é chamado de conjunto das partes de P (power set) e é representado por P(A).




    Percebe-se facilmente que ∅ e A fazem parte de P(A):




    

      	P (∅) = {∅}.




      	Se A = {a}, então P(A) = {∅, {a}}.




      	Se A = {a, b}, então P(A) = {∅, {a}, {b}, {a, b}}.




      	Seja A um conjunto finito com n elementos, n ≥ 0, então P(A) tem 2n elementos.




      	Se A é infinito, P(A) também é infinito.


    




    1.2 Operações entre conjuntos




    As operações de conjunto são realizadas entre dois ou mais conjuntos para obter uma combinação de elementos, conforme a operação rea­lizada sobre eles. Na teoria de conjuntos, existem três tipos principais de operações realizadas em conjuntos: união, intersecção e diferença.




    Vamos definir e discutir essas operações uma a uma nas próximas seções.




    1.2.1 União entre conjuntos




    A união entre dois conjuntos A e B é um conjunto representado pela notação A ∪ B. A união entre dois conjuntos é representada pelo símbolo ∪ e escrita por definição da seguinte maneira:




    A ∪ B = {x|x Є A ou x Є B}




    Lê-se:




    A união B é igual a x, tal que x pertence ao conjunto A ou x pertence a B.




    Na figura 2, apresentam-se as curvas de Venn da união entre os conjuntos A e B.




    

	Figura 2 – Curvas de Venn para união dos conjuntos A e B


      [image: ]

    




    [image: Ícone] Importante




    John Venn, ilustre matemático inglês (1834-1923) propôs um modelo de representação de conjuntos representando um conjunto qualquer A por meio de uma curva fechada. Com essas curvas, temos uma ferramenta visual que permite identificar de maneira prática algumas propriedades das operações entre conjuntos.




      




      


    







    1.2.2 Intersecção entre conjuntos




    Na operação de intersecção de dois conjuntos A e B, tem-se um conjunto formado pelos elementos comuns ao conjunto A e ao conjunto B, descrito por A ∩ B. A intersecção entre dois conjuntos é representada pelo símbolo ∩. Assim, se x Є A ∩ B, então x Є A e x Є B. Escrevemos essa relação como:




    A ∩ B = {x|x Є A e x Є B}




    Lê-se:




    A intersecção B é igual a x, tal que x pertence ao conjunto A e x pertence a B. Na figura 3, apresenta-se a curva de Venn da intersecção entre A e B.




    Caso não exista um elemento x tal que x Є A e x Є B, então A ∩ B = ∅. Nessa situação, dizemos que A e B são conjuntos disjuntos.




    

	Figura 3 – Diagrama de Venn para intersecção de A e B


      [image: ]

    




    Exemplo: os conjuntos são A = {1, 3, 5, 7, 9, 11, 13} e B = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}. 1, 3, 5, 7 e 9 são os elementos em comum entre os conjuntos A e B, de modo que a intersecção é dada por A ∩ B = {1, 3, 5, 7, 9}.




    1.2.3 Diferença entre conjuntos




    A diferença entre dois conjuntos A e B é um conjunto formado pelos elementos de A que não pertencem a B, representado por A − B. A diferença ou complemento entre dois conjuntos é representada pelo símbolo –.




    A − B = {x|x Є A e x ∉ B}.




    Lê-se:




    A complemento B é igual a x, tal que x pertence ao conjunto A e x não pertence a B. Na figura 4 podemos ver a curva de Venn para a diferença ou complemento de A e B.




    

	Figura 4 – Diagrama de Venn para a diferença ou complemento de A e B


      [image: ]

    




    Exemplo: sejam os conjuntos A = {12, 23, 25, 31, 37, 39} e B = {37, 39, 42, 57, 60}




    A − B = {12, 23, 25, 31}




    B − A = {42, 57, 60}




    Observa-se que a diferença entre os dois conjuntos não é comutativa.




    1.3 Intervalos




    Na matemática, um intervalo (real) é um conjunto de números reais que contém todos os números reais situados entre quaisquer dois números do conjunto. Por exemplo: um conjunto de números x que satisfaz 0 ≤ x ≤ 1 é um intervalo que contém 0, 1 e todos os números intermediários.




    Conjuntos são comumente definidos pela notação de intervalos, ou pela notação de uma lista de cada elemento do conjunto. Por exemplo: o conjunto P de números primos entre 0 e 10 (excluindo 0 e 10) na notação de lista é escrito como:




    P = {2, 3, 5, 7}




    Uma outra forma de escrever o conjunto P é utilizando uma regra de formação geral para cada elemento no conjunto. O exemplo anterior é escrito como:




    P = {x|x é primo e 0 < x < 10}




    Exemplo: se A = ]3, 6[ e B = [4, 8[, determine A U B e A ∩ B.




    Vamos analisar os extremos dos intervalos A e B. Observe que na união entre esses extremos encontraremos 3 no conjunto A e 8 no conjunto B, logo a união A U B será (figura 5).




    

	Figura 5 – Intervalos dos conjuntos A = ]3, 6[, B = [4, 8[ e A U B


      [image: ]

    




    Assim, temos A U B= ]3, 8[ que equivale a escrever A U B = {x|x está entre 3 < x < 8}.




    Agora, vamos analisar os extremos dos intervalos A e B apresentados na figura 6. Observe que na intersecção desses extremos encontraremos o número 4 no conjunto A e de B, e o número 6 é elemento de B e não é elemento de A, logo os elementos de 4 até 6, exclusive o último, pertencem tanto a A como a B.




    

	Figura 6 – Intervalos para os conjuntos contidos no intervalo fechado em 4 e aberto em 6


      [image: ]

    




    2 Conjunto dos números reais e sua composição




    Na ciência, o hábito de provar um conceito geral ou de quantificar um fenômeno observado requer um uso sofisticado de números. Dar sentido aos dados disponíveis para médicos, engenheiros, químicos e biólogos, entre outros, seria impossível sem um sistema de atribuição de valores e variáveis de medida. Muitas ideias científicas, como o bit, a velocidade da luz ou a constante gravitacional, são impossíveis de compreender sem o conceito de números.




    Sendo assim, faremos uma viagem aos conjuntos numéricos. Os conjuntos numéricos são a base do mundo matemático, pois descrevem o elemento fundamental “número” e como os diferentes números se relacionam entre si.




    2.1 Números naturais




    Os números naturais, comumente chamados de números de contagem, possuem representação simbólica variada desde os tempos pré-históricos. Eles são utilizados para representar contagens como mês, dia do mês, etc.




    A figura 7 apresenta três cestos. Cada um contém um certo número de maçãs, logo, podemos contar a quantidade de cestos e a quantidade de maçãs em cada cesto.




    

	Figura 7 – Possibilidade de utilizar os números naturais para contar


      [image: ]

    




    A notação para o conjunto dos números naturais concretizou-se com os algarismos arábicos padrão (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, …). Durante o último milênio ou mais, seu uso clássico referiu-se a esses números como sendo os números “naturais”.




    O número zero, por sua vez, alcançou aceitação como um número muito mais recentemente, por volta de 300 a.C. Sua notação comum como 0 ocorreu bem após o uso inicial de {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, …}. A nomenclatura zero veio posteriormente, quando os babilônicos o levaram até a Índia. Antes disso, ele assumiu várias outras nomenclaturas, como sunya, cifer e zefir. Portanto, pode ser considerado um pouco menos natural do que os outros.




    No entanto, com o passar dos anos a maioria dos matemáticos contemporâneos inseriram o número 0 ao conjunto de números de contagem {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, …}, completando-o e fazendo com que ele se tornasse o conhecido conjunto dos números naturais, denotado pela letra N.




    Lima et al. (2004) definem o conjunto dos números naturais como o conjunto formado pelos números {0, 1, 2, 3, 4, 5, …}. Nesse conjunto são definidas duas operações fundamentais, a adição e a multiplicação, isso significa que a adição e a multiplicação de dois números naturais têm como resultado um número natural.




    Algumas propriedades dos números naturais são amplamente estudadas, como o princípio da divisibilidade e a distribuição dos números primos. Elas são estudadas na teoria dos números e na criptografia. Problemas relativos à contagem e à ordenação, como particionamento e enumerações, são estudados em combinatória.




    2.2 Números inteiros




    Depois de estudar os números naturais, faremos agora uma viagem aos séculos XIV a XVI. Nesse período, o mundo experimentou uma enorme expansão comercial e para que fosse possível representar as transações comerciais utilizando o dinheiro e estabelecendo a ideia de lucro e prejuízo, começaram a empregar um sistema numérico com o uso do símbolo (+) para balança favorável (lucro) e com a balança comercial desfavorável (prejuízo) representada pelo símbolo da diferença (−).
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