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Capítulo 1



Conjuntos numéricos



1.1. Números naturales y números enteros


Se tienen 12 monedas iguales en apariencia, pero una de ellas pesa distinto que el resto. Con todo, no se sabe si pesa más o menos, solo que pesa diferente. El objetivo es descubrirla. Para ello, se cuenta con una balanza de dos platillos. En realidad, es una balanza muy sencilla que solo detecta si lo que se pone en uno de los platillos pesa más, igual o menos que lo depositado en el otro. Nada más. Para descubrir la moneda distinta se pueden efectuar solo tres pesadas, ¿cómo encontrar la moneda del peso diferente?


Problema presentado en el libro “Matemática, ... ¿Estás ahí?” de Adrián Paenza [3]



1.1.1. Números naturales


Dentro del desarrollo de nuestras actividades diarias, en algunas ocasiones es necesario conocer la cantidad de objetos de un conjunto. Por ejemplo, ¿cuántas canciones puedo almacenar en mi reproductor de música? ¿cuántos amigos están conectados? ¿cuántas horas faltan para salir del trabajo? ¿cuántos días hacen falta para mi cumpleaños? ¿cuántos estudiantes conozco en la clase de matemáticas?


Ejercicio 1. Cite un ejemplo de una situación cotidiana, donde sea necesario contar.


Para dar respuesta a cada uno de los interrogantes anteriores, empleamos números como 2, 5, 7, 11, etc. que pertenecen al conjunto de los números naturales (N).
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Ejercicio 2. ¿Qué representan los puntos suspensivos en la línea anterior?


Parte 1: Trabajando con los números naturales


Antes de iniciar “las cuentas”, es indispensable detenerse en el concepto: termino de una expresión algebraica, en particular, de una expresion aritmetica. La idea en este punto es, identificar cuales son los terminos en una expresión.
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En el conjunto de los números naturales están definidas las operaciones: adición y multiplicación, y sobre éstas, algunas propiedades. Antes de presentarlas formalmente, se hará una primera aproximación a ellas.


Ejercicio 3. En cada una de las siguientes expresiones algebraicas, indique cuántos términos hay y señálelos (no efectúe operaciones):
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Ejercicio 4- Retome el ejercicio anterior y ahora sí, efectúe las operaciones indicadas (no emplee calculadora).


Aunque los números naturales permiten responder a situaciones de conteo, otros escenarios exigen representaciones distintas, específicamente, aquellas en donde se requiere un punto de referencia (el número cero) y otros números “contrarios” a los naturales. Esto exige disponer de un nuevo conjunto: el de los números enteros.



1.1.2. Números enteros


Parte 2: Un nuevo conjunto


Lea detenidamente las siguientes frases:




	

La temperatura en un refrigerador es de tres grados bajo cero.




	

La empresa XYZ presenta este mes en su balance, perdidas por $20.000.000.




	

Súcrates naciú en el año 470 a.C.




	

El señor Alberto adquiriú una deuda de $5.000.000.







Al tratar de representar mediante nuúmeros naturales las afirmaciones anteriores, aparecen algunas limitaciones de este conjunto que se resolverán haciendo una “extensiún” al sistema de los naturales.


Sobre la siguiente recta numúerica se representan los nuúmeros naturales y el cero:
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Ahora, para cada número natural n se construye un punto localizado a la izquierda del origen y que esté a la misma distancia de 0 que n. A este punto se denota como — n y se hará referencia a él como el opuesto de n.


Por ejemplo, sea n = 3, entonces el opuesto de 3, el cual denotamos por —3, está representado por el punto localizado tres unidades a la izquierda de 0.
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Aunque la noción de opuesto se construye para números naturales, esta definición se puede emplear de un modo más general y así cuestionarse por la ubicación del opuesto, por ejemplo, de —7. De acuerdo con lo expuesto, el número localizado a la derecha de cero que esté a la misma distancia de 0 que —7 es el número 7, es decir, el opuesto de —7 es 7.


Ejercicio 5. Indique y localice el opuesto de —3 y 5.


Parte 3: Propiedades de la operaciones


El conjunto de números conformado por los números naturales, sus opuestos y el cero es denominado el conjunto de los números enteros y se describe como Z = {..., —3, —2, —1, 0, 1, 2, 3,. ..}
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Como en el caso de los números naturales, en el conjunto de los números enteros están definidas las operaciones de adición y multiplicación; algunas de sus propiedades se presentan a continuación.


Sean a, b y c números enteros:
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* En la literatura, se representa la multiplicación entre los números a y b por la expresión a • b, ab, (a)(b) o a(b).
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Ejercicio 6. Identifique los términos de cada expresión algebraica y posteriormente emplee las propiedades mencionadas para simplificar (a, b y c representan números enteros).
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Ejercicio 7. Determine si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa. Justifique su respuesta con un ejemplo, si la afirmación es falsa; en caso contrario, construya un argumento válido.


i) Todo número entero es un número natural.


ii)  a — b = b — a para todos los números enteros a y b.


Parte 3: Una aplicación


Ejercicio 8. Encuentre la solución a los siguientes problemas. Escriba su procedimiento.


i)  Manuel ha invertido $127.000 en la bolsa, la primera semana ganó $12.000, la segunda semana perdió $115.000, la tercera semana ganó $17.000 y la cuarta semana perdió $ 70.000. ¿Cuál es la utilidad{1} de Manuel en esta inversión?


ii) Dos trenes Ay B parten de una misma estación en direcciones opuestas. Luego de tres horas, el tren A está ubicado a 300 kilómetros de la estación y el tren B está ubicado a 557 kilómetros de la estación. ¿En cuántos kilómetros supera el tren B al tren A, durante las tres primeras horas después de que ha partido de la estación? ¿cuál es la distancia entre los trenes al cabo de las tres primeras horas?


iii) Determine cuatro números enteros consecutivos cuya suma sea —2.



1.1.3 Ejercicios


i) Sobre la siguiente recta, localice el opuesto de —7, 11 y —8:
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ii)  Cite un ejemplo de las siguientes propiedades de las operaciones en el conjunto de los números enteros:


a)  Para todo número entero a el valor de a • a es igual al valor de (—a)(—a).


b)  Para todo par de números enteros a y b existe un número entero c, tal que a + c = b.


iii) Identifique los términos de cada expresión
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iv) Simplifique las expresiones del ejercicio anterior.


v) Resuelva los siguientes problemas:


a) Exprese —5 como la suma de tres enteros, ninguno de ellos puede ser cero.


b) ¿Cuál es el signo del producto de 50 números enteros, si la mitad de ellos son negativos?


c) Camilo decide invertir 100 dólares en la bolsa durante un día. Si el movimiento de su cuenta fue el siguiente:
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¿Cuál es el saldo al final del día?


d) ¿Cuál es el número entero, menor que —15, mayor a —23 y múltiplo de 7 y 3?



1.2 Números racionales


Hasta ahora se han estudiado los números naturales y los números enteros. En esta sección se presenta un conjunto de números que permite responder interrogantes como: se dispone de $2.000.000 para repartir entre tres personas, ¿cuál es la cantidad que le corresponde a cada persona, si asumimos que cada uno recibe lo mismo que los demás? De manera similar, si un terreno de siete hectáreas se desea dividir en tres partes iguales para cultivar tres productos diferentes, ¿cuál es el área de cada división?


Parte 1: Una nueva construcción


Observe la siguiente figura:
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Si se divide este segmento en tres partes iguales, se obtiene:
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Al definir como uno la medida del segmento de la figura 1.2, una pregunta sería: ¿como definir la medida de los segmentos presentes en la figura 1.3? Es claro que la medida de estos no puede corresponder a ningún número entero porque _______________________________.Por lo tanto, debe recurrir a un conjunto de números que permita representar situaciones como ésta.


Para responder al interrogante anterior, se denotará por 1/3  (se lee “un tercio”) la medida de cada uno de los segmentos presentes en la figura 1.3. Así, la situación estaría representada por:


[image: img18.png]


La unidad de medida no necesariamente corresponde a un segmento de recta. Por ejemplo, al considerar como unidad la figura siguiente:
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Una forma de representar  2/5 es dividirla en cinco partes iguales y sombrear dos de ellas:
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Ejercicio 1. Represente numéricamente las regiones sombreadas y no sombreadas, con respecto a cada figura.
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No sólo en el estudio de figuras aparecen estos números, también en situaciones como:




	

 De cada 22 estudiantes de Ingeniería, tres hacen doble titulacion.




	

 Las tres quintas partes de un enjambre de abejas se posa sobre una flor de Kadamba.




	

 De cada 135 libros en una biblioteca, cuatro son de matemáticas.







Ejercicio 2. Represente con un numero racional cada una de las situaciones anteriores.


Parte 2: Operaciones


Así como en el conjunto de los números enteros, en los números racionales tambien se definen operaciones basicas: suma, multiplicacion y division; estas se revisan a continuacion.


Suma y resta: 


i) Si los fraccionarios son homogéneos, es decir, tienen igual denominador, el resultado de la suma corresponde al fraccionario cuyo numerador es la suma de los numeradores y el denominador, al denominador comun.
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