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  Introdução
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  As vacas estão de volta.




  Se você chegou agora, ou não tem prestado atenção, Aventuras matemáticas é a terceira coletânea de minha coluna “Mathematical Recreations”, da Scientific American e sua edição francesa, Pour La Science. Tipicamente, a edição francesa contém material especial próprio, e, durante algum tempo, escrevi seis colunas por ano para a edição americana e outras seis para a francesa. E há duas coletâneas anteriores publicadas por outros editores.




  Ah, sim, as vacas.




  Quando estávamos organizando a primeira coletânea da Oxford University Press, Mania de matemática,a os editores decidiram tornar o livro ainda mais acessível, colocando cartuns em todos os capítulos, além da capa, é claro. Num golpe de gênio, tiveram a ideia de convidar Spike Gerrell. Um dos capítulos era sobre a “contagem das cabeças de gado do Sol”, um enigma diabolicamente complicado cuja resposta tinha 206.545 dígitos e foi descoberta pela primeira vez em 1880. Temos razões para acreditar que Arquimedes não pretendia que ele fosse tão diabólico… mas quando se trata de Arquimedes, nunca se sabe.




  Seja como for, Spike agarrou-se à deixa do tema bovino porque desenha vacas particularmente graciosas. Na capa da edição americana, uma vaca saltava sobre a Lua, e três tinham os olhos vendados — bem, na verdade estavam de capuz. Olhando para a lombada, vemos uma vaca nos fitando pelo canto do livro.




  Mania de matemática – 2 foi um território livre de vacas, embora Spike tenha introduzido alguns cavalos de xadrez, um gato enredado — num fio de telefone, sem nenhuma relação com Schrödinger ou qualquer coisa quântica — e um coelho perplexo. A oportunidade de compensar as vacas por essa injustiça apresentou-se quando decidimos organizar outra coletânea, e um dos tópicos possíveis era “vacas no labirinto” — e aqui as temos de volta, neste Aventuras matemáticas.




  Pois bem, talvez você pense que matemática é um assunto muito sério, e um rebanho de vacas desembestadas num labirinto, observadas por uma gangue de engenheiros que estão ou construindo o labirinto ou pondo-o abaixo, não possui a devida dignidade. Mas, como eu já disse muitas vezes, “sério” não precisa ser igual a “solene”. A matemática é de fato um assunto sério: nossa civilização não poderia funcionar sem ela — um aspecto do assunto que, sem dúvida, é novidade para muitos, mas que pode ser facilmente provado para qualquer pessoa interessada. Por isso, a matemática é tão séria que precisamos relaxar um pouco e parar de nos preocupar tanto com pontos decimais, frações e paralelogramos (ainda estudam isso hoje em dia?), senão acabamos por ocultar o grande segredo que torna essa matéria muito mais palatável: a saber, que ela é divertida.




  Até os problemas sérios são divertidos, de uma maneira séria. Dificilmente alguma coisa pode superar a maravilhosa sensação que temos quando a lampadazinha em nossa cabeça se acende e compreendemos, de repente, o que faz um problema matemático pulsar. A pesquisa matemática — uma grande parte de meu trabalho quando não estou escrevendo livros — consiste, durante 99% do tempo, em bater a cabeça contra uma parede de tijolos metafórica e, durante 1% dele, em perceber de súbito que tudo é absolutamente óbvio, e estávamos sendo de uma burrice extraordinária. A pequena lâmpada emite um clarão, e nos livramos da sensação de tolice, já que 99,99% da raça humana não compreenderia o problema, muito menos a solução, e a matemática sempre parece fácil depois que a compreendemos.




  Uma das razões por que me tornei matemático foi a coluna mensal sobre matemática da Scientific American — na época intitulada “Mathematical Games”, e escrita pelo inimitável Martin Gardner. Embora Gardner não fosse matemático, seria muito limitador qualificá-lo como jornalista. Ele era um escritor, cujos interesses incluíam enigmas, mágica (do tipo de palco), filosofia e a denúncia das idiotices da pseudociência. Sua coluna “Mathematical Games” funcionava precisamente porque ele não era matemático, mas tinha um instinto fantástico para o interessante, o curioso e o significativo. É impossível seguir o seu exemplo, e nunca tentei. Mas foi Gardner que me mostrou que a matemática é muito mais ampla e rica do que qualquer coisa com que tive contato durante a escola.




  Não estou me queixando da matemática ensinada na escola. Tive uma série de professores excelentes, um dos quais — chamado Gordon Radford — dedicava a maior parte de seu tempo livre a ensinar a mim e a alguns amigos a mesma lição que eu estava recebendo de Gardner: a matemática envolve muito mais coisas do que os livros didáticos nos levam a supor. A escola deu-me a técnica, mas Gardner me deu a paixão. Kathleen Ollerenshaw, uma das melhores professoras de matemática da Grã-Bretanha, narra em sua autobiografia, To Talk of Many Things, um incidente ocorrido quando estava na escola e deixou escapar sua esperança de descobrir algo de novo na matemática. Uma de suas colegas expressou uma opinião contrária: por que se dar a esse trabalho se já temos matemática de sobra? Tomo o partido da sra. Kathleen. De fato, um dos capítulos mostra que sua ambição se realizou, muito embora sua carreira tenha enveredado pela educação e o governo local. Ela tinha 82 anos na época, e isso foi em 1999.




  Aventuras matemáticas pode ser lido em qualquer ordem: todos os capítulos são independentes, e você pode pular qualquer coisa que o aborreça. (Aqui está mais um formidável segredo matemático, que tive a sorte de aprender ainda jovem: não se prenda a detalhes difíceis, siga em frente de qualquer maneira. Muitas vezes a luz aparece depois, e, se não aparecer, você pode sempre voltar atrás e tentar de novo.) A exceção é uma série de três capítulos sobre a matemática da viagem no tempo (originalmente ela ocupava duas colunas, mas como era gigantesca, eu a dividi).




  Os tópicos são diversos — não é um livro didático, é uma celebração da alegria da investigação e da descoberta matemática. Alguns capítulos têm formato de “histórias”, outros são pura descrição. Tive de parar de apresentar a coluna no formato de história quando meu espaço na revista americana foi reduzido de três páginas para duas. Os franceses continuaram a satisfazer meu gosto pela narrativa, intercalando com os meses em que não havia a coluna americana, até que os americanos me deixaram escrever uma coluna todo mês. E, apesar das vacas, o leitor perspicaz encontrará uma grande diversidade de matemática genuína espalhada por estas páginas: teoria dos números, geometria, topologia, probabilidades, análise combinatória… e várias áreas de matemática aplicada, incluindo mecânica dos fluidos, física matemática e locomoção animal.




  As colunas beneficiaram-se de uma animada correspondência com os leitores, e, no fim, eles estavam fornecendo cerca da metade das ideias para os temas. Iniciamos uma seção de “Feedback”, e incluí sugestões de leitores na maioria dos capítulos. Tentei preservar o sabor dos originais, ao mesmo tempo em que os atualizava e removia quaisquer erros ou ambiguidades de que tivesse conhecimento. Introduzi também uma nova característica para refletir a crescente influência da internet: referências a websites interessantes.




  Agradeço a minha editora, Latha Menon, e a todos os outros na Oxford University Press que se deixaram persuadir e aprovaram minhas novas travessuras com as vacas de Spike; a Spike por uma capa coberta de vacas; a Philippe Boulanger, que começou tudo isso, deixando-me escolher entre as capas de Pour La Science; e à Scientific American, por me ajudar a realizar um sonho de criança.




  IAN STEWART
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  As manhas e artimanhas dos dados




  Dados… Parecem algo tão simples, meros cubos com números. Os antigos os usavam para jogar e para adivinhar a vontade dos deuses. A matemática dos dados é mais recente, parte de uma compreensão mais ampla de que o acaso tem seus próprios padrões. Se você souber procurá-los.




  Os dados são um dos mais antigos instrumentos de jogo. O historiador romano Heródoto afirma que eles foram introduzidos pelos lídios no tempo do rei Átis, mas Sófocles discordou, e atribuiu sua invenção a um grego chamado Palamedes, segundo ele durante o cerco de Troia. Pode parecer plausível que os dados tenham sido inventados para dar aos entediados sitiadores alguma coisa para fazer enquanto esperavam que os troianos se rendessem, mas o crédito não é deles. Dados foram encontrados em ruínas chinesas de cerca de 600 a.C. Arqueólogos descobriram dados cúbicos, para todos os efeitos idênticos aos de hoje, em túmulos egípcios datados de 2000 a.C. Outros achados remontam a 6000 a.C. Os dados parecem ser uma dessas formas básicas que se originaram de maneira independente em muitas culturas diferentes. O formato cúbico, no entanto, não é único. Dados de muitos formatos e com muitas marcas estranhas foram usados por índios norte-americanos, culturas sul-americanas, como os maias e astecas, polinésios, inuítes e muitas tribos africanas. Eram feitos de materiais que variavam de dente de castor a porcelana. O jogo de RPG Dungeons & Dragons usa dados com formas de sólidos regulares.




  Dados são coisas tão simples, mas suas possibilidades são quase infinitas.




  Para impedir que este capítulo tome conta do livro todo, vou me concentrar exclusivamente em dados comuns, modernos. Eles apresentam, é claro, uma forma cúbica, e em geral têm arestas e cantos arredondados. Sua principal característica é um padrão de pontos em cada face, o número de pontos sendo 1, 2, 3, 4, 5 e 6. Pontos em faces opostas somam 7, portanto as faces se apresentam em três pares: 1 e 6, 2 e 5, e 3 e 4. Sejam quais forem as rotações do cubo, essa propriedade possibilita dois tipos de arranjos (Figura 1), e um é a imagem especular do outro. Hoje em dia praticamente todos os dados de fabricação ocidental são como a Figura 1a, na qual as faces 1, 2, 3 giram em torno de seu vértice comum na direção anti-horária. Fui informado de que, no Japão, dados com essa lateralidade são usados em todos os jogos, exceto Mah-Jong, em que se usam os dados com a imagem especular da Figura 1b. Os dados orientais têm um ponto muito maior para o número 1, e alguns pontos podem ser vermelhos em vez de pretos, dependendo da cultura.
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  Figura 1. As duas maneiras diferentes de numerar dados.




  Em geral, os dados são jogados em pares, e um fato fundamental aqui é a probabilidade de se obter determinado total. Para calcular essas probabilidades — pressupondo-se que os dados não sejam viciados, o que significa que cada face tem uma probabilidade de 1/6 de aparecer no topo —, descobrimos quantas maneiras diferentes existem para se alcançar um determinado total. Depois, dividimos isso por 36, o número total de pares, levando em conta qual dado é qual. É mais fácil fazer isso imaginando que um dado é vermelho e o outro, azul. Sendo assim, um total de 12, digamos, só pode ocorrer de uma maneira: dado vermelho = 6, dado azul = 6. A probabilidade de um total de 12 é, portanto, 1/36. Um total de 11, por outro lado, pode ocorrer de duas maneiras: dado vermelho = 6, dado azul = 5, ou dado vermelho = 5, dado azul = 6. Sua probabilidade portanto é 2/36 = 1/18.




  Isto pode parecer óbvio, mas, em geral, os dados são indistinguíveis, e colori-los é um pouco artificial. Um pensador tão ilustre quanto o matemático e filósofo Gottfried Leibniz julgava que as possibilidades de obter 11 e 12 deviam ser iguais. Segundo ele, havia uma única maneira de obter 11: um dado = 6, o outro = 5. No entanto, essa linha de ataque apresenta vários problemas. Talvez o mais importante seja que ela discorda vastamente do experimento, em que se obtém 11 cerca de duas vezes mais que 12. Outro é que ela conduz à improvável conclusão de que a probabilidade de se obter algum total com os dois dados (seja ele qual for) é menor que um. Ou, caso você não goste desta interpretação, ela implica que a probabilidade de obter 12 é maior que 1/36.




  A Figura 2 mostra as probabilidades para todos os totais de 2 a 12. No jogo craps, que data da década de 1890, a intuição dessas probabilidades é decisiva. Nele um jogador, o shooter, aposta uma soma em dinheiro. Então os outros escolhem quanto querem apostar. Se o total apostado pelos outros jogadores for menor que a aposta inicial do shooter, este reduz sua aposta de modo a igualá-la àquele total. Em seguida, o shooter lança os dados. Tirando 7 ou 11 (natural) no primeiro lance, ele vence de imediato; com 2 (snake eyes), 3 ou 12 (craps), ele perde. Se caírem os números 4, 5, 6, 8, 9, 10, torna-se seu “ponto”. Ele continua a lançar, visando obter o ponto de novo antes de tirar 7 (craps out). Se conseguir, ganha todo o dinheiro; se fracassar, perde.
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  Figura 2. As probabilidades de totais para dois dados.




  A partir da Figura 2 e de algumas outras considerações, pode ser calculado que a chance que o shooter tem de vencer é 244/495, cerca de 49,3%. Isto é pouco menos que um para um. Jogadores profissionais podem transformar essa ligeira desvantagem numa vantagem através de dois métodos. Um é aceitar ou rejeitar várias “apostas laterais” com outros jogadores, explorando um conhecimento superior das probabilidades. O outro é trapacear, usando prestidigitação para introduzir dados viciados no jogo.




  Dados podem ser viciados de várias maneiras. Suas faces podem ser sutilmente raspadas de modo que seus cantos não sejam ângulos retos, ou podem ser “chumbados”. Ambas essas técnicas tornam alguns resultados mais prováveis que outros. De maneira mais drástica, o dado comum pode ser substituído por “tops”: dados viciados que se apresentam em diversas variedades. Por exemplo, o dado pode ter apenas três números diferentes, que se repetem nas faces opostas. A Figura 3 mostra um exemplo que tem apenas as faces 1, 3 e 5. Como cada jogador vê no máximo três faces de um dado ao mesmo tempo, e como os tops não têm duas faces adjacentes com o mesmo número de pontos, a um olhar superficial parece não haver nada de errado com eles. No entanto, não é possível assegurar que os arranjos em todos os vértices girem na ordem “correta”. De fato, se a ordem for 135 no sentido anti-horário em torno de um vértice, ela deverá ser 135 no sentido horário em torno de um vértice adjacente, como mostra a Figura 3. Assim, um jogador atento pode detectar o subterfúgio.
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  Figura 3. “Tops” — como trapacear.




  Tops podem ser usados no craps para vários fins. Um par de dados 135, por exemplo, nunca pode produzir 7, logo eles permitem a um jogador nunca incorrer num crap out. Um dado 135 e um dado 246 não podem produzir um total par, não permitindo portanto ao jogador fazer um ponto de 4, 6, 8 ou 10. Tops devem ser usados com muita parcimônia se quiserem passar despercebidos — até o mais ingênuo dos jogadores acabará se perguntando por que saem apenas totais ímpares. Por isso, dados viciados costumam ser rapidamente trocados e destrocados pelos corretos, de modo a alterar as probabilidades apenas um pouco na direção favorecida. Há também “tops de uma só direção”, em que apenas um número aparece duas vezes. Saber reconhecer instantaneamente a disposição dos números num dado é essencial para jogadores profissionais, porque pode ajudá-los a detectar tops.




  Muitos truques de mágica e de salão usam dados. Muitos se baseiam na regra de que faces opostas somam 7. Martin Gardner descreve um deles em seu Mathematical Magic Show. O mágico fica de costas e pede a um membro da plateia para lançar três dados comuns e somar as faces superiores. Em seguida, a vítima é instruída a escolher qualquer dado e somar o número de sua face inferior ao total. Por fim, a vítima lança esse mesmo dado de novo e soma o número superior ao total prévio. Então, o mágico se vira e declara imediatamente qual foi o resultado — embora não tenha a menor ideia de qual foi o dado escolhido.




  Como isso funciona? Suponha que os dados tenham os totais a, b e c e que o dado a seja escolhido. O total inicial é a + b + c. A isso, é acrescentado 7 – a, fazendo b + c + 7. Depois, a é lançado de novo, dando d, e o resultado final é d + b + c + 7. O mágico olha, então, para os três dados, cujo total é d + b + c — de modo que lhe basta somá-los rapidamente e acrescentar 7.




  Henry Ernest Dudeney, o grande enigmista inglês, incluiu um truque diferente em seu livro Amusements in Mathematics. Novamente, o mágico pede que três dados sejam lançados enquanto ele fica de costas. Desta vez, pede-se à vítima que dobre o valor do primeiro dado e acrescente 5; depois, que multiplique o resultado por 5 e some o valor do segundo dado; depois, que multiplique o resultado por 10 e acrescente o valor do terceiro dado. Ao ser informado do resultado, o mágico diz imediatamente quais eram os números dos três dados. O resultado, é claro, é 10 (5(2a +5) + b) + c, ou 100a + 10b + c + 250. Portanto, o mágico subtrai 250 do resultado, e os três dígitos da resposta são os números nos dados.




  Jogos com dados não precisam envolver nenhum elemento aleatório. Um desses jogos começa com um jogador escolhendo um número “alvo”, como 40. O outro jogador põe um único dado sobre a mesa, com uma das faces para cima — digamos 3. Esse valor inicia um total acumulado. Agora, o outro jogador pode rolar o dado um quarto de volta — o que, neste caso, resulta em 1, 2, 5 ou 6. O que aparecer no topo, seja o que for, é acrescentado ao total acumulado. Se, por exemplo, o segundo jogador rolar o dado para mostrar 2, o total acumulado se torna 3 + 2 = 5. Os jogadores se revezam para rolar o dado um quarto de volta, em qualquer direção que desejem, e o total contínuo se acumula. O primeiro jogador a alcançar um total acumulado mais alto que o alvo perde.




  Há um método sistemático para analisar esses jogos, explicado em detalhe em meu livro Another Fine Math You’ve Got Me Into. A ideia é dividir as posições do jogo em duas classes, “ganhar” e “perder”, e trabalhar começando do fim, usando os dois princípios seguintes:




  • Se qualquer movimento a partir da posição atual levar a uma posição vencedora (para o outro jogador), a posição atual é perdedora.




  • Se algum movimento a partir da posição atual levar a uma posição perdedora (para o outro jogador), a posição atual é vencedora.




  Por exemplo, se o total contínuo atual for 39 e a face 1 estiver para cima, o próximo jogador não tem escolha senão ultrapassar 40, de modo que essa é uma posição vencedora. Para realmente vencer, você precisa fazer a jogada certa.




  Para fazer esse cálculo, é melhor trabalhar com a diferença entre o total atual e o alvo — isto é, o “alvo efetivo” daquele estágio em diante. No exemplo acima, o alvo efetivo é 40 – 39 = 1, e, seja qual for o movimento que o próximo jogador faça, irá excedê-lo. Por outro lado, se a face 2 estiver para cima quando o alvo efetivo for 1, o próximo jogador pode girar o dado de modo a deixar 1 para cima e vencer.




  A tabela a seguir resume o status de vários estados do jogo, para alvos efetivos entre 0 e 25. Aqui, o estado — a face que está para cima — é mostrado à esquerda das colunas, o total efetivo está no topo da coluna, e cada coluna mostra “P” para uma posição perdedora, ou uma lista de jogadas vencedoras para uma posição vencedora. Observe que os estados 1 e 6 são a mesma coisa, já que levam aos mesmos quatro lances possíveis: 2, 3, 4 e 5. O mesmo pode ser dito dos estados 2/5 e 3/4. Por isso, a tabela tem apenas três linhas.
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  Apresentei as tabelas para enfatizar a característica principal: as colunas 17-25 são iguais às colunas 8-16. Uma vez que esse padrão se estabelece, ele deverá se repetir indefinidamente, de modo que as colunas 26-34, 35-43, 44-52 e assim por diante, também são iguais às colunas 8-16. Isso ocorre porque qualquer jogada reduz o alvo efetivo por no máximo 6, de modo que as entradas numa dada coluna dependem apenas daquelas nas seis colunas à sua esquerda. Assim, tão logo um bloco de seis colunas consecutivas (ou mais) repita as entradas vistas num bloco anterior, o padrão deverá se repetir indefinidamente.




  Essas repetições devem ser esperadas em todos os jogos desse tipo, porque há apenas um número finitamente possível de colunas. Mas foi sorte nossa o bloco que se repete ocorrer tão cedo, e ser tão curto. Isso leva a uma regra completa, mas nada intuitiva, para uma estratégia vencedora. Do alvo escolhido, subtraia 9 repetidamente, até entrar pela primeira vez na faixa 0-16. Depois, examine a coluna resultante para ver se a posição é vencedora ou perdedora — se for vencedora, faça uma das jogadas vencedoras sugeridas.




  Por exemplo, suponha que o alvo seja 1.000. Subtraindo 9 repetidamente, chegamos a 19, que ainda é maior que 16, e, por fim, a 10, onde paramos. A coluna 10 nos diz que podemos sempre fazer uma jogada vencedora. Se o estado for 1/6, colocamos a face 5 para cima; se o estado for 2/5, colocamos 1; e se o estado for 3/4, colocamos 1 ou 5. Continue repetindo este procedimento, e, por fim, você vencerá.




  Se você tiver azar e a posição inicial for perdedora, resta-lhe esperar que seu adversário não conheça a estratégia. Faça qualquer jogada que quiser, espere que ele faça a dele e repita o cálculo. Logo você deve chegar a uma posição vencedora, a menos que haja um milagre em curso, depois disso você controla o jogo por completo. Com um esforço moderadamente heroico, é possível decorar a tabela toda. Ou você pode simplificá-la, lembrando apenas uma jogada vencedora para cada estado, em vez da lista inteira. Na verdade, se você fizer isso de maneira inteligente, poderá ignorar todas as colunas depois da 11a, reduzindo a quantidade a ser memorizada a algo bastante razoável.




  Outros problemas com dados envolvem dados modificados com numerações não padronizadas. Por exemplo, você consegue pensar numa maneira de rotular dois dados usando apenas os números 0, 1, 2, 3, 4, 5 ou 6, para obter um par de dados com o qual todos os totais de 1 a 12 sejam igualmente prováveis? (Veja a resposta no fim deste capítulo.) Entre os fenômenos com dados, talvez o que pareça mais improvável seja o dos “dados não transitivos”. Faça três dados, A, B e C, numerados assim:




  A:  3  3  4  4  8  8




  B:  1  1  5  5  9  9




  C: 2  2  6  6  7  7




  Então, a longo prazo, B vence A. De fato, o dado B fornece um total mais alto que A, com uma probabilidade de 5/9. De maneira semelhante, C vence B com probabilidade de 5/9. Portanto, obviamente C vence A, certo? Não, A vence C com probabilidade de 5/9. A próxima tabela justifica estas afirmações: ela apresenta o vencedor para cada combinação de dados. Por exemplo, se B está disputando com C, veja o segundo quadro. Suponha que B tira 5 e C tira 6. Logo C tem o lance mais alto, desse modo C vence. Portanto a coluna 5, fileira 6 desse quadro dá C.
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  No primeiro quadro, há 5 B e 4 A, portanto B vence A com probabilidade de 5/9, como afirmamos. No segundo quadro, há 5 C e 4 B, portanto C vence B com probabilidade de 5/9. No terceiro quadro, há 5 A e 4 C, portanto A vence C com probabilidade de 5/9.




  Você pode fazer uma fortuna com um conjunto de dados assim! Deixe seu adversário escolher um; depois você escolhe qualquer dos outros dois que o vença (a longo prazo, com probabilidade maior do que 50%). Repita. Você vencerá em 55,55% das jogadas. No entanto, seu adversário pode escolher livremente o “melhor” dado!




  Um alerta, porém: não deposite muita confiança na teoria das probabilidades sem tornar as regras do jogo muito precisas. Em seu maravilhoso livrinho The Broken Dice, Ivar Ekeland conta a história de dois reis nórdicos que decidiram no dado o destino de uma ilha que disputavam. O rei da Suécia lançou dois dados e obteve um duplo 6. Isso, gabou-se ele, era invencível, portanto o melhor que o rei Olaf da Noruega tinha a fazer era se dar por vencido. Olaf murmurou qualquer coisa, dando a entender que também poderia obter um duplo 6, e lançou os dados. Um deu 6; o outro se partiu em dois pedaços, um mostrando 1 e o outro, 6. Total: 13! Isto serve para mostrar que o que lhe parece possível depende do modo como você encara o problema.




  Se a história for verdadeira, o rei Olaf tinha uma sorte extraordinária. Alguns céticos acham que ele armou todo o esquema.
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    FEEDBACK




    Muitos leitores escreveram apresentando suas próprias variações para o conjunto de três dados “não transitivos” da coluna de novembro de 1997. Meus dados tinham as seguintes faces (cada uma ocorrendo duas vezes): A: (3, 4, 8); B: (1, 5, 9); C: (2, 6, 7). Então, B vence A com probabilidade de 5/9, C vence B com probabilidade de 5/9 e A vence C com probabilidade de 5/9. George Trepal, de Gehring, na Flórida, mostrou que esse conjunto de números, devidamente arranjado, forma as colunas de um quadrado mágico — uma disposição de números cujas fileiras, colunas e diagonais têm soma igual. O quadrado mágico em questão é
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    Além disso, há uma curiosa “dualidade”: se as fileiras desse quadrado forem usadas como as faces de um dado, digamos A: (8, 1, 6); B: (3, 5, 7); C: (4, 9, 2) — novamente cada face ocorrendo duas vezes se você quiser dados de seis lados em vez dos heterodoxos dados de três lados —, o conjunto resultante é mais uma vez não transitivo, e A vence B com probabilidade de 5/9, B vence C com probabilidade de 5/9 e C vence A com probabilidade de 5/9.




    Com o quadrado mágico
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    os resultados são curiosamente diferentes. Para as fileiras, A vence B com probabilidade de 6/9, B vence C com probabilidade de 6/9 e C vence A com probabilidade de 5/9. Para as colunas, B vence A com probabilidade de 5/9, C vence B com probabilidade de 5/9 e A vence C com probabilidade de 5/9.




    O melhor conjunto de Trepal — usando os menores números — segue o padrão 6/9, 6/9, 5/9 e é A: (1, 4, 4); B: (3, 3, 3); C: (2, 2, 5). Zalman Usiskin, da Universidade de Chicago, levantou e respondeu uma pergunta natural. É possível tornar a vantagem maior que 5/9? Mais precisamente, tendo-se três dados não transitivos de seis lados e chumbados, qual é a maior probabilidade possível p para a qual todos os três pares fornecem uma vitória com probabilidade de pelo menos p? Por “chumbado”, quero dizer que as faces não precisam aparecer com igual probabilidade. A resposta é uma nova ocorrência de um número famoso, o número áureo
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    Suponha que:




    A obtém 4 com probabilidade de ф – 1 e 1 com probabilidade de 2 – ф;




    B sempre obtém 3;




    C obtém 2 com probabilidade de ф – 1 e 5 com probabilidade de 2 – ф.




    Assim A vence B, B vence C e C vence A, tudo com probabilidade de ф –1, que é cerca de 0,618. Isto é significativamente maior que 5/0,9 = 0,555 e é a maior vantagem possível.




    Dados chumbados podem ser simulados, com bastante precisão, por dados não chumbados com muitas faces, repetindo cada número pela quantidade adequada de vezes. Usando um icosaedro, com 20 faces, podemos obter um número de 16/25 = 0,64, da seguinte maneira:




    A tem 4 em 12 faces e 1 em 8 faces;




    B tem 3 em todas as 20 faces;




    C tem 2 em 12 faces e 5 em 8 faces.




    RESPOSTA




    Para fazer dois dados para os quais os totais de 1 a 12 sejam igualmente prováveis, um deve ter faces 1, 2, 3, 4, 5, 6 e o outro, 0, 0, 0, 6, 6, 6.
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  A busca da privacidade poligonal




  Algumas das questões mais difíceis em matemática são inspiradas pela vida cotidiana. Quem imaginaria que o simples ato de construir cercas pode elucidar problemas que ninguém foi capaz de resolver ainda?




  Uma das áreas mais atraentes da matemática, cheia de problemas simples cujas soluções são desconhecidas até hoje, é a geometria combinatória. Nesses problemas, o objetivo é encontrar arranjos de linhas, curvas ou outras formas geométricas que alcancem certo objetivo da maneira mais eficiente possível. Por exemplo, o problema do Cobertor da Mãe Minhocaa pergunta: qual é o formato da menor área que pode cobrir uma curva com uma unidade de comprimento, independente da disposição da curva? Embora muitos formatos tenham sido apresentados como candidatos, até agora nenhum deles provou ter a área mínima e continua sendo possível que o problema não tenha absolutamente nenhuma solução. Matemáticos recreativos podem se divertir muito com questões desse tipo, porque há amplo campo para experimentação e engenhosidade. Mesmo que não seja possível provar que um formato particular é o melhor possível, podem-se encontrar aperfeiçoamentos em relação aos que eram conhecidos previamente.




  Este capítulo concentra-se num enigma conhecido como o Problema do Quadrado Opaco, juntamente com diversas variações fascinantes. Ele foi trazido à minha atenção por Bernd Kawohl (Colônia), e a discussão baseia-se no artigo que ele me enviou. Suponha que você tem um terreno quadrado, cujos lados, para simplificar, têm uma unidade de comprimento. Por alguma razão pessoal — digamos, privacidade —, você quer construir em sua propriedade uma cerca que impeça que qualquer linha reta de visão a atravesse. Além disso, para poupar dinheiro, você quer que a cerca seja o mais curta possível, capaz de bloquear toda a linha de visão. Que disposição daria a essa cerca?




  A cerca pode ser tão complicada quanto você quiser, com muitos trechos diferentes, unidos a seu bel-prazer. Os trechos podem ser curvos ou retos. Na verdade, ela poderia ter qualquer formato para o qual alguma generalização do conceito “comprimento” faça sentido.




  Talvez a solução mais óbvia seja construir uma cerca em torno de todo o perímetro, o que dá um comprimento total de 4 (Figura 4a). Uma breve reflexão revela um melhoramento: deixe um lado de fora para criar uma forma de U com cantos quadrados (Figura 4b). Agora, o comprimento se reduz para 3. Esta é, de fato, a cerca mais curta se fizermos a suposição adicional de que ela deve ser uma única linha poligonal ou curva. Por quê? Porque toda cerca que torna o quadrado opaco deve passar pelos quatro pontos dos cantos (do contrário há uma “linha de visão” passando através de um canto), e a curva única mais curta que contém todos os quatro cantos é composta pelos três lados do quadrado.
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  Figura 4. Cercas opacas para o quadrado.




  No entanto, existe uma cerca mais complicada, com comprimento 1 + [image: Image] = 2,732, como na Figura 4c. Todos os ângulos entre as linhas têm 120°. Disposições deste tipo, em que a cerca é conectada, são chamadas de árvores de Steiner, e há muito se sabe que ângulos de 120° mantêm o comprimento da cerca o mais curto possível.b Esta é a menor cerca conectada. Mas ainda não terminamos. Se permitirmos que a cerca tenha vários pedaços desconectados, o comprimento total pode ser reduzido a 2,639, como na Figura 4d. Aqui, as três linhas na metade inferior do diagrama novamente se encontram em ângulos de 120°. Em geral, acredita-se que esta tentativa final é a menor cerca opaca possível, mas até hoje ninguém encontrou uma prova.




  Na verdade, ainda não foi provado nem mesmo que exista uma cerca opaca que seria a menor possível. O principal problema para provar sua existência é que poderia ser possível (talvez!) continuar encurtando a cerca, tornando-a cada vez mais complicada. Vance Faber e Jan Mycielski provaram que, para qualquer número de componentes conectados, existe uma cerca opaca mais curta. O que não se sabe é se o comprimento mínimo continua encolhendo à medida que o número de componentes aumenta sem limite, ou se uma cerca com um número infinito de componentes pode suplantar todas as cercas com um número finito deles. Parece improvável que qualquer dessas coisas possa acontecer, mas até agora nenhuma hipótese foi excluída.




  Kawohl apresentou uma prova encantadora de que a Figura 4d é a menor cerca com exatamente dois componentes. Primeiro, ele mostra que um componente deve conter três cantos do quadrado e o outro deve conter o canto restante. O primeiro componente deve, portanto, ser a árvore de Steiner mais curta que ligue três cantos, e é sabido que esta tem o formato mostrado na parte inferior da figura. O invólucro convexo desse formato — a menor região convexa que o contém — é o triângulo formado cortando-se o quadrado em dois ao longo de uma diagonal. O segundo componente deve ser a menor curva que une o quarto canto a esse triângulo, e esta é claramente a linha diagonal que vai desse canto ao centro do quadrado.




  O que dizer sobre outros formatos além do quadrado? Se o terreno for um triângulo equilátero, a menor cerca opaca é uma árvore de Steiner, formada unindo-se cada canto ao centro ao longo de uma linha reta (Figura 5a). Se o terreno for um pentágono regular, a menor cerca opaca conhecida tem três pedaços, como na Figura 5b. Um pedaço é uma árvore de Steiner que liga três cantos adjacentes do pentágono. A segunda é uma linha reta que une o quarto lado ao invólucro convexo dos primeiros três cantos. A terceira é uma linha reta que une o canto final ao invólucro convexo dos quatro primeiros. Novamente, não há provas de que essa cerca tenha o menor comprimento possível, mas nenhuma cerca opaca mais curta foi descoberta.
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  Figura 5. Cercas opacas para o triângulo equilátero e para o pentágono e hexágono regulares.




  Para o hexágono regular, a melhor cerca conhecida é parecida, mas, como os ângulos nos cantos do hexágono têm 120°, a árvore de Steiner transforma-se numa série de arestas do hexágono. Na verdade, consiste de três arestas consecutivas, ligando quatro cantos adjacentes entre si. Logo, o segundo componente da cerca é a linha mais curta que une o quinto canto ao invólucro convexo dos quatro primeiros. E o terceiro componente é a linha mais curta unindo o sexto canto ao invólucro convexo dos três primeiros.
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  Figura 6. Suposta cerca opaca mais curta para um polígono regular com número par de lados.




  Ainda não foi provado que esta cerca é ótima, mas a construção se estende para dar uma suposta cerca mínima para qualquer polígono regular com um número par de lados (Figura 6). Divida o polígono em dois por um diâmetro que una dois cantos opostos. O primeiro componente da cerca é formado por todas as arestas que se encontram em uma das metades, formando o análogo poligonal de um semicírculo. O segundo componente é a linha mais curta que une o próximo canto ao invólucro convexo do primeiro componente, o terceiro componente é a linha mais curta que liga o próximo canto ao invólucro convexo dos dois primeiros componentes, e assim por diante.




  Um polígono com grande número de lados é muito próximo de um círculo, e podemos perguntar qual é a cerca mais curta que torna um círculo opaco. Por escolha, podemos supor que o círculo tem uma unidade de raio. A cerca mais simples que vem à mente é a circunferência do círculo, de comprimento 2π = 6,283 (Figura 7a). No entanto, se a cerca puder se situar fora do terreno, podemos fazer melhor. Remova metade da circunferência, deixando um semicírculo de comprimento π, e estenda-a adicionando duas linhas de comprimento 1, que sejam tangentes ao círculo, nas extremidades do semicírculo, formando um U (Figura 7b). Esta é uma cerca opaca para o círculo, e seu comprimento é π + 2 = 5,142.
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  Figura 7. Cercas opacas para o círculo. (a) O próprio círculo, comprimento 2π para um círculo de raio 1. (b) Uma cerca mais curta, comprimento π + 2.




  Pode ser provado que a Figura 7b é a menor cerca possível se insistirmos em que a cerca seja uma única curva — sem pontos de ramificação e formando uma linha única. Há outra maneira de expressar sua propriedade de “opacidade”.c Suponha que saibamos que uma linha telefônica ou cano reto passa à distância 1 de certo ponto específico: qual é a trincheira mais curta que podemos cavar com a garantia de encontrá-lo? Sabemos que o cano deve cortar o círculo de raio 1 centrado nesse ponto, e deve, portanto, atingir qualquer cerca opaca para esse círculo. Devemos, por conseguinte, cavar uma trincheira com o formato de uma cerca opaca.




  Considerando a versão trincheira do enigma, é natural permitir que a trincheira saia fora do círculo — mas cercas são normalmente construídas no terreno do dono, não no do vizinho. Kawohl mostra que a menor cerca opaca situada inteiramente dentro do círculo de raio 1 tampouco tem comprimento maior que π + 2. Ele faz isto considerando a suposta cerca para um polígono de lados iguais com grande número de lados, aproximando-se estreitamente do círculo de uma unidade. Um cálculo trigonométrico prova que o comprimento de uma cerca como a mostrada na Figura 6, mas com um polígono com maior número de lados, é então muito próximo de π + 2. Podemos tornar a diferença tão pequena quanto quisermos, tomando um número suficientemente grande de lados.
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