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Prefacio


Acerca del libro


Este libro fue desarrollado a partir de un conjunto de notas de clase sobre la asignatura Procesos estocásticos y Control de Calidad tanto en los programas de Ingeniería como en la Maestría en Estadística de la Universidad del Norte, pero está dirigido a un público amplio.


Enfoque


El enfoque empleado en este texto hace énfasis en la aplicación e interpretación de los conceptos básicos de los procesos estocásticos, sin dejar de lado el rigor matemático en las distintas definiciones y resultados incluidos en él.


Estructura


Este texto está compuesto por cinco capítulos:




	
El capítulo 1 lo iniciamos con algunos conceptos básicos y terminologías de la teoría de probabilidad y se introduce el concepto de proceso estocástico. En el capítulo 2 planteamos los conceptos básicos y características de una cadena de Markov. En el capítulo 3 estudiamos sus estados. En el capítulo 4 exponemos los aspectos conceptuales relacionados con teoría de filas. Y en el capítulo 5, presentamos las aplicaciones.

Cada capítulo, que se subdivide en secciones y subsecciones, incluye una tabla de contenido. Al final de cada sección hemos incluido ejercicios que varían en grado de dificultad, que involucran la aplicación de la teoría desarrollada en dicha sección. Asimismo, al final de cada capítulo proponemos unos talleres (que ayudarán a repasar todos los conceptos estudiados en el capítulo), que sugerimos deben ser desarrollados y entregados al profesor.




	Un apéndice de tablas estadísticas.


	Una bibliografía en la que relacionamos los documentos y libros consultados, citados o no, que utilizamos como fuentes de información para la escritura de este texto.


	Una sección que contiene las respuestas de algunos ejercicios de número impar.


	Un índice de los términos más importantes utilizados en el texto.





Características principales


Este texto presenta características que permiten crear un entorno que facilite el aprendizaje:




	Escritura de índole conversacional.


	Tabla de contenido al comienzo de cada capítulo.


	Cuadros que resaltan la importancia de los conceptos.


	Ejemplos que ilustran los conceptos que se aprendieron.


	Problemas y talleres con diferentes niveles de dificultad.


	Explicaciones e ilustraciones de las tablas estadísticas.





Signos convencionales utilizados en este texto




	
En el texto se citan afirmaciones de la siguiente manera:

▷ Números de dos niveles y encerrados en paréntesis (por ejemplo, 5.11) significan números de las ecuaciones. El primer número corresponde al capítulo donde está la ecuación, y el segundo, al número de la ecuación dentro del capítulo.


▷ Todos los números de dos niveles y sin paréntesis (por ejemplo, 4.3) hacen referencia a secciones, tablas y figuras. El primer número alude al capítulo donde está la sección, tabla o figura, y el segundo, al número de la sección, tabla o figura dentro del capítulo.


▷ Todos los números de tres niveles (por ejemplo, 4.4.5) se refieren a definiciones, axiomas, teoremas y ejemplos del texto (como antes, el primer número corresponde al capítulo, el segundo, a la sección de ese capítulo, y el tercero al número de la definición, axioma, teorema y ejemplo dentro de la sección).


▷ Todos los números de tres niveles y acompañados de una letra (por ejemplo, 4.4.5e) hacen referencia a una parte específica de una definición, axioma, teorema y ejemplo dentro del texto, como por ejemplo, a la parte (e).


▷ Números sin paréntesis aluden a pies de páginas y números de ejercicios.




	El símbolo ◄ indica el final de un ejemplo.





Observación final


Trabajamos con mucha dedicación para que este libro resultara eficaz a nivel pedagógico y no tuviera errores.


Amable lector, si tiene preguntas, comentarios, observaciones o sugerencias que hacer, o según su parecer algún tema requiere aclaración, o detectó errores evidentes, por favor, póngase en contacto con nosotros a través de las siguientes direcciones: hllinas@uninorte.edu.co y rbarbosa@uninorte.edu.co.
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CAPÍTULO 1


Introducción a los procesos estocásticos


Contenido
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1.1.1 σ-álgebras


1.1.2 σ-álgebra generada


1.1.3 σ-álgebra de Borel


1.1.4 Espacios de probabilidad


1.1.5 Probabilidades condicionales


1.1.6 Variables aleatorias


1.1.7 Algunas distribuciones especiales de probabilidad


1.2 Procesos estocásticos


1.3 Algunos tipos de procesos estocásticos


1.3.1 Proceso con incrementos independientes


1.3.2 Proceso con incrementos estacionarios


1.3.3 Procesos estacionarios
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1.1 Preliminares


1.1.1 σ-álgebras


Es importante resaltar que no todo subconjunto de un espacio muestral es un evento. Para que pueda ser catalogado así, dicho evento debe ser un elemento de un conjunto [image: images] que tiene la estructura de σ-álgebra, concepto que se explicará a continuación.


Definición 1.1.1 Un sistema [image: images] de subconjuntos de un conjunto Ω ≠ ∅ se llama σ-ÁLGEBRA (en Ω) si posee las siguientes propiedades:


(a) Ω ∈ [image: images]


(b) Si A ∈ [image: images], entonces A ≔ Ω \ A ∈ [image: images]


(c) Si A1, A2, . . . ∈ [image: images], entonces [image: images]


La dupla (Ω, [image: images]) se llama ESPACIO MEDIBLE y los conjuntos de [image: images] se llaman CONJUNTOS MEDIBLES. Los elementos de [image: images] se llaman EVENTOS. Todo evento con un solo elemento se llama EVENTO ELEMENTAL.


1.1.2 σ-álgebra generada


Ahora, sea I ≠ ∅ cualquier conjunto de índices y [image: images] una σ-álgebra en Ω para cada i ∈ I. De la definición se sigue que el conjunto


[image: images]


también es una σ-álgebra en Ω. Ahora, sea [image: images] cualquier sistema de subconjuntos de Ω y Σ el sistema de todas las σ-álgebras [image: images] en Ω con [image: images] ⊆ [image: images], entonces


[image: images]


es la σ-álgebra más pequeña que contiene a [image: images], es decir, [image: images].


Definición 1.1.2 Sea [image: images] un sistema de subconjuntos de un conjunto Ω ≠ ∅. Entonces la σ-álgebra [image: images], definida en (1.1), se llama la σ-ÁLGEBRA GENERADA por [image: images] (en Ω). El sistema [image: images] se llama GENERADOR de una σ-álgebra [image: images] si se tiene que [image: images] = [image: images].


1.1.3 σ-álgebra de Borel


Definición 1.1.3 La menor σ-álgebra sobre ℝ que contine todos los intervalos de la forma (−∞, a] con a ∈ ℝ se llama σ-ÁLGEBRA DE BOREL y se denota por [image: images]. Los elementos de [image: images] se llaman CONJUNTOS DE BOREL.


Ya que [image: images] es una σ-álgebra, entonces los siguientes conjuntos también pertenecen a [image: images]: (a, ∞), (a, b], (−∞, a), [a, ∞), (a, b), [a, b], {a}, ℕ (conjunto de los números naturales), ℚ (conjunto de los números racionales) y ℚ (conjunto de los números irracionales), donde a, b ∈ ℝ. La verificación de lo anterior se deja como ejercicio.


A continuación se presenta la siguiente definición de σ-álgebra de Borel en ℝn.


Definición 1.1.4 Sean a = (a1, . . . , an) y b = (b1, . . . , bn) elementos de ℝn, con a ≤ b, es decir, ai ≤ bi para todo i = 1, . . . , n. La σ-álgebra [image: images] generada por todos los intervalos de la forma


(a, b] ≔ {x = (xi, . . . , xn) / ai < xi < bi, i = 1, . . . , n}


se llama σ-ÁLGEBRA DE BOREL (EN ℝn). Los elementos de [image: images] se llaman CONJUNTOS DE BOREL (en ℝn).


1.1.4 Espacios de probabilidad


Definición 1.1.5 La tripleta (Ω, [image: images], P ) se llama un ESPACIO DE PROBABILIDAD si Ω ≠ ∅, [image: images] es una σ álgebra en Ω (compárese con la definición 1.1.1) y P es una MEDIDA DE PROBABILIDAD, o simplemente una PROBABILIDAD sobre el espacio medible (Ω, [image: images]), es decir, para la función P : [image: images] → ℝ se cumplen los 3 AXIOMAS DE KOLMOGOROV:


(K1) P (A) ≥ 0 para todo A ∈ [image: images].


(K2) P (Ω) = 1.


(K3) Para cada sucesión de eventos A1, A2, . . . ∈ [image: images], disyuntos dos a dos, se cumple la llamada σ-ADITIVIDAD, es decir, [image: images].


Cualquier evento A con probabilidad 0 se llama EVENTO NULO.


Ejemplo 1.1.6 Sea Ω = {1, 2, 3}, [image: images] = {∅, Ω, {1}, {2, 3}} y A ∈ [image: images]. Demuestre que la siguiente aplicación P definida sobre [image: images] es una medida de probabilidad:


[image: images]


1.1.5 Probabilidades condicionales


Está dada por


[image: images]


o, equivalente a ello, el llamado TEOREMA DE MULTIPLICACIÓN:


[image: images]


1.1.6 Variables aleatorias


Definición 1.1.7 (a) Sea (Ω, [image: images], P ) un espacio de probabilidad y (Ω′, [image: images]′) un espacio medible. Una función X : Ω → Ω′ se llama [image: images]-[image: images]′-VARIABLE ALEATORIA o, simplemente, VARIABLE ALEATORIA1 si


[image: images]


(b) En el caso (Ω′ , [image: images]′ ) = (ℝ, [image: images]) se habla de variables aleatorias REALES.


(c) Para variables aleatorias reales o numéricas X y Y se define


[image: images]


Análogamente, se definen los conjuntos {X ≤ Y}, {X > Y}, {X ≥ Y}, {X = Y} y {X =Y}.


Ejemplo 1.1.8 Sea Ω = {1, 2, 3}, [image: images] = {∅, {1}, {2, 3}, Ω y P una medida de probabilidad arbitraria definida sobre [image: images]. Supóngase que (Ω′, [image: images]′ ) es un espacio medible con Ω′ = {a, b} y [image: images]′ el conjunto potencia de Ω′. Entonces, la aplicación X : Ω → Ω′, definida como sigue, es una [image: images]-[image: images]′-variable aleatoria:


[image: images]


Teorema 1.1.9 Sea (Ω, [image: images]
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