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	Capítulo 1

	Limites: introdução

	


    O cálculo diferencial e integral – ou só cálculo – é a área da matemática que estuda a variação das quantidades contínuas. Motivações clássicas são a determinação de velocidades instantâneas e de áreas delimitadas por formas arbitrárias (STEWART, 2016).


    Após sua disputada criação no século 17, o cálculo vivenciou um período de explosão como uma eficiente caixa de ferramentas para a resolução de problemas da matemática pura e das ciências naturais, como a física e a astronomia. Muitas das soluções envolviam processos limite: por exemplo, quantidades tornando-se “infinitamente pequenas” (BOYER, 2012).


    O uso dessas noções sem a devida fundamentação teórica introduziu paradoxos e inconsistências, que levaram a comunidade matemática a revisitar, no início do século 19, os fundamentos do cálculo. O ponto crucial desse processo foi a introdução do conceito matemático de limite, inicialmente pelo francês Augustin-Louis Cauchy e, em sua forma final, pelo alemão Karl Weierstrass. Com isso, tornou-se possível consolidar a teoria clássica do cálculo, colocando-a em sua forma atual (EVES, 2011).


    Um subproduto dessa história é que, hoje, costuma-se apresentar o cálculo em uma ordem lógica oposta à de seu desenvolvimento histórico. Isso significa que o primeiro passo em sua aprendizagem envolve a compreensão de um conceito abstrato e matematicamente refinado. Faremos isso por etapas, começando pela ideia intuitiva, seguida pela definição precisa e, por fim, chegando ao aspecto mais operacional dos limites.


    Felizmente, é possível avançar bastante no lado operacional enquanto se dá tempo ao lado teórico para assentar-se bem. O importante é não se apressar, ler diferentes fontes e, principalmente, praticar muito.


    1 Limites de funções


    1.1 Noção intuitiva


    Em seu uso coloquial, a palavra “limite” traz consigo o sentido de uma fronteira da qual se pode chegar muito perto sem nunca a ultrapassar. Nosso objetivo é tornar esse conceito preciso no contexto da matemática. Para isso, estudaremos funções de uma variável real a valores reais.


    Uma tal função pode ser pensada como uma regra, que associa a cada número um único valor y = f(x), definido por uma expressão matemática envolvendo a variável x. Nesse caso, precisamos levar em conta seu domínio D, que é o subconjunto dos números reais para cujos elementos a lei de formação de f pode ser calculada. Escrevemos f:D → ℝ para reforçar que tanto o domínio quanto a lei de formação são partes indissociáveis da definição de uma função.


    Por exemplo, f(x) = x2 + 17x é uma função cujo domínio D = ℝ consiste em todo o conjunto dos números reais, pois sua expressão não apresenta nenhuma restrição de cálculo. Já [image: ] é uma função cujo domínio D = {x ∈ ℝ│x ≥ 0} consiste nos chamados números reais não-negativos, já que não podemos calcular a raiz quadrada de um número negativo.


    Isso posto, estudaremos o que acontece com os valores de f(x) conforme a variável x passa pelo processo limite de aproximar-se de um certo número c, sem nunca, porém, alcançá-lo, explicando a nomenclatura. Um ponto chave da teoria é que não exigimos, do número c, que pertença ao domínio, apenas que suas vizinhanças sempre interceptem o conjunto D. Com isso, já podemos analisar o comportamento de f em torno de c, mesmo que não seja possível calcular seu valor no ponto c propriamente dito.


    Um exemplo “clássico” (LARSON, 2016; THOMAS et al., 2012) e bastante prototípico dessa ideia é a função racional f dada como:


    [image: ]


    A expressão de f apenas não faz sentido quando x = 1, pois ao substituirmos x por esse valor, o denominador se anula, introduzindo uma divisão por zero, que não está definida. Assim, o domínio D consiste nos números reais x distintos de 1. Ou seja, D = {x ∈ ℝ│x ≠ 1}. Porém, podemos calcular os valores de f(x) conforme se aproxima cada vez mais do ponto c = 1, tanto pela direita quanto pela esquerda. Os resultados são mostrados na tabela 1.


    
	Tabela 1 – Valores da função f(x) = (x2 – 1)⁄(x – 1) conforme a variável x se aproxima do ponto c = 1
      
        

        

        

        

        

        

        

        
      

      
        
          	
            x
          

          	
            0,9
          

          	
            0,99
          

          	
            0,999
          

          	
            1
          

          	
            1,001
          

          	
            1,01
          

          	
            1,1
          
        


        
          	
            f(x)
          

          	
            1,9
          

          	
            1,99
          

          	
            1,999
          

          	
            Indefinido
          

          	
            2,001
          

          	
            2,01
          

          	
            2,1
          
        

      
    


    Aparentemente, os valores de f(x) aproximam-se cada vez mais do número L = 2. Por exemplo, f(0,999999) = 1,999999. Podemos confirmar essa suposição graficamente: na figura 1, plotamos os pares (x, f(x)) para x começando em 0,9 e terminando em 1,1, a intervalos de 0,01 unidade, exceto, é claro, quando x = 1.


    
	Figura 1 – Amostragem dos valores da função f(x) = (x2 – 1)⁄(x – 1), para x ≠ 1 começando em 0,9 e terminando em 1,1, a intervalos de 0,01 unidade. Observe a janela de visualização utilizada, devido à ampliação necessária para distinguirmos os pontos

      [image: ]
    


    Em resumo, conforme a variável x passa pelo processo limite de se aproximar do ponto c = 1, os valores da função f(x) aproximam-se do valor 2. Representamos esse fato pela expressão


    [image: ]


    que é lida como “o limite de f(x) quando x tende a 1 é 2”. A palavra “tende” recorda-nos de que x aproxima-se de 1 sem nunca o alcançar, enquanto a palavra “limite” sugere que os valores de f(x) tornam-se muito próximos de 2. Para entender o quão próximos, vamos ver agora a definição algébrica de limite.


    1.2 Definição rigorosa


    Dados uma função f:D → ℝ e um ponto de interesse c ∈ ℝ, cujas vizinhanças[1] sempre interceptam o domínio D, a expressão


    [image: ]


    é lida como “o limite de f(x) quando x tende a c vale L” e utilizada para significar o seguinte:


    
      
        
      

      
        
          	
            [image: ] se, e somente se, podemos fazer os valores f(x) arbitrariamente próximos de L, desde que tomemos x suficientemente próximo (mas distinto) de c.
          
        

      
    


    Numericamente, a definição de limite pode ser pensada com um processo aproximativo: [image: ] nos diz que, em torno de c, conseguimos


    
      	prescrever um erro máximo ε que desejamos cometer na aproximação dos valores de f(x) pelo número L; e,


      	a partir desse erro, obter um “raio de tolerância” δ em torno de c, dentro do qual essa aproximação vale. Ou seja, δ é tal que os pontos x do domínio distando menos do que δ de c cumprem a aproximação proposta.

    


    A ordem das sentenças é fundamental: o número ε > 0 é dado primeiro e, a partir dele, dependendo do ponto c e das particularidades da função f, o tamanho δ > 0 é obtido, como resumido na figura 2. Conforme encolhemos o parâmetro ε, tipicamente δ precisa ser ajustado de acordo.


    
	Figura 2 – A ideia por trás da definição de limite: para cada pequeno intervalo de raio ε em torno de L, pode-se obter um intervalo de raio δ em torno de c, cujos pontos (exceto, possivelmente, c) são levados por f no primeiro intervalo dado

      [image: ]
    


    Geometricamente, ao prescrevermos no eixo das ordenadas um pequeno intervalo aberto ]L - ε, L + ε[ em torno de L, conseguimos produzir, no eixo das abscissas, um intervalo aberto ]c - δ, c + δ[ em torno de c tal que, conforme os pontos x ≠ c do domínio “entram” neste intervalo, seus valores correspondentes f(x) “caem” todos dentro do primeiro intervalo dado, como sugerido pelas figuras 2 e 3.


    
	Figura 3 – Implicação geométrica do limite para o gráfico y = f(x). Lembre-se de que um ponto sem preenchimento significa que ele foi omitido

      [image: ]
    


    Para tornar essas ideias precisas, os matemáticos utilizam a seguinte definição rigorosa: dado qualquer número real positivo ε (pensado como um erro muito pequeno), corresponde outro número real positivo δ (pensado como um pequeno raio dependente de c e de ε tal que |f(x) − L| < ε sempre que um ponto x do domínio satisfaz 0 < |x − c| < δ.


    O valor absoluto |x − y| da diferença entre dois números pode ser interpretado como sua distância. Assim, |f(x) − L| < ε significa que f(x) e L distam menos de ε entre si, enquanto |x − c| < δ significa que x e c distam menos do que δ. Além disso, o requerimento 0 < |x − c| serve para garantir que estamos lidando com pontos x diferentes de c. Afinal, a única forma de termos |x − c| = 0 é se x = c.


    [image: Ícone] Importante


    Embora os valores da variável x sejam considerados próximos, mas diferentes, de c, nada impede que os valores f(x) da função incluam o número L. Na dúvida, basta recordar das funções constantes, que assumem sempre o mesmo valor!


      


      

    




    2 Limites pela definição


    Conjecturamos, a partir de experimentos numéricos e gráficos, o seguinte:


    [image: ]


    Na prática, se desejamos aproximar os valores da função f(x) = (x2 − 1)/(x − 1) pelo número L = 2 em uma vizinhança do ponto c = 1 cometendo um erro de, no máximo, ε = 0,0001, quão próximos do ponto c = 1 devemos estar? Ou seja, qual o valor de δ correspondente a ε=0,0001?


    Para “utilizar” a definição de limite, começamos estimando a diferença |f(x) − L|, que, neste caso, lê-se


    [image: ]


    Multiplicando e dividindo o número 2 por x – 1 e desenvolvendo a propriedade distributiva com atenção aos sinais, obtemos:


    [image: ]


    [image: ]


    No numerador, reconhecemos o seguinte produto notável: (x − 1)2 = x2 − 2x + 1. Cancelando o fator comum, segue:


    [image: ]


    Assim, se 0 < |x − 1| < 0,0001, pela igualdade acima temos também |f(x) − 2| < 0,0001. Ou seja, dado ε = 0,0001, corresponde, na definição de limite, δ = 0,0001. Mais geralmente, os cálculos acima mostram que, para qualquer ε, podemos tomar δ = ε, avalizando nossa conjectura desenvolvida na primeira parte do tópico anterior.


    Há outros dois limites relativamente simples que sempre podemos calcular a partir da definição. Quando juntarmos a eles as propriedades operatórias que veremos no próximo tópico, poderemos calcular uma vasta gama de limites mais elaborados.


    O primeiro é o limite das funções constantes: se g(x) = k para todo x, onde k ∈ R é uma constante fixa, então [image: ].


    De fato, dado ε > 0, não importa quão pequeno, podemos escolher qualquer δ > 0 (este é um caso bastante excepcional)! Por exemplo, δ = 1. Isso porque, não importa qual seja x ≠ c, como f(x) = k, sempre temos |f(x) − k| = |k − k| = 0 < ε, de maneira que a definição de limite se verifica com L = k.


    O segundo limite importante é o da função identidade, definida como h(x) = x para todo x. Nesse caso, temos [image: ].


    De fato, dado ε > 0, não importa qual seja o ponto c, escolhemos δ = ε. Então, o seguinte acontece: sempre que 0 < |x − c| < δ = ε, como |h(x) − c| = |x − c|, segue |h(x) − c| < ε, de maneira que a definição de limite se verifica com L = c.


    3 Propriedades dos limites


    A definição rigorosa de limite não é simples de entender: será preciso voltar a ela muitas vezes ainda. Porém, matemáticos, físicos e outros cientistas passaram mais de dois séculos utilizando o lado operacional do cálculo antes de sua completa formalização. Veremos, agora, uma série de propriedades operatórias que, uma vez estabelecidas abstratamente, podem ser utilizadas em casos concretos para analisar funções cada vez mais elaboradas.
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