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 Introducción 
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 Esta primera edición el texto tiene como propósito ser —una herramienta—de enseñanza y de aprendizaje, teniendo en cuenta las posibilidades reales y alcanzables, pertinentes al contexto del primer semestre de los programas de Ingeniería, para así cubrir los vacíos conceptuales y proporcionar a los estudiantes las bases para abordar posteriormente las asignaturas de cálculo. No desconocemos la existencia de numerosos textos de Precálculo en el mercado que abarcan gran variedad de temas interesantes y bien elaborados, pero que finalmente por su densidad en temas, no se alcanzan a abordar en un porcentaje significativo por el tiempo programado en un primer semestre. 


 Los temas abordados en el presente texto de Matemáticas básicas con aplicaciones a la Ingeniería, consideramos que son necesarios y básicos para los cursos del cálculo, ya que se describen temas relevantes y pertinentes que proporcionan las bases para afianzar conceptos y procesos, con los cuales se espera corregir las falencias detectadas en los estudiantes en las asignaturas posteriores al precálculo. De esta forma se pretende garantizar el cubrimiento de vacíos conceptuales de prerrequisitos y correquisitos en los estudiantes para enfrentarse a las asignaturas no solo de matemáticas, sino de aquellas que requieran para su desarrollo el apoyo de estos contenidos. 


 Para lograr lo anterior, en la presente edición se realiza una estructuración de los capítulos teniendo en cuenta una lógica, que consideramos pertinente en el proceso didáctico y pedagógico, para explicitar más el desarrollo de conceptos, ejemplos y ejercicios complementarios. Además se tuvo en cuenta nuestra experiencia en los procesos académicos de articulación de la Media Vocacional con el primer semestre de la Universidad, y las sugerencias constructivas de colegas, que han trabajado la primera edición del presente texto. 


 A continuación se hace una breve descripción de los seis capítulos desarrollados en el texto. 


 CAPÍTULO 1: EXPRESIONES Y ECUACIONES ALGEBRAICAS 
   Se realiza un resumen de los conjuntos numéricos con sus propiedades y operaciones hasta presentar la estructura de cuerpo ordenado en los números reales. Se hace un desarrollo en los exponentes enteros y racionales; se aborda la potenciación, la radicación y la racionalización, y los números complejos. En la parte algebraica se presentan los temas de expresiones algebraicas con sus operaciones, los métodos básicos de factorización y las fracciones algebraicas. También se realiza un énfasis en las ecuaciones de primer grado o una variable y las formas de solución que llevan a ecuaciones de segundo grado. Finalmente se presentan las desigualdades en números reales y desigualdades con valor absoluto y sus propiedades. 
 
  CAPÍTULO 2: EL PLANO CARTESIANO 
   Una vez construido el plano cartesiano se presentan las ecuaciones de dos variables, intersección con los ejes y simetrías; se realiza un desarrollo de la circunferencia y la recta con sus respectivas ecuaciones generales. Los temas anteriores se relacionan con la solución de sistemas de ecuaciones lineales y no lineales. 
 
  CAPÍTULO 3: GEOMETRÍA EUCLIDIANA 
   Se mencionan los términos indefinidos, segmentos de línea, razones y proporciones. Se presentan los tipos de ángulos, el teorema de Thales, de Heron y Pitágoras, y la clasificación de triángulos según sus lados y ángulos. Se presentan las relaciones entre los segmentos y apotemas en polígonos regulares. Para concluir el capítulo, se desarrollan las áreas y volúmenes de prismas, pirámides y cilindros. 
 
  CAPÍTULO 4: GEOMETRÍA ANALÍTICA 
   A partir de la definición de las secciones cónicas se desarrollan la parábola, la elipse y la hipérbola en el origen y trasladadas con sus respectivas ecuaciones generales vistas como relaciones. 
 
  CAPÍTULO 5: FUNCIONES 
   En este capítulo se hace énfasis en el concepto de función, gráfica de funciones y clasificación de funciones; se realiza el álgebra de funciones, se presenta la función inversa y las transformaciones de funciones. También se enfatiza en los modelos funcionales que requieren procesos algebraicos y geométricos. Finalmente, se presentan las funciones exponenciales y logarítmicas, con sus respectivas ecuaciones y aplicaciones. 
 
  CAPÍTULO 6: TRIGONOMETRÍA 
   Se presentan los temas de ángulos, coordenadas rectangulares, relaciones trigonométricas e identidades trigonométricas. Se desarrollan aplicaciones a triángulos rectángulos y oblicuángulos, y prueba de identidades trigonométricas. También se presentan las fórmulas de suma, diferencia, ángulo doble, ángulo medio, producto y suma. Para terminar, se presentan las gráficas de las funciones trigonométricas, funciones trigonométricas inversas y solución de ecuaciones trigonométricas. 
 
 
  
 
  Capítulo 1
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 Expresiones y ecuaciones algebraicas
 
 
 
 1.1. CONJUNTO DE LOS NÚMEROS REALES 


 
 1.2. EXPONENTES ENTEROS Y RACIONALES 


 
 1.3. RADICALES Y EXPONENTES RACIONALES 


 
 1.4. NÚMEROS COMPLEJOS 


 
 1.5. EXPRESIONES ALGEBRAICAS 


 
 1.6. FACTORIZACIÓN 


 
 1.7. FRACCIONES ALGEBRAICAS 


 
 1.8. ECUACIÓN DE PRIMER GRADO O LINEAL 


 
 1.9. ECUACIÓN CUADRÁTICA 


 
 1.10. DESIGUALDADES 




 
 Objetivos 
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 	 Identificar los conjuntos numéricos con sus propiedades para efectuar operaciones básicas. 
 
 	 Utilizar las propiedades y las operaciones en los conjuntos numéricos para la simplificación de expresiones aritméticas. 
 
 	 Identificar factores y productos especiales de expresiones algebraicas. 
 
 	 Identificar y emplear los métodos de factorización en la simplificación de expresiones algebraicas. 
 
 	 Resolver ecuaciones e inecuaciones de primero y segundo grado en una variable. 
 
 	 Resolver desigualdades de valor absoluto con sus respectivas propiedades. 
 
 	 Aplicar las ecuaciones e inecuaciones en la resolución de problemas. 
 
 

  1.1. CONJUNTO DE LOS NÚMEROS REALES 
 
 Los números reales son los números que se pueden escribir como un decimal, incluyendo aquellos que requieren una expansión decimal infinita, estos números reales se representan mediante símbolos como ‒3, 5, ½, [image: images/nec-24-1.jpg] π, 2.002, e. El conjunto de los números reales contiene otros subconjuntos que son: 


 
  1.1.1. Conjunto de números naturales (N) 
 
 Históricamente aparece como el primer conjunto de números utilizado para contar o indicar el tamaño de un conjunto finito: N={1,2,3,. . .}. 


 
 Su representación gráfica sobre la recta real es, 



  [image: images/img-24-1.jpg]

 
 En los números naturales se definen las operaciones de: 



 
  
 	 Adición: Para dos números naturales a y b, la suma a+b es un número natural. 
 
 
 
 Ejemplo 1 3,5∈N⇒3+5=8∈N 



 
  
 	 Multiplicación: Para dos números naturales a y b, el producto a×b es un número natural. 
 
 
 
 Ejemplo 2 5,11∈N⇒5×11=55∈N 


 
  1.1.2. Conjunto de números enteros (Z) 
 
 Históricamente se plantea la aparición de este conjunto de números por la necesidad de hallar una solución de una ecuación como, por ejemplo, 3x + 2 = 0, en la cual aparecen los negativos, también llamados opuestos aditivos, de tal manera que este conjunto presenta la forma Z={. . .‒4, ‒3, ‒2, ‒1, 0, 1, 2, 3, 4, . . .}. La representación en la recta real es: 



  [image: images/img-24-2.jpg]

 
 Recordemos que en los números enteros se efectúan operaciones como suma, resta y multiplicación. Es de anotar que, dados dos números enteros, se obtiene un único entero que es la suma o producto de los dos, es decir, si 



  
 a,b,∈Z, entonces a+b∈Z y ab∈Z 


 
 
 Ejemplo 
Si ‒6,4∈Z entonces i) ‒6+4=‒2∈Z, ii) (‒6)(4)=‒24∈Z 


 
 Otra de las operaciones en este conjunto es la división exacta o divisibilidad, la cual nos lleva a la denominada descomposición en factores primos. 




 
 Algunas propiedades fundamentales de las operaciones definidas en este conjunto son: 




 
 Tabla 1a 
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							Propiedad 
						
							
							Ejemplo 
						
							
							Propiedad 
						
							
							Ejemplo 
						
					

					
					
						
							
							Conmutativa para la suma a+b=b+a 
						
							
							3 + 5 = 5 + 3 =8 
						
							
							Asociativa para el producto a(bc)=(ab)c 
						
							
							2 (5 . 8)=(2 . 5) 8 2. 40=10 . 8 80=80 
						
					

					
					
						
							
							Asociativa en la suma (a+b)+c= a+(b+c) 
						
							
							(2+3)+10 = 2 + (3+10) 5 + 10 = 2 +13 15 = 15 
						
							
							Módulo del producto (1) (a) = (a) (1) 
						
							
							(1)(5)=(5)(1) 5 = 5 
						
					

					
					
						
							
							Módulo de la suma a + 0 = 0 + a 
						
							
							8 + 0 = 0 + 8 8 = 8 
						
							
							Distributiva del producto a (b+c) = ab+ac 
						
							
							2(4+5) = (2)(4)+(2)(5) 2 (9) = 8+10 18=18 
						
					

					
					
						
							
							Conmutativa para el producto ab=ba 
						
							
							(3) (2) = (2) (3) 6 = 6 
						
							
							Multiplicación por cero a·0 = 0·a=0 
						
							
							(8) (0)=(0) (8) 0=0 
						
					

					
					
						
							
							Propiedad de los signos (‒a)(‒b)=ab 
						
							
							(‒7) (‒9) = (7) (9) = 63 
						
							
							
						
							
							
						
					

					
				
				
			




 Estas propiedades son de mucha utilidad tanto en la agrupación como en la simplificación de operaciones de aritmética, álgebra, trigonometría, cálculo, etc. 


 
  1.1.3. Conjunto de números racionales (Q) 
 
 Este conjunto se define de la siguiente forma: 



  [image: images/img-25-1.jpg]

 
 Ejemplo 

[image: images/nec-25-1.jpg] 


 
 
 Observe que el número 45 es un número racional puesto que puede ser escrito en la forma [image: images/nec-25-2.jpg] y de esta manera satisface la condición dada en la definición.


 

 
 
 Observe que la ecuación mencionada anteriormente 3x+2=0 sí tiene solución en este conjunto puesto que si [image: images/nec-26-1.jpg] se obtiene [image: images/nec-26-2.jpg] 


 
 La representación sobre la recta real se hace en forma similar a los enteros, salvo que se debe tener en cuenta que, en el racional [image: images/nec-26-3.jpg] al número b se le llama denominador e indica las partes en que se debe dividir la unidad y al número a se le llama numerador e indica las partes que deben tomarse de esa división. 


 
 Por ejemplo, si se quiere representar o ubicar el número [image: images/nec-26-4.jpg] en la recta de los reales, se debe entonces dividir la primera unidad sobre la recta representada por la longitud de cero a uno en dos partes iguales y el número está sobre la primera parte. 


 
 
 De esta misma manera se ubican números como [image: images/nec-26-6.jpg] insistiendo que por ejemplo para ubicar [image: images/nec-26-5.jpg] se debe dividir tanto la primera como la segunda unidad en dos partes iguales y tomar tres de ellas, por esta razón resulta en la parte media entre 1 y 2. 
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 En los números racionales se definen las siguientes operaciones: 


 
 A. Suma 

  
 Dados dos números racionales [image: images/nec-26-7.jpg]

 


 
 Se define la suma como [image: images/nec-26-8.jpg] 


 
 
 El denominador de la suma se denomina común denominador; sin embargo, puede considerarse como el mínimo común múltiplo entre los denominadores; es decir, el número más pequeño que es divisible por todos los denominadores. 




 
 Ejemplo 1 


 
 [image: images/nec-26-9.jpg] 




 
 En este ejemplo el común denominador se obtiene como producto de los dos denominadores puesto que 35 es el número más pequeño que es divisible por ambos denominadores, es decir es el mínimo común múltiplo entre 5 y 7. 




 
 Ejemplo 2 


 
 [image: images/nec-26-10.jpg] 




 
 En el ejemplo anterior el número más pequeño que es divisible por los denominadores es 6 por tanto este es el común denominador o mínimo común múltiplo para los denominadores 6 y 3. 




 
 Ejemplo 3 


 
 [image: images/nec-27-1.jpg] 


 
 Es decir, al sumar un entero con una fracción se considera que el entero tiene como denominador uno, de esta manera se aplica la definición en forma inmediata. 


 
  B. Resta 
 
 
 La resta en los racionales se realiza análogamente a la de la suma, por tanto, 



  [image: images/img-27-1.jpg]

 
 
 Ejemplo 


 
 [image: images/nec-27-2.jpg] 


 
 Solución 


 
 [image: images/nec-27-3.jpg] 


 
  C. Multiplicación 
 
 
 Al multiplicar dos racionales se obtiene un racional con numerador (el producto de los numeradores de los factores) y como denominador el producto de los denominadores de los factores, es decir, 



  [image: images/img-27-2.jpg]

 
 
 Ejemplo 1 


 
 Multiplicar [image: images/nec-27-4.jpg] 


 
 Solución 


 
 [image: images/nec-27-5.jpg] 


 
 Observe que este último resultado se obtuvo de simplificar por 2, es decir, dividir tanto numerador como denominador entre 2. 


 
 Ejemplo 2 


 
 Efectuar [image: images/nec-27-6.jpg] 


 
 Solución 


 
 [image: images/nec-28-1.jpg] 


 
 Es claro que antes de hacer el producto es conveniente realizar la suma y resta en cada uno de los paréntesis. 


 
  D. División 
 
 
 Dados dos números racionales [image: images/nec-28-2.jpg] se define [image: images/nec-28-3.jpg] 


 
 Esta manera de definir la división es equivalente a multiplicar [image: images/nec-28-4.jpg] 


 
 
 Ejemplo 1 


 
 Efectuar la operación [image: images/nec-28-5.jpg] 


 
 Solución 


 
 [image: images/nec-28-6.jpg] 


 
 Observe que en este caso se simplificó el resultado, es decir, se dividió tanto el numerador como el denominador entre 3. También se tiene el proceso de amplificación que consiste en multiplicar tanto el numerador como el denominador por el mismo número. 


 
 Ejemplo 2 


 
 [image: images/nec-28-7.jpg] 


 
 Solución 


 
 [image: images/nec-28-8.jpg] 


 
 Ejemplo 3 


 
 [image: images/nec-28-9.jpg] 


 
 Solución 


 
 [image: images/nec-28-10.jpg] 



  
 Nota: La división también se puede escribir así: 



  [image: images/img-28-1.jpg]

 
 En esta forma se dice que el resultado de dividir los dos racionales es un racional cuyo numerador es el producto de los extremos a y d, y el denominador es el producto de los medios b y c. Esta operación es de bastante utilidad en los diferentes procesos que involucran racionales. 


 
 
 1.1. Ejercicios
 
 Realizar la operación indicada y simplificar, si es posible. 


 
 
 	
  
 	 [image: images/nec-29-1.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-29-2.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-29-3.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-29-4.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-29-5.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-29-6.jpg] 
 
 
 
 	
  
 	 [image: images/nec-29-7.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-29-8.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-29-9.jpg] 
 
 
 
 	
  
 	 [image: images/nec-29-10.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-29-11.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-29-12.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-29-13.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-29-14.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-29-15.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-29-16.jpg] 
 
 
 
 	 De una parcela de 3 000 fanegadas se vende [image: images/nec-29-17.jpg] y se arrienda [image: images/nec-29-18.jpg] ; de lo que queda, [image: images/nec-29-19.jpg] se cultivan y el área restante se deja para jardín. ¿Cuántas fanegadas quedaron para jardín? 
 
 	 Una persona es propietaria de los [image: images/nec-29-20.jpg] de un terreno y vende [image: images/nec-29-21.jpg] de su parte. ¿Qué parte del terreno ha vendido? 
 
 	 Si una llave vierte [image: images/nec-29-22.jpg] litros de agua por minuto, ¿cuánto tiempo empleará en llenar un depósito de [image: images/nec-29-23.jpg] litros de capacidad? 
 
 	 Si Luis realiza un trabajo en 20 días y Lucio lleva a cabo el mismo trabajo en 25 días, ¿cuántos días gastarán en el mismo trabajo, laborando juntos? 
 
 	 Al gastar [image: images/nec-29-24.jpg] de un capital y después [image: images/nec-29-25.jpg] de lo que queda, se tiene aún US$50.000 dólares. ¿Cuál era el capital inicial? 
 
 
 
 
 E. Representación decimal 

  
 Consideremos nuevamente el racional [image: images/nec-30-1.jpg] . 


 
 Es importante tener en cuenta que esta escritura también representa una división del número a en el número b. 


 
 Así por ejemplo del número [image: images/nec-30-2.jpg] al efectuar la división se obtiene el número 0.4 el cual se denomina número decimal. 


 
 El racional [image: images/nec-30-3.jpg] es equivalente al decimal 0.4. 


 
 De la misma manera, [image: images/nec-30-4.jpg] =0.5, [image: images/nec-30-5.jpg] =0.333. . ., etc. 


 
 En el primer caso se dice que el racional tiene una expresión decimal finita y en el segundo que tiene una expresión decimal periódica, es decir, la cifra o cifras decimales iguales se repiten en forma consecutiva, en tal caso este decimal se denota de la siguiente forma: 



  [image: images/img-30-1.jpg]

 
 Observamos que al conocer el decimal es posible hallar el racional equivalente; por ejemplo, si se quiere hallar el racional equivalente a [image: images/nec-30-6.jpg] se procede así: 



  [image: images/img-30-2.jpg]

 
 De la misma manera cuando se tienen decimales periódicos, se puede proceder como en el siguiente ejemplo. 


 
 
 Ejemplo 


 
 Hallar el racional equivalente al decimal [image: images/nec-30-7.jpg] 


 
 Solución 


 
 
 	 Hacemos n = [image: images/nec-30-8.jpg] (1) 
 
 	 Multiplicamos por mil en ambosmiembros de la igualdad 1000n = [image: images/nec-30-9.jpg] (2) 
 
 	 Restamos de la segunda igualdad la primera (2)-(1), despejamos y simplificamos, es decir: 999n=125⇒n= [image: images/nec-30-10.jpg] 
 
 
  1.1.4. Conjunto de números irracionales (I) 
 
 Definido este conjunto como aquellos números que no son racionales, es decir no se pueden escribir de la forma [image: images/nec-31-1.jpg] con ay b números enteros. 


 
 Son representativos de ellos los números π, e, [image: images/nec-31-2.jpg] ; la representación decimal de estos números no es finita tampoco periódica, es decir; 



  [image: images/img-31-1.jpg]

 
 La representación por ejemplo de [image: images/9AJ_2.jpg] en la recta de los reales se debe hacer con una construcción con regla y compás. 


 
 En este orden de ideas la recta de los reales tiene entonces la forma 



  [image: images/img-31-2.jpg]

 
 Es importante entonces recordar que la recta de los reales contiene todos los números, es decir, cada número tiene un punto sobre la recta y viceversa. 


 
  1.1.5. Axiomas de cuerpo en los números reales (ℜ, +, ×) 
  
 El conjunto de números reales con las operaciones de suma y producto forman un cuerpo, esto quiere decir que cumple con los siguientes axiomas. 


 

 
 [image: images/A2.jpg]

 
 
				
				
					
					
						
							
							Axioma 
						
							
							Nombre ley 
						
							
							Ley 
						
					

					
					
						
							
							1 
						
							
							Clausurativa en la suma 
						
							
							a+b=c para todo a,b, y c en ℜ, la suma de números reales es nuevamente un número
							real. 
						
					

					
					
						
							
							2 
						
							
							Conmutativa de la suma 
						
							
							a+b=b+a para todo a,b, en ℜ, la suma de números reales permite intercambiar los sumandos.
							[image: images/nec-31-3.jpg] 
						
					

					
					
						
							
							3 
						
							
							Asociativa en la suma 
						
							
							(a+b)+c=a+(b+c) para todo a,b, y c en ℜ, la suma en los números reales puede hacerse
							agrupando sumandos. 
						
					

					
					
						
							
							
						
							
							
						
							
							[image: images/nec-31-4.jpg] 
						
					

					
				
				
				
					
					
						
							
							4 
						
							
							Elemento neutro para la suma 
						
							
							Existe 0 en ℜ tal que para todo a en ℜ, a+0=0+a, el número cero es el módulo de la
							suma, es decir todo número real sumado con el cero da como resultado el mismo número.
							[image: images/nec-32-1.jpg] 
						
					

					
					
						
							
							5 
						
							
							Inverso aditivo 
						
							
							Para todo a en ℜ, existe ‒a en ℜ tal que a+(‒a)=(‒a)+a=0. Todo número real tiene
							un opuesto aditivo, es decir, al sumarlos da cero. 17+(‒17)=(‒17)+17=0 
						
					

					
					
						
							
							6 
						
							
							Clausurativa para el producto 
						
							
							Para a,b, y c en ℜ (a)(b)=c, el producto de números reales es un número real. [image: images/nec-32-2.jpg] 
						
					

					
					
						
							
							7 
						
							
							Conmutativa para el producto 
						
							
							Para todo a y b en ℜ (a)(b)=(b)(a), el producto de números reales permite intercambiar
							factores. [image: images/nec-32-3.jpg] 
						
					

					
					
						
							
							8 
						
							
							Asociativa para el producto 
						
							
							Para a, b y c en ℜ (ab)·c=a.(bc), al multiplicar tres o más números se debe proceder
							asociando de a dos. [image: images/nec-32-4.jpg] 
						
					

					
					
						
							
							9 
						
							
							Elemento neutro para el producto 
						
							
							Existe 1 en ℜ tal que para todo a en ℜ. Todo número real multiplicado por el número
							uno tiene como producto el mismo número real. El número uno se denomina módulo del
							producto. 
						
					

					
					
						
							
							10 
						
							
							Inverso multiplicativo 
						
							
							Para todo a en ℜ, a≠0 existe a‒1= [image: images/nec-32-5.jpg] tal que a‒1=1=aa‒1. Todo número real diferente
							de cero tiene un inverso multiplicativo conocido también como el recíproco de dicho
							número. 
Así por ejemplo el opuesto multiplicativo de 8 es 8‒1= [image: images/nec-32-6.jpg] 
						
					

					
					
						
							
							11 
						
							
							Distributiva para el producto 
						
							
							Para todo a,b y c en ℜ a(b+c)=ab+ac. Al multiplicar un real por la suma de números
							reales el resultado será la suma de los productos del número por cada uno de los
							sumandos. [image: images/nec-32-7.jpg] 
						
					

					
				
				
			



 
 
  1.1.6. Demostraciones de las propiedades de las fracciones 
 
 [image: images/nec-32-8.jpg]1: Suma de fracciones homogeneas 



  [image: images/img-32-1.jpg]

 
 Demostración: 



  [image: images/img-33-1.jpg]

 
 [image: images/nec-33-1.jpg]2:: Suma de fracciones heterogeneas 



  [image: images/img-33-2.jpg]

 
 Demostración: 



  [image: images/img-33-3.jpg]

 
 [image: images/nec-33-2.jpg]3: Producto de fracciones 



  [image: images/img-33-4.jpg]

 
 Demostración: 



  [image: images/img-33-5.jpg]

 
 P4: División de fracciones 



  [image: images/img-34-1.jpg]

 
 Demostración: 



  [image: images/img-34-2.jpg]

 
 Definición 
[image: images/nec-34-1.jpg] ÷ 
[image: images/nec-34-3.jpg] = 
[image: images/nec-34-5.jpg] ∙ 
[image: images/nec-34-7.jpg]−1 



  [image: images/img-34-3.jpg]

 
  
 Nota: La importancia de recordar estos axiomas está en la utilización de los mismos en el desarrollo de los diferentes procesos del álgebra, trigonometría, geometría analítica, cálculo, etc. A continuación se dan algunos ejemplos concretos en los cuales son necesarios los anteriores axiomas. 


 
 
 1.1.7. Cuerpo ordenado 
 
 Un conjunto de números que cumpla los axiomas de cuerpo anteriores y además el axioma de orden que se menciona a continuación se denomina un cuerpo ordenado. 


 
   
	 Axioma  
	 Ley  
 
 
	 12  
	 Si a y b son números reales, una y sólo una de las siguientes relaciones se cumple: 
a > b, a = b, o a < b  
 

 	 Las cuales se leen: a mayor que b, a igual a b, o a menor que b. 
Lo anterior nos confirma que el conjunto de números reales es ordenado. 
Observación. Si a>0, decimos que a es positivo o no negativo.  
  
 
 Ejemplo 1 


 
 Establezca la relación de orden entre los siguientes pares de números: 


 
 
 	 –12 y 5 
 
 	 0.25 y [image: images/nec-34-9.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-34-10.jpg] 
 
 
 Solución 


 
 La relación de orden que se tiene es entonces: 


 
 
 	 –12<5 
 
 	 0.25 = [image: images/nec-34-11.jpg] 
 
 	 [image: images/9AJ_3.jpg]

 
 
 Ejemplo 2 


 
 Ordene los siguientes números: [image: images/nec-34-12.jpg] 


 
 Solución 


 
 Los números dados tienen entonces el siguiente orden: [image: images/nec-34-13.jpg] 



  
 Definición: para a y b números realeS: 


 
 
 	 a > b ⇔ a – b∈ ℜ+ , es decir, a – b > 0 
 
 	 a < b ⇔ a – b∈ ℜ– , es decir , a – b < 0 
 
 	 a ≤ b ⇔ a < b o a = b 
 
 
 
 Ejemplo 


 
 Vemos, que [image: images/nec-35-1.jpg] es decir, [image: images/nec-35-2.jpg] es positivo. – 12 < 2 ⇔ –12 – 2 = –14 ∈ ℜ– es decir, –14 es negativo. 


 
  1.1.8. Desigualdades y valor absoluto 
  
 Definición: una desigualdad es un enunciado el cual establece que un número es menor que otro. 


 
 
 Así por ejemplo la desigualdad a<b significa que el número a es menor que el número b; en la recta real tiene la representación:



  [image: images/img-35-1.jpg]

 
 Es fundamental recordar las siguientes propiedades de las desigualdades: 


 
 
 	 Si a < b y c ∈ ℜ entonces a ± c < b ± c 
 
 Esta propiedad afirma que en una desigualdad puede sumarse o restarse la misma cantidad en ambos miembros y la desigualdad no cambia, es decir, la relación de orden se mantiene. 
 
 
 	 Si a < b y c ∈ ℜ, ac < bc si c > 0, y ac > bc si c < 0 
 
 La propiedad afirma que en una desigualdad al multiplicar por un número positivo en ambos miembros, la desigualdad no cambia de sentido, es decir se mantiene, mientras que si el número por el que se multiplica es negativo la desigualdad cambia de sentido. 
 
  
 Definición: Si a ∈ ℜ el valor absoluto de este número es: 



  [image: images/img-35-2.jpg]

 
 
 Ejemplos 


 
 ∣‒17∣=‒(‒17)=17 ya que a=‒17<0
 ∣5∣=5 puesto que a=5>0


 
  1.1.9. Esquema de la relación 
 
 Esquema de la relación entre el conjunto de los números reales y sus subconjuntos. 



  [image: images/img-36-1.jpg]

 
 El esquema anterior se representa en el siguiente diagrama 



  [image: images/img-36-2.jpg]

 
  1.2. EXPONENTES ENTEROS Y RACIONALES 
 
 
  1.2.1. Potenciación 

  Exponentes enteros positivos 
 
 Si n es un número entero positivo y a es cualquier número real, entonces el producto a.a. . .a (n veces) se escribe de la siguiente forma: 


 
 a. a. a . . . a = an 



 
 Donde n es el exponente, a es la base y an es la n-potencia de a. 


 
 Ejemplo 1 


 
 (3)(3)(3)(3)(3)=35
 x·x·y·y·y·z=x2·y3·z1=x2y3z


 
 Entiéndase que x, y, z representan números reales. 


 
 Ejemplo 2 


 
 Para a y b números reales, (a+b)2=(a+b)(a+b) 


 
 Ejemplo 3 


 
 (-π)(-π)(-π)=(-π)3=-π3
 e·e·e=e3
 lnx·lnx·lnx·=(lnx)3=ln3x


 
  1.2.2. Reglas para los exponentes 
 
 Los números reales y sus operaciones tienen propiedades o reglas, las cuales permiten la solución de las diferentes operaciones o situaciones que se presentan, en el caso de los exponentes también se definen algunas propiedades fundamentales que se utilizan para solucionar diferentes situaciones que se presentan a menudo; estas reglas son de obligatorio cumplimiento, por tanto es importante aprenderlas y utilizarlas adecuadamente. 


 
  i) Producto de potencias de igual base 
 
 
 an·am=an+m 


 
 Al multiplicar dos potencias de igual base, se obtiene una nueva potencia con la misma base y con un exponente que corresponde a la suma de los exponentes de los factores del producto. 


 
 
 Ejemplo 1 


 
 π3·π6=π3+6=π9 


 
  ii) Potencia de una potencia 
 
 
 (an)m=an·m 


 
 Al elevar una potencia a un nuevo exponente o potencia, se obtiene una potencia con la misma base y el exponente es el producto de los exponentes. 


 
 
 Ejemplo 2 



  [image: images/img-38-1.jpg]

 
  iii) Distributiva para el producto 
 
 
 (a·b)n=an·bn 


 
 Luego al elevar un producto a una potencia n, se obtiene el producto de las potencias de los factores del producto. 


 
 
 Ejemplo 3 



  [image: images/img-38-2.jpg]

 
  iv) Distributiva para el cociente 
 
  [image: images/img-38-3.jpg]

 
 La potencia de un cociente es igual al cociente de la potencia del dividendo, dividido en la potencia del divisor. 


 
 
 Ejemplo 4 



  [image: images/img-38-4.jpg]

 
  v) División de potencias de igual base: consideremos las siguientes expresiones: 
 

  
 	 [image: images/nec-38-1.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-38-2.jpg] 
 
 
 De los anteriores ejemplos se tiene el siguiente resultado 



  [image: images/img-38-5.jpg]

 
 
 Ejemplos 



  [image: images/img-39-1.jpg]

 
 1.2.3 Exponente cero y exponentes negativos 
 
 Sea la expresión a5·a0=a5+0=a5 observe que al multiplicar por a0 la expresión a5 no se altera, es decir que a0 debe ser 1, es decir: 


 
 a0=1 



 
 Recordemos que si a ≠ 0, entonces [image: images/9AJ_4.jpg]

es llamado inverso multiplicativo de a, es fácil mostrar que: 



  [image: images/img-39-2.jpg]

 
 Consideremos la expresión: 



  [image: images/img-39-3.jpg]

 
 Luego, Si a ∈ ℜ, a ≠ 0 y n ∈ Z + se tiene: [image: images/9AJ_5.jpg]





 
 Ejemplo 



  [image: images/img-39-4.jpg]

 
 Solución 



  [image: images/img-39-5.jpg]

 
 Ejemplos 


 
 Simplifique las siguientes expresiones, eliminando paréntesis y exponentes negativos: 


 
 
 	 [image: images/nec-40-1.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-40-2.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-40-3.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-40-4.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-40-5.jpg] 
 
 
 
 
 1.2. Ejercicios
 
 


 
 1. Efectúe las operaciones y simplifique: 


 
 a. [image: images/nec-40-6.jpg] 




 
 b. [image: images/nec-40-7.jpg] 




 
c. [image: images/nec-40-8.jpg] 

 


 
 d. [image: images/nec-40-9.jpg] 




 
 e. [image: images/nec-40-10.jpg] 




 
 f. [image: images/nec-40-11.jpg]

 





 g. [image: images/nec-41-1.jpg]

 


 
 h. [image: images/nec-41-2.jpg] 




 
 i. [image: images/nec-41-3.jpg]

 



 
 
 	 Escriba cada número en notación decimal:  
 	 2.33×10–4 
 
 	 1254×10–5 
 
 	 0.000248×106 
 
 
 
  
 	 Escriba el número indicado en cada enunciado en notación científica:  
 	 El área de la superficie terrestre total del mundo es aproximadamente 1800000 000 000 000 pies. 
 
 	 La vida media del elemento Uranio 235 es 4 5000 000 000 años aproximadamente. 
 
 	 El diámetro de nuestro satélite natural es aproximadamente 3 476 000 metros. 
 
 
 
  
 	 ¿Cuál de los siguientes pares de números está más cerca uno del otro? e y π o e2 y π2 
 
 	 Simplifique los siguientes expresiones, eliminando paréntesis y exponentes negativos: 
 
  
 	 (‒y3)5 
 
 	 a2·a‒5 
 
 	 (2x)3.x‒5 
 
 	 (a‒3b)‒2 
 
 	 (‒x6)2 
 
 	 (5a)‒3a5 
 
 	 (xy‒4)‒2 
 
 	 (ab2c4)‒1(abc)‒4 
 
 	 [image: images/nec-41-4.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-41-5.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-41-6.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-41-7.jpg] 
 
 	 a2(3a‒a+5a‒1) 
 
 	 [image: images/nec-41-8.jpg] 
 
 	 x4(x‒2‒x‒1) 
 
 	 [(3x)‒2+(3y)‒2]‒2 
 
 	 (ab)‒1(a‒1+b‒1)‒1 
 
 	 y‒1÷(y+y‒1)‒1 
 
 	 (x‒2+y‒2)‒1 
 
 	 [image: images/nec-41-9.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-41-10.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-41-11.jpg] 
 
 
 
 
  1.2.4. Notación científica 
 
 La notación científica se utiliza para cálculos de cifras de números muy grandes o decimales muy pequeños; esta notación utiliza potencias de 10 y se aplica en las diferentes ramas de las ciencias. 


 
 Ejemplos 


 
 
 	 La distancia media de Júpiter al Sol es aproximadamente 483 900 000 millas. 
 
 	 La capacidad de almacenamiento de datos de una computadora de última generación es de 500 000 000 000 000 bytes. 
 
 	 La carga eléctrica, de un electrón es aproximadamente –0. 000 000 000 000 000 00016 columbios. 
 
 
 Sin embargo, en los textos científicos o técnicos las cifras no aparecen escritas de forma tan grandes, sino más bien simplificadas, utilizando un procedimiento matemático denominado notación científica. Por tanto, las cifras de los anteriores ejemplos aparecen escritas en textos de ciencia y técnica, de la siguiente forma: 


 
 La distancia media de Júpiter al Sol es de 4893 × 105 millas; la capacidad de almacenamiento de datos de una computadora es de 5 × 1014 bytes y la carga eléctrica de un electrón es aproximadamente –1,6 × 10–19 columbios. 




 
 
 	 Los siguientes números están expresados en notación científica.  
 	 El número de Avogadro;
 6,0200000000000000000000000 = 6,02 × 1023 moléculas / mole.
 
 	 El Angstrom, 0,000000001 = 0,1 × 10–8 
 
 
 
 
 
 
  1.3. RADICALES Y EXPONENTES RACIONALES 
 
 
 ¿Cuál es el valor de [image: images/nec-42-1.jpg] ? El valor de [image: images/nec-42-2.jpg] = + 7 y no ±7 lo cual es un error común. Nótese que [image: images/nec-42-3.jpg] se llama radical y sólo representa la raíz cuadrada positiva de 49; esto es, [image: images/nec-42-4.jpg] 


 
 Una expresión de la forma [image: images/nec-42-5.jpg] con a un número real no negativo, se representa como [image: images/nec-42-6.jpg] es decir, [image: images/nec-42-7.jpg] 


 
  1.3.1. Reglas para los radicales 

  i) Exponente racional: 
 
 Sea [image: images/nec-42-8.jpg] luego para cualquier n∈Z+ se cumple [image: images/nec-42-9.jpg] en particular si m=n, entonces [image: images/nec-42-10.jpg] 


 
 Ejemplo 



  [image: images/img-43-1.jpg]

 
  ii) Producto de raíces de igual índice: 
 
 
 Como: 



  [image: images/img-43-2.jpg]

 
 
 según la propiedad tres de exponentes y la definición de raíz, la raíz n-ésima de un producto es igual al producto de las raíces n-énsimas de los factores, es decir: 



  [image: images/img-43-3.jpg]

 
  iii) Cociente de raíces de igual índice: 
 
 
 Como: 



  [image: images/img-43-4.jpg]

 
 según propiedad cuatro de exponentes y definición de radicales, la raíz n-ésima de un cociente es igual al cociente de las raíces n-ésimas del dividendo y del divisor, es decir: 



  [image: images/img-43-5.jpg]

 
 
 Ejemplo 



  [image: images/img-43-6.jpg]

 
 
  v) Raíz de una raíz: 

  
 Como: 



  [image: images/img-43-7.jpg]

 
 Así para hallar la raíz de una raíz, se escribe el mismo subradicando y se multiplican los índices de los radicales dados, es decir, 



  [image: images/img-43-8.jpg]

 
 
 Ejemplo 



  [image: images/img-43-9.jpg]

 
 1.3.2. Simplificación de radicales 
 



 En algunos casos es más ventajoso expresar una cantidad en función de radicales que en función de exponentes fraccionarios. Utilizando las reglas presentadas anteriormente un radical es simplificado completamente cuando: 


 
 
 	 No hay fraccionarios bajo el radical. 
 
 	 Ningún factor que sea potencia n-ésima perfecta aparece en radical de índice n. 
 
 

 Ejemplo 1 


 
 Simplificar [image: images/nec-44-1.jpg] 


 
 Solución 



  [image: images/img-44-1.jpg]

 
 Ejemplo 2 


 
 Simplificar: [image: images/nec-44-2.jpg] 


 
 Solución 



  [image: images/img-44-2.jpg]

 
 Ejemplo 3 


 
 Simplificar: [image: images/nec-44-3.jpg] 


 
 Solución 


 
 Es más fácil simplificar este ejercicio si se introducen exponentes fraccionarios: 



  [image: images/img-44-3.jpg]

 
 Así para eliminar el denominador del subradical se tiene: 



  [image: images/img-44-4.jpg]

 
 1.3. Ejercicios
 
 
 
  
 	 Simplifique cada una de las siguientes expresiones, siendo a, b, x, y y z números reales. 
  
 	 [image: images/nec-44-4.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-44-5.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-44-6.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-44-7.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-44-8.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-44-9.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-45-1.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-45-2.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-45-3.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-45-4.jpg] 
 
 
 
 
 
 
 	 Encuentre n tal que las siguientes proposiciones sean verdaderas: 
  
 
 	 [image: images/nec-45-5.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-45-6.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-45-7.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-45-8.jpg] 
 
 
 
 	 Evalúe las siguientes expresiones:  
 	 [image: images/nec-45-9.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-45-10.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-45-11.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-45-12.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-45-13.jpg] 
 
 	 (0.64 )[image: images/nec-45-14.jpg] 
 
 	 (0.81 )[image: images/nec-45-15.jpg] 
 
 	 (9)[image: images/nec-45-16.jpg] ÷(125)[image: images/nec-45-17.jpg] 
 
 	 (0.001 )[image: images/nec-45-18.jpg] 
 
 
 
 
 
 
 	 Simplificar las siguientes expresiones: 
  
 	 [image: images/nec-45-19.jpg] 
 
 	 (243x5y−10)[image: images/nec-45-20.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-45-21.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-45-22.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-45-23.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-45-24.jpg] 
 
 
 
 	 Determine si las siguientes proposiciones son verdaderas  
 	 [image: images/nec-45-25.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-45-26.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-45-27.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-45-28.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-45-29.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-45-30.jpg] 
 
 
 
 
  1.3.3. Adición y sustracción de radicales 
 
 Al sumar o restar radicales, todos los radicales deben ser semejantes, es decir, deben tener el mismo índice y la misma cantidad en el subradical. 


 
 Ejemplo 1 


 
 Simplificar, reduciendo a términos semejantes: [image: images/nec-46-1.jpg] 


 
 Solución 



  [image: images/img-46-1.jpg]

 
 Ejemplo 2 


 
 Simplificar, reduciendo a términos semejantes [image: images/nec-46-2.jpg] 


 
 Solución 



  [image: images/img-46-2.jpg]

 
 Ejemplo 3 


 
 Simplificar, reduciendo a términos semejantes: 



  [image: images/img-46-3.jpg]

 
 Solución 



  [image: images/img-46-4.jpg]

 
 Ejemplo 4 


 
 Simplificar, reduciendo a términos semejantes: 



  [image: images/img-46-5.jpg]

 
 Solución 



  [image: images/img-47-1.jpg]

 
 1.4. Ejercicios
  
 	 Simplificar, reduciendo términos semejantes:  
 	 [image: images/nec-47-1.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-47-2.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-47-3.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-47-4.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-47-5.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-47-6.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-47-7.jpg] 
 
 
 	 [image: images/9AJ_6.jpg] 
 
 
 	 [image: images/nec-47-8.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-47-9.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-47-10.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-47-11.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-47-12.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-47-13.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-47-14.jpg] 
 
 
 
 
  1.3.4. Multiplicación y división de radicales 
 
 Para multiplicar radicales se aplica la regla mencionada anteriormente, [image: images/nec-48-1.jpg] 


 
 Si los radicales tienen distinto índice, deben convertirse en radicales con igual índice, por medio de expresiones algebraicas equivalentes que tengan exponentes fraccionarios. 


 
 Ejemplo 1 


 
 Determinar el producto de [image: images/nec-48-2.jpg] y simplificar. 


 
 Solución 



  [image: images/img-48-1.jpg]

 
 Ejemplo 2 


 
 Determinar el producto de [image: images/nec-48-3.jpg] y simplificar. 


 
 Solución 


 
 [image: images/nec-48-4.jpg] se expresan como potencias de exponentes fraccionarios. Luego se determina el mínimo común múltiplo de los índices de cada radical, es decir,  m.c.m.(2,3)=6, y se divide este número entre los índices de cada radical, es decir, [image: images/nec-48-5.jpg], el resultado corresponde al exponente de cada subradicando. 



  [image: images/img-48-2.jpg]

 
 La división de radicales se realiza en forma similar al producto. 


 
 Ejemplo 3 



  [image: images/img-48-3.jpg]

 
 Ejemplo 4 



  [image: images/img-48-4.jpg]

 
 1.3.5. Racionalización 
 
 Racionalice el denominador de: [image: images/nec-49-1.jpg] 



  [image: images/img-49-1.jpg]

 
 Como puede verse el ejercicio trata de eliminar el radical del denominador, lo cual se logra amplificando el numerador y el denominador por [image: images/nec-49-2.jpg] en este caso. 


 
 Ejemplo 


 
 Racionalice el denominador de la expresión. 


 
 Solución 



  [image: images/img-49-2.jpg]

 
 Ejemplo 


 
 Racionalice el numerador de las expresiones. 


 
 Solución 


 
 
 	 [image: images/nec-49-3.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-49-4.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-49-5.jpg] 
 
 
 El proceso de eliminar radicales del denominador, se denomina racionalizar el denominador; si existe un solo radical en el denominador el proceso de eliminarlo es fácil, según los ejemplos anteriores; también es similar si se desea eliminar radicales del numerador, pero si en el denominador o numerador existen más de un radical se debe encontrar una expresión llamada factor racionalizador de forma que, multiplicada por el radical del denominador o numerador, el resultado quede sin radicales. 


 
 Ejemplos 


 
 Racionalizar al denominador [image: images/nec-49-6.jpg] 


 
 Como [image: images/nec-49-7.jpg] 


 
 Eliminamos el radical del numerador multiplicando o amplificando en el numerador y denominador por el factor [image: images/nec-49-8.jpg] 



  [image: images/img-50-1.jpg]

 
 Si la racionalización es del numerador se multiplica el numerador y el denominador por [image: images/9AJ_7.jpg] resultando: 





  [image: images/img-50-2.jpg]

 
 Este factor racionalizador se llama conjugada es decir; si a,b>0 se tiene: 



 
  
 	 a + [image: images/nec-50-1.jpg] su conjugada es a – [image: images/nec-50-2.jpg] 
 
 	 a – [image: images/nec-50-3.jpg] su conjugada es a + [image: images/nec-50-4.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-50-5.jpg] su conjugada es [image: images/nec-50-6.jpg] 
 
 	 [image: images/nec-50-7.jpg] su conjugada es [image: images/nec-50-8.jpg] 
 
 
 
 Nótese que al multiplicar cada denominador o numerador por su conjugada se elimina el radical; más adelante esta racionalización se realiza por medio de factorización. 


 
 Ejemplo 


 
 Racionalizar al denominador: [image: images/nec-50-9.jpg] 


 
 Solución 


 
 Como a3‒b3=(a‒b)(a2+ab+b2) se tiene: 



  [image: images/img-50-3.jpg]

 
 1.5. Ejercicios
 
  
 	 Efectúese las siguientes multiplicaciones y expresar el resultado en la forma más simple:  
 	 [image: images/nec-50-10.jpg] 
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 	 Efectúese las siguientes divisiones y expresar el resultado en la forma más simple: 
  
 	 [image: images/9AJ_9.jpg]
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 	 Racionalice el denominador de cada una de las siguientes expresiones: 
 
  
 	 [image: images/nec-51-9.jpg] 
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  1.4. NÚMEROS COMPLEJOS 
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