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NTRODUCTION
HenriPoincaré
1
(Nancy,1854;
Paris,1912)adominélesmathé-
matiquesetlaphysiquethéorique
desontemps;ilfutsansdoute
lemathématicienleplusadulé
desonvivant,etilresteaujour-
d’huil’unedesﬁguresscienti-
ﬁquesmondialeslesplusemblé-
matiques.
Sonœuvre,lentementassimi-
léetoutaulongduXX
e
siècle,
estd’uneprofondeurphénomé-
nale,maisaussid’unevariété
extraordinaire
2
.Enmathéma-
tiques,dontilaenrichipresque
touteslespartiesexistantes,il
acréédetoutespiècesdenou-
vellesbranches(fonctionsauto-
morphes,systèmesdynamiques,
topologiealgébrique)etouvertla
voieàlathéoriedesfonctionsdeplusieursvariablescomplexesetàlathéorie
desdéveloppementsasymptotiques.Ilacomplètementrénovélamécanique
céleste,découvertàcetteoccasionlechaosdéterministe,trouvédenouvelles
formesd’équilibredesastresetproposéunscénariopourlaformationdesétoiles
doubles.Enphysique,ilestl’undespèresdelathéoriedelarelativitérestreinte,
dontilenvisagelesconséquencesjusquesurlemouvementdesastres.Ila
d’ailleursexercéuneinﬂuenceconstantesurledéveloppementspectaculairede
laphysiquedesontemps:ilparticipeàtouslesgrandsdébats,fournitlapremière
explicationcorrectedeplusieursexpériencesetensuscitemêmedenouvelles
3
.
1
Cenomprovient,semble-t-il,de«poingcarré»:cf.
Œuvres
dePoincaré,tome2,p.ix,note(1).
2
OntrouveraunelistedespublicationsdePoincaréainsiquedenombreusesréférencesbibliogra-
phiquesconcernantsavieetsonœuvre,surles
ite:http://www.univ-nancy2.fr/poincare/
3
Voirlestomes9et10deses
Œuvres
,etsacorrespondanceaveclesphysiciens:cettedernière,
rassembléeparAndréCoretetScottWalter,estencoursd’éditionparlesArchivesHenriPoincaré:
http://www.univ-nancy2.fr/po
incare/chp/prjregionh.html
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L’HÉRITAGESCIENTIFIQUED’HENRIPOINCARÉ
Sonenseignementestrestélégendaire.Danssesleçonsdephysiquemathéma-
tique(puisdemécaniquecéleste)àlaSorbonne,ilpasseaucriblelesprincipales
théoriesexistantes,lesreformule,lescorrige;ilprésenteetdiscutelesexpériences
etobservationslesplusrécentes.Cescours,quiontpresquetousétérédigés
4
puispubliésetlargementd
iffusés,ontbeaucoupcontribué(soitpareux-mêmes,
soitparlesidéesqu’ilconcevaitàleuroccas
ionetqu’ildiffusa
itparallèlement)
àlamiseaupointetàl’acceptationdesnouvellesthéories(deMaxwell,Lorentz,
Boltzmann,etc.).
Enphilosophiedessciences,ilaétél’undesacteursmajeursdesgrandsdébats
épistémologiquesdesontemps;enparticulier,son
occasionnalismepragmatique
(commel’appelleGerhardHeinzmann)anourrilesréﬂexionstoutaulongduving-
tièmesiècle.Deplus,sesouvragespopulairessurlascience,austyleextraordinai-
rementlimpide,eurentunénormesuccèsauprèsdugrandpublic:
Lascienceet
l’hypothèse
aététraduitenaumoins23langues;enquelquesannées,onenvendit
enFranceplusde16000exemplaires;lesgenslelisaientdanslesjardinspublics,
danslescafés.
«Spécialisteuniversel»,c’estluiquienquête(entantqu’ingénieurdesmines)
surlescausesducoupdegrisouaupuitsduMagny(1879);c’estversluiquese
tournentnonseulementlesmathématiciens,maisaussilesphysiciens,comme
Hertzlorsqu’iln’arrivepasàcalculerlavitessedepropagationd’uneondelelong
d’unﬁlsinueux,ouBecquerellorsqu’ilsetrouveendésaccordavecAlfredPotier
surunequestiondepolarisationrotatoire;c’estàlui(avecDarbouxetAppell)
quelajusticedemandeunavisd’expertsurlavaliditéscientiﬁquedesarguments
d’AlphonseBertillondansl’affaireDreyfus
5
;c’estàluiquel’Académiedessciences
demandedesuperviserlanouvellemesuredel’arcméridiendeQuito;ilprésidera
(àtroisreprises)leBureaudesLongitudes;etc.
Ses
Œuvres
scientiﬁques,en10tomes
6
sontrépartiescommesuit:
Tome1:équationsdifférentielles.
Tome2:fonctionsautomorphes.
Tome3:intégrationalgébriqued’équations
différentielles;grou
pescontinus;inté-
gralesabéliennes;résidusdesintégralesdoubles;équationsintégrales.
Tome4:fonctionsanalytiquesd’uneouplusieursvariables;fonctionsabéliennes;
sériestrigonométriques.
Tome5:arithmétique.
Tome6:géométriealgébrique;topologiealgébrique.
Tome7:mécaniqueanalytique;mécaniquecéleste:massesﬂuidesenrotation;
problèmedestroiscorps;sériestrigonométriquesdelamécaniquecéleste(tra-
vauxsurlesméthodesdeLindstedt,deGyldén).
4
Pardesétudiantsouauditeurs:JulesBlondin,
ÉmileBorel,JulesDrach,RenéBaire,Albert
Quiquet...
5
Voirl’article
Autourdel’AffaireDreyfus:HenriPoincaréetl’actionpolitique
,parLaurentRollet:
http://www.univ-nancy2.fr/poincare/perso/rollet/lolo.htm
6
Gauthier-Villars,1916-1954.RééditéesparJ.Gabay,1995-2005.Untome11contientquelques
articles,unextraitdesacorrespondancemathématique,etle
Livreducentenaire
desanaissance.
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Tome8:mécaniquecélesteetgéodésie:fonctionperturbatriceetpériodesdes
intégralesdoubles;ﬁguredelaTerre;théoriesdesmarées,delaLune,despla-
nètes;quadraturesmécaniques;hypothèsescosmogoniques;rapportssurlesopé-
rationsgéodésiquesdel’Équateur.
Tomes9-10:physiquemathémat
ique;physiquethéorique.
Sestraitésdephysiquemathématiqueetthéoriqueabordentpresquetousles
thèmesimportantsdesonépoque:théoriedupotentieletmécaniquedesﬂuides,
théoriemathématiquedelalumière,électricitéetoptique,thermodynamique,
théoriedel’élasticité,théoriedestourbillons,oscillationsélectriques,capillarité,
théorieanalytiquedelachaleur,calculdesprobabilités,théoriedupotentielnew-
tonien(ilaassuréaussiuncoursdethéoriecinétiquedesgaz,quin’ajamaisété
rédigé).
Ajoutonsses
Leçonsdemécaniquecéleste
(3tomes),ses
Leçonssurleshypo-
thèsescosmogoniques
,un
Coursd’astronomiegénérale
(autographié).Ses
Méthodesnouvellesdelamécaniquecéleste
nesontpaslefruitd’unensei-
gnement(c’estuneœuvrederecherche),maisellessontrédigéescommeun
cours.
Mentionnonsenﬁnsesouvragesdephilosophiedessciences:
Lascienceetl’hy-
pothèse
,
Lavaleurdelascience
,
Scienceetméthode
,
Dernièrespensées
(recueil
posthume).
Commeonleverraencomparantcequiprécèdeaveclatabledesmatièresdu
présentouvrage,nousn’allonsabordericiqu’
unepartie
desthèmesauxquels
Poincaréacontribué(ilseraitimpossibled’êtreexhaustifenunseulvolume!),
ensoulignantsurtoutlamodernitédesesidéesetcertainesdeleursrépercus-
sionsactuelles.Lestextes,écritspardesexpertsderenomméeinternationale,sont
abordablespartoutétudiantdemaster(oumêmedelicence)enmathématiques
ouenphysique.Ilscomportentplusieursniveauxdelecture,etleschercheurs
(enparticulierlesdoctorants)pourrontaussiytrouverdesidéesutilespourleur
travailquotidien.
Voiciunsurvoldesthèmesabordésdanscelivre.
Géométriehyperbolique,fonctionsautomorphes,applicationsàl’arithmétique
(chapitres1,2et3)
HenriPoincarés’estfaitconnaîtresurlascènemathématiqueinternationaleen
1881-1882parsathéoriedesfonctionsautomorphes.C’estunesorted’apothéose
desmathématiquesduXIX
e
siècle,oùserencontrentlathéoriedesgroupes,l’ana-
lysecomplexe,lesfonctionselliptiquesetm
odulaires,leséquationsdifférentielles,
lessurfacesdeRiemann,lagéométriehyperbolique,lesformesquadratiques;et
ceseraunmodèleprivilégiédesesréﬂexionssurlaphilosophiedessciences.
Lapropriétéessentielledesfonctionsautomorphessurundomaine
D
de
C
est
unesortedepériodicitégénéralisée:
f
(
az
+
b
cz
+
d
)=
f
(
z
)
pouruncertaingroupedis-
continud’homographies
z
az
+
b
cz
+
d
appliquant
D
surlui-même.Ondemandeaussi
que
f
soitméromorphesur
D
.
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Aprèslecasdéjàconnudes
fonctionselliptiques
,quisontlesfonctionsauto-
morphessur
C
pourungroupedetranslationsselonunréseau
Z
1
+
Z
2
,lecas
leplusutileestceluidesfonctionsautomorphessurundisque
7
:c’estceque
Poincaréappelleles
«fonctionsfuchsiennes»
.Onn’enconnaissaitquedescas
trèsparticuliers.Eninterprétantleshomographiesdudisquecommedesdépla-
cementsduplannoneuclidiendeLobatchevski(planhyperbolique),Poincaré
parvientàconstruir
egéométriquement
tous
lesgroupesdiscontinusd’homogra-
phiesdudisque(
«groupesfuchsiens»
);illeurassociedesfonctions
«thêtafuch-
siennes»
(aujourd’huiappelées
formesautomorphes
),qu’ilobtientsousformede
séries(aujourd’huiconnuessouslenomde
sériesdePoincaré
);etilendéduit
toutes
lesfonctionsfuchsiennes,commequotientsdetellesséries.
Quand
D
n’estplusundisque(ouundemi-plan),Poincaréparledefonctions
«kleinéennes»
,etlesgroupescorrespondants(
«groupeskleinéens»
)s’obtiennent
parlagéométriehyperboliqueendimension3.FelixKlein,mécontentdesadjectifs
«fuchsien»
(ilestimequec’estfairetropd’honneuràFuchs)et
«kleinéen»
(qu’il
considèrecommeunlotdeconsolation),lesremplacerapar
«automorphe»
(un
termeempruntéàCayley)
8
.
Lesfonctionsautomorphespermettentd’obtenircecélèbre
théorèmed’uniformi-
sation
:toutecourbealgébriqueplane
P
(
x
,
y
)=
0,où
P
estunpolynômeirré-
ductible,peutêtreparamétréesouslaforme
x
=
f
(
z
)
,
y
=
g
(
z
)
,où
f
et
g
sont
desfonctionsrationnelles(casdescourbesdegenre0),ouelliptiques(courbesde
genre1),oufuchsiennesdemêmegroupe(courbesdegenre
2)
9
.Unénoncé
géométriqueéquivalentestquetoutesurfacedeRiemanncompacteetconnexe
estanalytiquementisomorpheàlasphèredeRiemann,ouauquotientduplan
complexeparunréseau
Z
1
+
Z
2
,ouauquotientdudisqueparungroupefuch-
sien.
MaislavéritablemotivationdePoincarééta
itl’intégrationdeséquationsdifféren-
tielleslinéairesàcoefﬁcientsalgébriques,c’est-à-dire
d
n
u/dx
n
+
a
n
−
1
(
x
,
y
)
d
n
−
1
u/
dx
n
−
1
+
···
+
a
0
(
x
,
y
)
u
=
0oùles
a
i
sontdesfonctionsrationnellesetoù
x
et
y
sont
liésparunerelationalgébrique
P
(
x
,
y
)=
0:onpeutconstruireunparamétrage
fuchsien(ourationnel,ouelliptique,pourlesgenres0et1)
x
=
f
(
z
)
,
y
=
g
(
z
)
telquelessolutionssoientdesfonctionsméromorphesde
z
ayantdespropriétés
detransformationparticulières(fonctions
«zêtafuchsiennes»
):unehomographie
dugroupefuchsiende
f
et
g
appliquéeà
z
setraduitparunchangementdebase
dansl’espacedessolutions.
Lesfonctionsetformesautomorphesetleursgroupessontdesoutilsconstam-
mentutilisésaujourd’huidansdiversdomainesdesmathématiquesetmêmeen
physique(ilsinterviennentdanslecalculdesamplitudesdecollisionenthéorie
descordes),etl’actuellethéoriedesreprésentationsautomorphes(enpleineeffer-
vescence,autourdu
programmedeLanglands
)enestunelointainehéritière.
Lechapitre1présentele
disquedePoincaré
,dontlagéométriehyperboliqueest
lacléquiaconduitPoincaréàlaconstructiondesgroupesfuchsiens:ilmontre
7
Ousurundemi-plan:onpassedel’unàl’autreparunehomographie.
8
PoincarérépondàKleinparcesmotsdeFaust,quipourraientservird’épigrapheàsaphilosophie:
«NameistSchallundRauch»
,c’est-à-dire:
«lenom
[n’]
est
[que]
bruitet
[écrande]
fumée»
.
9
Cethéorème,découvertsanspreuverigoureused
ès1881parPoincaréetKlein,seraprolongéaux
courbesanalytiquesen1907,parPoincaréet(in
dépendamment)Koebe(chacunendonnantune
preuverigoureuse).
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àquelpointcetobjetestnaturel,richeetomniprésentdanslesmathématiques
d’aujourd’hui.Lechapitre2raconteladécouvertedesfonctionsetgroupesfuch-
siens,ensuivantetenexpliquantlerécitquePoincarélui-mêmeenafait(on
ytrouveralaconﬁrmationquelesmathématicienstransformentlecaféenthéo-
rèmes,etuntémoignagefortintéressantsurlerôledel’inconscientdansladécou-
vertemathématique),toutenfaisantlepointsurdesaspectsactuels.Lechapitre3
exposel’applicationdessériesdePoincaréàlathéorieanalytiquedesnombres,
desexemplesdeprogrèsquienontrésultéetdenouveauxespoirs(peut-êtreun
lienaveclaquestiondes
nombrespremiersjumeaux
!).
Équationsdifférentiellesordinaires,systèmesdynamiques(chapitres4et5)
Laplupartdeséquationsdifférentiellesn
epeuventpasêtrerésoluesexplicite-
ment.AvantPoincaré,onsecontentaitdoncd’étudierlessolutionsauvoisinage
d’unpoint.Poincarélui-mêmeadéveloppécetteapprochedanssathèsededoc-
torat(1879),etilyestr
evenuplusieursfois:cesrech
erches(parallèlementàson
étudedessériestrigonométriquesdelamécaniquecéleste)leconduisentàposer
lesbases,en1885et1886,delathéoriecla
ssiquedesdéveloppementsasympto-
tiques.
MaisPoincarécomprendqu’onasurtoutbesoindeconnaîtrel’allureglobaledes
courbesintégrales.Oronn’avait,pourcela,aucunoutil.Ilvadonclescréer
(
Mémoiresurlescourbesdéﬁniesparuneéquationdifférentielle
,premièrepar-
tie:1881).Ilconsidèreuneéquationdifférentielle
dx/X
=
dy/Y
,où
X
,
Y
sont
despolynômesen
x
et
y
.Pourtenircompteducomportementàl’inﬁni,ilcom-
pactiﬁeleplandes
(
x
,
y
)
enunesphèreparprojectioncentrale.Deuxorbitesne
peuventserencontrerqu’enunpointsingulier(unpointoù
X
et
Y
s’annulent):
Poincarémontrequegénériquementiln’yenaquetroissortes:les
nœuds
,oùse
rencontrentuneinﬁnitéd’orbites;les
cols
,oùsecroisentdeuxorbites;les
foyers
,
oùlesorbitess’enroulentenspirales.Souscertainesconditions,ilexisteaussides
centres
,quisontentouréspardesorbitespériodiques.Bienquenongénériques,
lescentressontimportantsenmécanique(ilscorrespondentàuneformedesta-
bilité):Poincaréétudiedoncleursconditionsd’existence(problèmeducentre,
théorèmedePoincaré-Lyapounov).
Poincarémontrequepourunchamp
(
X
,
Y
)
génériquesurlasphère,lesnombres
denœuds,colsetfoyerssontliésparlarelation
N
−
C
+
F
=
2,analogueà
larelationd’Eulerentrelesnombresdesommets,d’arêtesetdefacesd’unpoly-
èdreconvexe.Ilconstatequel’analogiesubsistesurdessurfacesalgébriquesquel-
conques(correspondantauxéquat
ionsdifférentiellesdelaforme
P
(
x
,
y
,
y
)=
0
où
P
estunpolynôme).Plustard,HeinzHopf(1926)montreraqu’ellesubsiste
aussisurlesvariétésdetoutesdimensions(formuledePoincaré-Hopf)—Poin-
caréayantentre-tempsgénéralisélaformuled’Eulerauxpolyèdres(convexesou
non)dedimensionquelconqueetinventélesoutilstopologiquesnécessaires.
UneidéeclédePoincaréestcelledesectiontransverse(
«arcsanscontact»
):
c’estunarcdecourbequin’esttangentauchamp
(
X
,
Y
)
enaucunpoint;une
orbitequilerencontreletraversenécessairement.Poincaréramènel’étuded’une
orbiteàcelledesespointsd’intersectionsuccessifsavecuntelarc(
«théoriedes
conséquents»
).Celaluipermetdedémontrerqu’uneorbitesurlasphèrenepeut
avoirquetroisdestinées:soitelleaboutità
unpointsingulier,soitellesereferme
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surelle-même(orbitepériodique),soitelles’enrouleasymptotiquementautour
d’uneorbitepériodiqueisolée(quePoincaréappelleun
«cyclelimite»
):c’est
le
théorèmedePoincaré-Bendixson
(cargénéraliséplustardparBendixsonaux
champscontinûmentdérivables).Celarestreinttellementl’ensembledescom-
portementspossiblesquePoincarépeutdéterminerl’alluredescourbesintégrales
pourdesexemplesexplicitesd’équations.En1886,ilgénéralisepartiellementses
méthodesendimensionsupérieure.LethéorèmedePoincaré-Bendixsonn’yest
plusvalable
10
(ilnel’étaitdéjàplussurdessurfacesdedimension2degenrenon
nul,commeletore).
Lechapitre4proposeunsurvolintroduc
tifdelathéoriedescycleslimites:
applicationdePoincaré,phaseasymptotique,accrochagedefréquences,Poincaré-
Bendixson,problèmedelamajorationdunombredecycleslimites(16
e
problème
deHilbert,théoriedeBautin),problèmeducentre,lienavecleséquationsd’Abel,
ensoulignantlesavancéesrécentes.
Lechapitre5présentelethéorèmeducentredePoincaré-Lyapounov,avecles
grandeslignesd’unetrèsbellepreuvegéométrique(Moussu,1981);pourcela,
onyapprendà«voirdans
C
2
»partomographie.Onytrouveraaussilelienavec
l’intégrabilitéausensdeLiouville,lescentresdégénérés,etlecas«hyperbolique».
Mécaniquecélesteetproblèmesapparentés(chapitres6à10)
Dèsledébutdesesrecherchessurlesco
urbesdéﬁniespardeséquationsdiffé-
rentielles(1881),Poincarém
entionnedesapplicatio
nspossiblesàlamécanique
céleste,enparticulieràlaquestiondelastabilitéd’unsystèmesolaireidéalisésur
uneduréeindéﬁnie.Jusque-làonpensaitqueceproblèmeseraitrésoludèsqu’on
auraitréussiàexprimerlessolutionsduproblèmedes
N
corpspardessériestri-
gonométriquesabsolumentconvergentes,caroncroyaitquelasommed’unetelle
sérieseraitnécessairementbornée:Poincaréfaitremarquerqu’iln’enestrien
(1882).En1883,ilprouve,parunargumentgéométriquetrèssimple,l’existence
defamillesinﬁniesdesolutionspériodiquesdansleproblèmedestroiscorpsavec
deuxmassessufﬁsammentpetites.Ilestime
«improbable»
quelessériestrigo-
nométriquesdelamécaniquecélesteconvergentpourlessolutions
voisines
des
solutionspériodiques:ilaentêtel’exem
pledescycleslimitesqu’iladécouverts
dansd’autressystèmesdynamiques(
«Jeconnais,eneffet,desproblèmestout
àfaitanaloguesoùlaconvergencen’apaslieu»
:
Œuvres
,tome4,p.590).
Maisilajoutedéjà(sansdétailler,pourlemoment)quemêmedivergentes,ces
sériestrigonométriquespeuventfournird’excellentesapproximationsenpratique.
Dansunarticlede1884,onlevoitcommenceràétudierlessolutionsvoisines
dessolutionspériodiquesqu’iladécouvertesdansleproblèmedestroiscorps.
Toutcelaleconduitàsonmémoire
Surleproblèmedestroiscorpsetleséqua-
tionsdeladynamique
,couronnéparunprixduroideSuède,etquiparaîten
10
Onsaitmaintenantquedanslasphère
S
3
(oudans
R
3
)lestrajectoirespeuvents’enroulerautour
d’objetsbeaucouppluscompliquésqu’uneorbitepériodique,commeparexemplelecélèbreattrac-
teurdeLorenzquiestunesorted’entrelacs
d’uneinﬁnitéd’orbitespériodiques.
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1890
11
:Poincarédonneunenouvellepreuve(analytique)del’existencedesolu-
tionspériodiques;lamoitiéd’entreellessontlinéairementinstablesetleurétude
luifournittroisrésultatsimportants:(1)ilexistedes
«solutionsasymptotiques»
,
quis’enroulentautourdessolutionspériodiqueslinéairementinstables,dansle
futuroudanslepassé:uncomportemen
tbiendifférentdesmouvementspresque
périodiquesrencontrésjusque-làenmécaniquecéleste;(2)lesdéveloppements
ensériestrigonométriquesusuelsdelamécaniquecélestedivergentengénéral
(maisilmontreaussilepartiqu’onpeutentirermalgrétout,grâceàsathéorie
dessériesasymptotiques);(3)iln’existepasd’autresintégralespremièresholo-
morphes(quantitésconstantessur
chaque
trajectoiredusystème)quecellesdéjà
connues
12
(s’ilenavaitexistésufﬁsamment,etsiellesavaientvériﬁécertaines
conditions,unthéorèmedeLiouvilleaura
itgarantiquelesystèmeestintégrable
parquadraturesaprèsunchangementdecoordonnéesconvenable).
13
Poincarése
tournealorsverslesquantitésconservéessurdes
paquets
detrajectoires:illes
appelledes
«invariantsintégraux»
;enlangageactuelcesontdesmesuresinva-
riantessurl’espacedesphases
14
.(Ilredécouvre,aprèsLiouvillepuisBoltzmann,
lethéorèmed’invarianceduvolumedansl’espacedesphasesd’unsystèmehamil-
tonien.)Etildémontreson
théorèmederécurrence
,souslaformesuivante:
s’il
existeunemesureinvariantepositive,etsil’espacedesphasesestdemesure
ﬁnie,alorslestrajectoiresissuesd’
unerégiondemesurenonnulledansl’es-
pacedesphasesrepasserontuneinﬁnitédefoisdanscetterégion,saufpour
despositionsinitialesdontlaprobabilité(lamesure)estnulle
.Poincarémontre
quecethéorèmes’appliqueauproblèmerestreintdestroiscorps.(Lestrajectoires
asymptotiquesdanslefutur,mentionnéesaupoint(1)ci-dessus,fontévidemment
partiedesexceptions.)Aveclesinvariantsintégrauxetsathéoriedesconséquents,
Poincaréprouveaussil’existe
nced’uneinﬁnitédesolutions
doublementasymp-
totiques«homoclines»
,c’est-à-direquis’enroulentdanslepassé
et
danslefutur
autourd’une
même
solutionpériodique:leurétudeleconduitàladécouverte
del’enchevêtrementdesvariétésstableetinstable(forméesdessolutionsasymp-
totiquesrespectivementdanslefuturetdanslepassé,pourunesolutionpério-
diquedonnée)etdecequ’onappelleaujourd’huile
chaosdéterministe
.Poincaré
reprendetdéveloppeconsidérablementsesméthodesetsesrésultatsdanslestrois
11
L’annonceduconcours,publiéeen1885,précisaitqueleprixseraitdécernéle21janvier1889
(jourdusoixantièmeanniversaireduroideSuède),quelesmémoiresdevaientêtresoumisavantle
1
er
juin1888etqu’ilsdevaientêtreinédits.Poincar
és’estdoncconsacréd’abordàd’autrestravaux
etn’areprislesujetqu’auderniermoment.Lapub
licationaencoreétéretardée,aprèslaremisedu
prix,parcequePoincaré,presséparletemps,n’avaitpasrédigélespreuvesdétaillées,etqu’enle
faisantpourrépondreauxquestionsdeséditeursiladécouvertetdûrectiﬁeruneimportanteerreur
(voirlechapitre8,danscevolume).
12
Poincaréleprouve,danssonmémoire,pourleproblème
restreint
destroiscorps(mouvement
plan,deuxcorpsayantdesorbitescirculairesetletroisièmeunemassenégligeable).Dansles
Méthodesnouvellesdelamécaniquecéleste
(tome1,1892),ilétendlerésultatauproblèmegénéral
destroiscorps,àconditionquedeuxd’entreeuxaientdesmassesassezpetites.
13
CesrésultatsdePoincarén’excluentcependant
paslapossibilitéderésoudreleproblèmedes
N
corpspardessériesconvergentespourtoutevaleurdutemps(cequiétaitd’ailleurslaquestion
initialementposéepourleprix):unetellesolutionaétéobtenue(sousdesconditionsgénériques)
parKarlSundmanen1909pour
N
=
3etparQiudongWangen1991pour
N
quelconque.
14
Espacedesétatsdusystème(queGibbsappelaitdes
«phases»
).Pourunsystèmemécanique
à
N
degrésdeliberté,c’estl’espacedescoordonnéesgénéraliséesetdesvitessesgénéralisées,ou
éventuellementunesous-variétéobtenueenﬁxant
l’énergieetlesautresinvariantsdumouvement.
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tomesdeses
Méthodesnouvellesdelamécaniquecéleste
(1892-1899),quirestent
aujourd’huiuneimportan
tesourced’inspiration.
Poincaréestpartidel’existencedesolutionspériodiques,
«seulebrècheparoù
nouspuissionsessayerdepénétrerdansuneplacejusqu’iciréputéeinabor-
dable»
(
Méthodesnouvelles
,tome1,1892).Parlasuite,ilacontinuéàchercher
d’autresfamillesdetellessolutions.Ilessaye(1896)uneméthodevariationnelle,
maiselleconvientmieuxpourlesinteractionsen1
/r
n
+
1
avec
n>
1qu’avec
n
=
1.Cen’estquerécemmentqu’onapuadapterunetelleméthodeauproblème
newtonien(voirci-dessous).Danssondernierarticlesurlamécaniquecéleste
(1912),ilparvientàprouver,grâceàunthéorèmedegéométrie(lethéorèmede
Poincaré-Birkhoff),quelessolutionspériodiquessontextrêmementabondantes,
aumoinsdansleproblèmerestreintdestroiscorps.Depuisqu’unegénéralisa-
tionduthéorèmedePoincaré-Birkhoffendimensionsupérieureaétéétabliepar
CharlesConleyetEduardZehnder(1984),cetteabondancedesolutionspério-
diquesaétéretrouvéedansdessystèmesdynamiquesbeaucoupplusgénérauxet
faitl’objetderecherchesactivesaujourd’hui.
Lechapitre6présenteunebrèvehistoiredestravauxsurlesorbitespériodiques
duproblèmedestroiscorps:lathéoriedelaLunedeNewton(1687),quiintro-
duitleproblèmerestreintdestroiscorpsetobtientunesolutionpériodiqueen
premièreapproximation;lathéoriedeHill(1877),quicomplètecelledeNew-
tonetfournitunefamilledesolutionsrigoureusementpériodiques;Poincaré,
quiprolongelafamilledesolutionsdeHill,puislesidéesclésdesesdiverses
preuvesd’existencedesolutionspériodiquesduproblèmedestroiscorps;enﬁn
desexemplesrécentsd’orbitespériodiquesduproblèmedes
N
corps,obtenues
paruneapprochevariationnelle.
Lechapitre7traited’unproblèmeanalogueàceluidel’existenced’orbitespério-
diques,àsavoirl’existencedegéodésiquesferméessurunesphèredéformée.On
ytrouveralesidéesessentiellesdesdeuxpreuvesdePoincaré(paruneméthode
decontinuité,puisparuneméthodevariationnelle)endimension2,decellede
GeorgeD.Birkhoff(1917)valableentoutesdimensions;puislecasdesvariétés
detopologiepluscompliquée(parlathéoriedeMorse);laquestiondel’existence
d’uneinﬁnitédegéodésiquesferméessurunesphèredéforméededimension2:
Poincaré(1912),Birkhoff(1917),JohnFranks(1992),NancyHingston(1993),
VictorBangert(1993);l’analoguepourlessphèresendimensionsupérieurereste
àfaire.
Lechapitre8présentecertainsdesprincipauxrésultatsdumémoirecouronnédu
prixduroideSuède,expliquel’erreurdePoincaréetsadécouverte,encorrigeant
cetteerreur,du«treillisdesintersectionshomoclines»(l’enchevêtrementdes
variétésstableetinstable);ilexpliqueaussidansquellemesureonapu,aujour-
d’hui,«démêler»cetreillis(travauxdeBirkhoff,SteveSmale,RufusBowen).
Enﬁn,ilprésentedeuxrésultatsrécentsquiillustrentl’importanceactuellede
ladécouvertedePoincaré:d’unepart,lestravauxdeJacquesLaskar(autourde
1990)surlechaosdanslesystèmesolaire,etd’autrepart,unthéorèmedeSyl-
vainCrovisier(2005)montrantquelephénomènedesintersectionshomoclines
découvertparPoincaréest,enuncertainsens,inhérentauchaos.
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Lechapitre9discuteduthéorèmederécurrencedePoincaréetdeseslimitations,
etexpliquenotammentpourquoiuneillustrationquienaétéproposéedansdes
articlesdevulgarisationn’illustre
enaucuncas
levéritablethéorèmedePoincaré.
LesrésultatsobtenusparPoincaréenmécaniquecélesteserventdeguidesdans
beaucoupd’autresdomaines,oùl’onpeutappliquerlesconceptsetméthodesqu’il
ainventés.Lechapitre10donnequelquesexemplesactuelsdecegenredetrans-
fertd’idéesenmécaniquedesﬂuides
15
,pourétudierdifférentscasd’advection
chaotiqueetdecomportementdiffusifauxtempslongs.
ParmilesnombreusesautrescontributionsdePoincaréàlamécaniquecéleste,
nonévoquéesdanscerecueil,mentionnonssonétudedesformesd’équilibre
desﬂuidesenrotation(1885).Auxformesdéjàconnues(ellipsoïdes,anneaux)
Poincaréenajoutedenouvelles(enformedepoire).Ilétablitsonthéorèmede
«l’échangedesstabilités»:souscertainesconditions,lorsquedeuxcourbesde
solutionssecroisent,lessolutionsd’unedesbranchesperdentlastabilitétan-
disquecellesdel’autrel’acquièrent(ilappelledonc
«formedebifurcation»
la
solutionaupointdecroisement).Poincarédéduitdelàunscénariopossiblepour
laformationdecertainssystèmesd’astresdoubles(quiprécisenotablementune
hypothèsedeGeorgeDarwin,1878):unellipsoïde,initialementpresquesphé-
rique,s’aplatitenserefroidissant,toute
nrestantderévolution;puisilatteintle
pointoùlastabilitépasseauxellipsoïdesd’axesinégaux;puisilbifurqueversune
formedepoire,secreuseencoreetﬁnitparsepartagerendeuxcorpsdistincts
16
.
Poincaréappliqueaussisonthéorèmed’échangedesstabilitésàdesfamillesd’or-
bitespériodiques.
Fonctionsdeplusieursvariablescomplexes(chapitre11)
LapremièreincursiondePoincarédansl
athéoriedesfonctionsdeplusieurs
variablescomplexes(1883)estsapreuvequ’unefonction
méromorphe
sur
C
2
estlequotientdedeuxfonctionsholomorphessur
C
2
.(Weierstrassavaitprouvéle
résultatanaloguepourlesfonctionsd’uneseulevariablemaisn’avaitpul’établir
pourlesfonctionsdedeuxvariables.)
17
Enreprenantsaméthode,ilobtiendraen
1898unepreuveentièrementnouvelled’unthéorèmedeRiemannetWeierstrass,
selonlequelunefonctionméromorphede
p
variables,2
p
foispériodique,estun
quotientde«fonctionsthêta».
En1907,ils’intéresseauproblèmed’appliquerunehypersurface(tridimension-
nelle)analytiqueréellede
C
2
suruneautreparunisomorphismeanalytique,soit
localement(ilyaunisomorphismeau
voisinage
dechaquepointdelasurface),
soitglobalement:ildécouvrequec’estgénéralementimpossible,mêmelocale-
ment(alorsquepourdescourbesdans
C
c’esttoujourspossiblelocalement),et
que,souscertainesconditions,dèsquel’applicationestpossiblelocalementelle
l’estglobalement.Cesrésultatssontàl’originedelathéoriedesstructuresCR
(pour«Cauchy-Riemann»),qu’onavuesintervenirparlasuitedansungrand
15
C’estunjusteretourdeschoses,puisquePoincarés’étaitinspirédelamécaniquedesﬂuidespour
étudierles«invariantsintégraux».
16
PourunediscussionmoderneduscénariodePoincaré,voirparexemple
http://citebase.eprints.org/cgi-bin/ci
tations?id=oai:arX
iv.org:ast
ro-ph/9505008
17
EtilfaudraattendrelathèsedePierreCousin(1894)pourétendrelerésultatauxfonctionsde
n
variables.
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nombredeproblèmesdemathématiquesetdephysique(ycomprisdanslathéo-
riedelarelativitégénérale).
MaislacontributionlapluscélèbredePoincaréàlathéoriedesfonctionsdeplu-
sieursvariablescomplexesestsathéoriedesrésidus(1887).Depuisl’époquede
Cauchy,onvoulaitétendrelethéorèmedesrésidusauxfonctionsdeplusieurs
variables,maisaprèsplusdequaranteansd’effortsonn’avaitfaitpresqueaucun
progrès.C’estPoincaréquiadébloquélasituation.Aupassage,Poincaréobtient
lesconditionspourqu’uneformediffére
ntiellededegréarbitrairesoitfermée
(c’est-à-direquesonintégralesurunbordsoittoujoursnulle);sonraisonnement
conduitàla«formuledeStokes»généralisée:elleestimplicitedanssonmémoire
de1887;elleseraexplicitéed’abordparVolterraen1889(inspiréparlemémoire
dePoincaré),puis(sousuneformeencoreplussimple)parPoincarélui-mêmeen
1899,dansses
Méthodesnouvellesdelamécaniquecéleste
(àproposdes«inva-
riantsintégraux»);Poincaréutiliseraaussiuncasparticulierdecetteformule
danssestravauxdetopologie(pourdescalculsd’homologie).
Lechapitre11présentelerésidudePoincaré,souslepointdevuecohomologique
(dûessentiellementàPoincaréetmisenœuvreparJeanLeray),puissousle
pointdevuedescourants(plusrécent),etsonapplicationdanslesmathématiques
contemporaines;onvoitaussicommentilrenouvelleunproblèmedéjàconsidéré
parPoincaréen1885,àsavoirunegénéralisationd’uncélèbrethéorèmed’Abel
(
la«trace»d’uneformerationnelleestrationnelle
)etsaréciproque.
TopologiealgébriqueetconjecturedePoincaré(chapitre12)
Poincarérencontraitdanspresquetoutessesrecherchesdesproblèmesdetopo-
logie(desproblèmesd’
analysissitus
,commeondisaitalors).Ilécrit:
«Une
méthodequinousferaitconnaîtrelesr
elationsqualitat
ivesdansl’espaceà
plusdetroisdimensionspourrait,dansunecertainemesure,rendredesser-
vicesanaloguesàceuxquerendentlesﬁgures.Cetteméthodenepeutêtreque
l’
Analysissitus
àplusdetroisdimensions.
[...]
J’avaisbesoindesdonnées
decetteSciencepourpoursuivremesétudessurlescourbesdéﬁniesparles
équationsdifférentiellesetpourleséten
dreauxéquationsdifférentiellesd’ordre
supérieuret,enparticulier,àcellesduproblèmedestroiscorps.J’enavais
besoinpourl’étudedesfonctionsnonuniformesdedeuxvariables.J’enavais
besoinpourl’étudedespériodesdesintégralesmultiplesetpourl’applicationde
cetteétudeaudéveloppementdelafonctionperturbatrice.Enﬁn,j’entrevoyais
dansl’
Analysissitus
unmoyend’aborderunproblèmeimportantdelathéorie
desgroupes,larecherchedesgroupesdiscretsoudesgroupesﬁniscontenus
dansungroupecontinudonné.»
18
Maiscette«Science»étaitbalbutiante:
onvoyait(oucroyaitvoir)despropriétés,onneprouvaitàpeuprèsrien,faute
d’outilsﬁables.Poincarévacréerunethéoriepuissante(latopologiealgébrique),
endeuxtemps.Dansunpremiermémoire(
Analysissitus
,1895),ildonneune
déﬁnitiondesvariétés(enfait,dessous-variétésanalytiquesde
R
n
)aumoyende
cartes,ﬁxeladéﬁnitionprécisedel’inté
graled’uneformed
ifférentiellesurune
variété,introduitlanotiond’homologieetétudiesonlienaveclesintégralesde
formesdifférentiellesfermées(enreprenantlesidéesdesonmémoirede1887sur
18
Poincaré:
Œuvres
,tome6,p.183.
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lesrésidusdesintégralesdoubles);ilconsidèrelesdimensionsdesespacesd’ho-
mologie,qu’ilappelleles
«nombresdeBetti»
(parcequ’ilcroitqu’ellescoïncident
avecdesnombresdéjàintroduitsparEnricoBetti)etdonneuneimportante
formuledesymétriesurles«nombresdeBetti»desvariétés
fermées
19
orien-
tables(
dualitédePoincaré
).Ilétudielesdécompositionsdevariétésenpièces
homéomorphesàdespolyèdres,enselaissantguiderparl’analogieavecsathéo-
rie(évoquéeci-dessus
20
)desgroupesfuchsiens(oùleplanhyperboliqueétait
décomposéenpolygones,imageslesunsdesautresparlegroupe)etkleinéens
(oùl’espacehyperboliquededimension3étaitdécomposéenpolyèdres).Cela
leconduitàdéﬁnirle
groupefondamental
d’unevariété.Ilobservequedeux
variétéshoméomorphesontlemêmegroupefondamental(àisomorphismeprès).
Ilconstatequedansl’uniformisationd’unesurfacedeRiemann(voirci-dessus)
legroupefuchsienn’estautrequelegroupefondamentaldelasurface;ilen
déduitquedeuxvariétés
fermées
dedimension2quiontlesmêmes«nombres
deBetti»sonthoméomorphes.Maisilconstatequecen’estplusvraipourdes
variétés
fermées
dedimension3:ildonnedesexemplesdetellesvariétésquiont
lesmêmes«nombresdeBetti»quelasphère
S
3
,maisungroupefondamental
différent.Enﬁn,ilgé
néraliselaformuled’Eulerpourlespolyèdresendimension
quelconque,convexesounon:lasommeal
ternéedesfacesdedifférentesdimen-
sionsestconstante,etcetteconstanteestlasommealternéedes«nombresde
Betti».
L’undesexemplesconsidérésparPoincarédanssonmémoiremontrequeses
«nombresdeBetti»nesontpastoujourségauxàceuxdeBetti,etquelaformule
dedualitén’estpasvalablepourcesderniers;maisPoincarénes’ens’apercevra
quelorsqueHeegaard,utilisantladéﬁnitiondeBetti,trouveraun(autre)contre-
exempleàlaformulededualité(1898).Heegaardsignaled’ailleursuneafﬁrmation
douteusedanslapreuvedelaformulededualité.Poincarédécidedoncderevenir
surlaquestion.Dansunpremier
complémentàl’Analysissitus
(1899),ilredéﬁ-
nitl’homologieaumoyendetriangulation
s(homologiesimplic
iale),fondantainsi
latopologiealgébriquesurdesbasessolides,etildonneunenouvelledémons-
trationdelaformulededualité(ilcombleaussiletroudesapremièredémons-
tration).Dansundeuxième
complément
(1900),iladjointàses«nombresde
Betti»denouveauxinvariantstopologiques,les
coefﬁcientsdetorsion
.Onsesou-
vientquedanssonmémoirede1895,Poin
caréavaitconstatéquedeuxvariétés
ferméesdedimension3peuventavoirlesmêmes«nombresdeBetti»sansêtre
homéomorphes:ilétaitdoncnatureldesedemandersideuxvariétésfermées
dedimension3ayantlesmêmes«nombresdeBetti»
et
lesmêmescoefﬁcients
detorsionsonthoméomorp
hes.Danssoncinquième
complément
(1904),Poin-
carémontrequ’iln’enestrien:ilconstruitunexempledevariétédedimension3
ayantmêmes«nombresdeBetti»etmêmescoefﬁcientsdetorsionquelasphère
S
3
maisungroupefondamentaldifférent
21
.Poincaréconclutqu’ilresteraitune
questionàtraiter:existe-t-ilunevariétédedimension3dontlegroupefonda-
mentalsoittrivial(c’est-à-direquetouteslescourbesferméesdanscettevariété
19
Ausensoùl’onparlede
surfacesfermées
.Plusprécisément,ils’agitdevariétésconnexes,sans
bordetcompactes.
20
Voirleparagraphesurlagéométriehyperboliqueetlesfonctionsautomorphes.
21
Cet
espacedodécaédral
dePoincaréaétéenvisagérécemment(2003)commemodèle
cosmologique.
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peuventêtrecontinûmentcontractéesenunpoint),etquinesoitcependantpas
homéomorpheà
S
3
?L’hypothèsequ’iln’enexistepasestdevenuecélèbresousle
nomde
conjecturedePoincaré
.GrigoriPerelman(2003)aproposéunepreuvede
cetteconjecture,etmêmeplusgénéralementdela
conjecturedegéométrisation
deThurston
,selonlaquellehuitgéométrieshomogènessufﬁsentpourconstruire
touteslesvariétésdedimension3(laseuledeshuitdontlegroupefondamental
soittrivialétantlasphère)
22
:engros,lastratégie,élaboréeparRichardHamilton
en1982,consisteàlaisserévoluerlamétriqueselonuneéquationdifférentielle
liéeàlacourbureetanalogueàl’équationdepropagationdelachaleur,cequi
tendàhomogénéiserlamétrique,etils’agitdemontrerqu’onnepeutaboutir
asymptotiquementqu’auxhuitgéométriesdeThurston;maislacourburepeut
exploserencertainsendroits,etPerelmanmontrecommentonpeutréparerpar
chirurgieetrelancerleprocessus,jusqu’àlaconvergence(enuncertainsens).
Lechapitre12exposelesgrandeslignesdelastratégiedeHamiltonetdelapreuve
dePerelman.
Équationsauxdérivéespartiellesdelaphysiquemathématique(chapitre13)
En1886,Poincarédevienttitulairedelachairede
Physiquemathématiqueet
calculdesprobabilités
àlaSorbonne.Parallèlement,ilcommencedesrecherches
surlesaspectsmathématiquesdelathéoriedupotentielélectriqueetdelathéorie
analytiquedelachaleur(1887).
Lechapitre13exposeplusieurscontributionsdePoincaréàlathéoriemathéma-
tiquedeséquationsauxdérivéespartiellesdelaphysique,notammentsasolution
du
problèmedeDirichlet
(existencedefonctionsharmoniquesdansundomaine
donnéavecdesconditionsaubordprescrites)parla
méthodedebalayage
(1887,
1890);l’inégalitédePoincaré(1890,1894);lapremièrepreuverigoureusede
l’existencedetoutelasuitedesvaleurspropresdulaplaciensurundomaineborné
quelconquede
R
3
(avecdesfonctionspropresnullesaubord),qu’ilobtientcomme
zérosd’unecertainefonctionanalytique(1894);enﬁn,lasolutiongénéralede
l’équationdestélégraphistes(1893).
Probabilités(chapitres14et15)
Quand,danssonmémoire
Surleproblèmedestroiscorpsetleséquationsdela
dynamique
,Poincaréavaitdémontrésonthéorèmederécurrence(voirci-dessus),
ilavaitpréciséquelesconditionsinitialesdestrajectoiresnonrécurrentesétaient
de
probabilité
nulle.
«Cemotn’aparlui-mêmeaucunsens:j’endonnedans
monMémoireunedéﬁnitionprécise»
,insiste-t-ildansuncompte-rendudeson
mémoireen1891.Defait,ilsemblequecesoitcettequestion,etplusprécisé-
mentlorsdelarévisiondesonmémoire(voirlechapitre3delathèsed’Anne
Robadey
23
),quiaitamenéPoincaréàréﬂéchiràlanotiondeprobabilitéetàfor-
geruneapprochepersonnelledelaquestion.Ilconstatenotammentquen’importe
22
LavériﬁcationdelapreuvedePerelmanesttoujoursencours,maislesidéesqu’ilaintroduitesà
cetteoccasionluiontd’oresetdéjàvalulamédailleFields(qu’ilad’ailleursrefusée)enaoût2006.
23
DifférentesmodalitésdetravailsurlegénéraldanslesrecherchesdePoincarésurlessystèmes
dynamiques
(Paris,3janvier2006),disponiblesur:
http://halshs.ccsd.cnrs.fr/view
by
stamp.php?label=CRHST
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quel«invariantintégral»(mesureinvariante)positifetﬁnisurtoutl’espacedes
phasesfournitunenotionvalabledeprobabilité.
C’esten1894quePoincaréchoisitd’enseignerlesprobabilités.Soncourssera
publiéen1896;uneéditionremaniéeetaugmentéeparaîtraen1912.C’estde
cecoursdePoincaréquenousviennentlesexpressions
«fonctioncaractéris-
tique»
(ausensprobabiliste)et
«loinormale»
.Darboux,dansson
Élogehisto-
riqued’HenriPoincaré
24
(1913)écrit:
«CetraitédePoincarénemeparaîtpas
avoirétéestiméàtoutesavaleur.J’ensuisassuré,ilﬁgureradignementàcôté
deschefs-d’œuvredeLaplaceetdeBertrand.J’ysignaleraiparticulièrementune
introductiontrèsﬁnesurlesloisetladéﬁnitionduhasard,deschapitressurla
probabilitéducontinu,oùPoincarééclaircitunparadoxecélèbreproposépar
Bertrand;ceuxaussiqu’ilaconsacrésàlathéoriedeserreursetàlaloicélèbre
deGauss.Bertrands’étaitbornéàcritiqueretàdémolir.Poincaréacommencé
àreconstruire.»
Lechapitre14exposecesapportsducoursdePoincaréetd’autresaspectsorigi-
naux,notammentlesrelationsqu’ilintroduitentrelathéoriedesprobabilitéset
lathéoriedesgroupes.
Lechapitre15traiteplusparticulièrementdes
probabilitésgéométriques
:par-
tantduproblèmedel’aiguilledeBuffon,ilprésenteunthéorèmedePoincaréet
endonnedeuxapplicationsrelativementrécentes:lapremièremontre(suivant
EdelmanetKostlan,1995)commentcethéorèmepermetderetrouvertrèssim-
plementuneestimation(dueàMarkKac,1943)dunombremoyendezérosréels
d’unpolynômealéatoireréeldegranddegré;laseconde,dueàMichelMendès
France(1987),estuneillustrationduliensubtilquiexisteentre«désordre»et
«confusion».
Lesgroupescontinus(groupesdeLie)etleursalgèbres(chapitre16)
En1899,datedelamortdeSophusLie,Poincarépublieunarticlesurles
«groupescontinus»
(groupesdeLie)etleursalgèbres:ilplongetoutealgèbre
deLieréellededimensionﬁniedansunealgèbredepolynômessymboliques
danslaquellelecrochetdeLieprendlaformed’unsimplecrochetdecommu-
tation(
[
A
,
B
]=
AB
−
BA
),etquin’estautrequecequ’onappelleaujourd’hui
l’
algèbreenveloppante
del’algèbredeLie;sonexistenceconstituele
théorèmede
Poincaré-Birkhoff-Witt
.Poincaréendéduitunepreuveconceptuellementsimple
dutroisièmethéorèmefondamentaldeLie(versionlocale),selonlequeltoute
algèbredeLieréellededimensionﬁnieestisomorpheàcelled’un(germede)
groupedeLie.
Lechapitre16relatelecontextehistoriquedecettecontributiondePoincaréà
lathéoriedesgroupesdeLie,présentelapreuvedePoincaré,certainsdévelop-
pementsapparusdurantle20-ièmesi
ècle,etenﬁnunanal
oguerécent(2003)du
théorèmedePoincaré-Birkhoff-WittdanslecadredesalgèbresdeLeibniz,quisont
unegénéralisationdesalgèbresdeLie.
24
Œuvres
d’HenriPoincaré,tome2,p.xxxiv.
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LeprincipederelativitéetlegroupedePoincaré(chapitre17)
Ladécouvertedelarelativitédutempsestcommeunsurprenantpuzzle.En1886
Poincarés’intéresseauxtravauxphilosophiquesd’AugusteCalinonsurlesfonde-
mentsdelamécanique,etenparticuliersurlanotionquantitativedetemps:
Poincarésouligneaussiunproblèmequalitatif,celuidelasimultanéité.En1893,
ilentreauBureaudesLongitudes;mesurerunelongituderevientàdéterminer
l’heuredeParis(oudeGreenwich)pourlacompareràl’heurelocale:pourcela,
onutilisaitalorsletélégrapheparcâblessous-marins
25
.Lerapprochemententre
leproblèmephilosophiqueetleproblèmepratiqueleconduit,en1898,àunarticle
philosophiqueintitulé
Lamesuredutemps
,danslequelPoincaréexpliquequela
notiondesimultanéitépourdesphénomènesdistantssupposelechoixd’unepro-
céduredesynchronisationparéchangedesignaux.En1900,ils’aperçoitquela
variabledetempsformellequiintervientdanslesformulesdetransformationde
Lorentzauneinterprétationphysiquetrèssimple:c’estletempsquel’onmesure
dansleréférentieldonnésil’onysynchroniselesmontresparéchangedesignaux
àlavitessedelalumièredanslevide,enignorantlemouvementduréférentiel.
D’ailleurs,dès1895,Poincaréavaitétécond
uit(principaleme
ntparl’analysede
l’expériencedeMichelsonetMorley)àétend
releprincipederelativitéàl’électro-
magnétismeetmêmeàtoutelaphysique.En1904-1905,ilobtientdesrésultats
quiserontconsignésdanssonarticleintitulé
Surladynamiquedel’électron
:
lestransformationsdeLorentzformentun«groupecontinu»(ungroupedeLie),
dontildonnel’algèbre;ildonnelaformuled’additiondesvitesses,lestransforma-
tionsduchampélectromagnétiqueetdessources,l’invariancede
E
2
−
B
2
,
E
·
B
et
x
2
+
y
2
+
z
2
−
c
2
t
2
;l’idéequ’enremplaçantletempsparunevariableima-
ginairelestransformationsdeLorentzs’interprètentcommedesrotationsdans
unespaceàquatredimensions;l’idéequeleprincipederelativité,étantvalable
pourtoutelaphysique,imposeunemodiﬁcationdelaloidelagravitation,touten
limitantleschoix;l’applicationauproblèmedel’avancedupérihéliedeMercure
(maiscescorrectionsderelativitérestreinten’enexpliquentqu’unepartie);l’idée
d’ondesdegravitation,encitantcommeconséquenceéventuellementobservable
l’accélérationdesmouvementsorbitauxdesastres
26
.
Lechapitre17présentecertainesdecescontributionsdePoincaré.Ildonne
unepreuve(dueàJean-MarcLévy-Leblond)desformulesdetransformationde
Lorentz,sousdeshypothèsestrèssimplesetgénérales:l’espaceesthomogèneet
isotrope,lestransformationsformentungroupe(conditiondePoincaré),ilexiste
deschaînescausales.PuisilexpliquelerôledugroupedePoincaré(groupedes
déplacementsdel’espace-temps)enphysiquequantique(théorèmedeWigner)
etmentionnelefaitquec’estessentiellementleseulgroupedesymétriepos-
siblepourlathéoriequantiquedeschamps(théorèmesdeColeman-Mandulaet
25
Einsteinseraégalementconfrontéàdesproblèmespratiquesdesynchronisation:entréen1902
auBureaudebrevetsdeBerne,ildevrayexpertiserdesdemandesdebrevetsconcernantlasynchro-
nisationélectriquedeshorlogesdesvilles.VoirlelivredePeterGalison:
Einstein’sclocks,Poincaré’s
maps
,2003;trad.fr.:
L’Empiredutemps:leshorlogesd’EinsteinetlescartesdePoincaré
,Robert
Laffont(Paris),2005.
26
C’esteffectivementparcemoyen(accélérationdesmouvementsorbitauxdansunpulsarbinaire)
qu’onavériﬁél’existencedesondesdegravitation,cequiavaluleprixNobeldephysiqueàJoseph
H.TayloretRussellA.Hulseen1993.Maislescalculscorrectsrelèventdelathéoriedelarelativité
généraled’Einstein.
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deHaag-Lopusza´
nski-Sohnius).Enﬁn,ilexposeunargumentexpliquantpourquoi
ilestnaturelquel’électromagnétismegaliléenn’aitpasétédécouvertavantcelui
delarelativitérestreinte.
Physiqueappliquée(chapitre18)
Poincarés’estintéresséàdenombreusesq
uestionsdephysiqueappliquée:télé-
graphie(ilrésoutl’équationdestélégraphistesen1893,etilenseignede1904à
1910àl’ÉcoleprofessionnelledesPostesetTélégraphes),électrotechnique,pro-
pagationdesondes...Pourexpliquerlesphénomènesobservésdansl’expérience
deGouysurlapolarisationpardiffraction,ilfaitlepremiercalculasymptotique
correctdeladiffractionparunécranenformedebiseau(1892,1896).
En1909,ilcalculeladiffractiond’uneondehertzienneparlaTerre:ilobtientque
l’amplitudedécroîtexponentiellementdanslazoned’ombre,cequiaconfortél’hy-
pothèsequelesondestransmisesparMarconid’unboutàl’autredel’Atlantique
n’étaientpastransmisespa
rdiffractionmaisparréﬂexi
onssurl’océanetl’iono-
sphère.LecalculdePoincaréinauguraitunnouveauchampderecherche,celui
deseffetsexponentie
llementpetitsdanslessolutio
nsd’équationsdifférentielles.
Lechapitre18exposelecalculdePoincaré,puislaméthodeultérieuredeFock,
conﬁrmantlerésultatdePoincaré;ilprésenteensuitelaméthodedeKruskalet
Segur(1985)qui(contrairem
entàcellesdePoincaréetd
eFock)nenécessitepas
quel’onobtienned’aborduneexpressionexplicitedessolutions,etilillustrecette
méthodeparunexemple(l’équationdesondesdeKorteweg-deVriesperturbée
parunpetittermed’ordre5).
Philosophiedessciences(chapitre19)
Poincarésembleavoirtoujoursétéintéresséparlaphilosophiedessciences.L’in-
terventioninattenduedelagéométriehyperboliquedanssesrecherchessurles
fonctionsautomorphes(1880)nepouvaitquerenforcersonintérêtpourlesfon-
dementsdelagéométrie:desquestionsdegéométrieeuclidienneconcernant
dessystèmesdetrianglescurviligness’interprétaientsimplemententermesde
géométriehyperboliqueetcetteinterprétationpermettaitd’entrouverlasolu-
tion.Enpareilcas,onatoutintérêtàseplaceraupointdevuedelagéométrie
hyperbolique,nonqu’ellesoitplus«vraie»quelagéométrieeuclidienne,mais
parcequ’elleesticiplus
commode
(
«onnepeutpasplusdirequelagéométrie
euclidienneestvraieetlagéométriedeLobatchevskifausse,qu’onnepourrait
direquelescoordonnéescartésiennessontvraiesetlescoordonnéespolaires
fausses»
27
).Àl’inverse,quandonétudielesmouvementsdescorpssolides(à
commencerparlesmouvementsdenospropresmembres),ladescriptionlaplus
commodeutiliselelangagedelagéométrieeuclidienne,car
«l’expériencenous
apprendquelesdiversmouvementspossiblesdecescorpssontliésàfortpeu
prèsparlesmêmesrelations»
quelesdéplacementseuclidiens(
ibid.
);
«nous
pourrionsénoncerlesfaitsmécaniquesenlesrapportantàunespacenoneucli-
dienquiseraitunrepèremoinscommode,maistoutaussilégitimequenotre
espaceordinaire;l’énoncédeviendraitainsibeaucouppluscompliqué;maisil
27
Poincaré,
Surleshypothèsesfondamentalesdelagéométrie
,1887.
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resteraitpossible»
(
Lascienceetl’hypothèse
,chap.VI).C’estcequeferaient
desêtresquiauraientétééduquésdansunmondeoùlagéométrielapluscom-
modeseraitnoneuclidienne,etquiseraienttransportésdansnotremonde.(Les
chapitresIIIetIVde
Lascienceetl’hypothèse
enprésententuneillustrationsug-
gestive.)Ainsi,leshypothèsesfondamentalesdelagéométrienesontnidescadres
inévitablesdelapensée,nidesfaitsexpérimentaux:cesontdeschoixcommodes,
comptetenudesobservations.
L’époqueétaitaussiàl’examencritiquedesfondementsdelamécanique:la
Mechanik
deMachparaîten1883;l’
Étudecritiquesurlamécanique
deCalinon
en1885...Poincarés’yintéressedeprès.(Plustard,en1897et1901,ilpubliera
deuxarticlessurlesfondementsdelamécanique,dontilreprendral’essentieldans
Lascienceetl’hypothèse
en1902.)Delamécanique,ilpa
sseàtoutelaphysique.
Danssonenseignementdephysique,ildresse,àchaquefois,un
«tableaud’en-
semble»
detouteslesthéoriesdisponibles;car
«ilseraitdangereuxdesebornerà
l’uned’elles;onrisqueraitainsid’éprouveràsonendroituneconﬁanceaveugle
etparconséquenttrompeuse.Ilfautdonclesétudiertoutesetc’estleurcompa-
raisonquipeutsurtoutêtreinstructive.»
28
Celan’exclutpas,bienévidemment,
d’élaguer:onnedoitconserverqueleshypothèses
«fécondes»
.
Poincaréétendaussisaréﬂexionàl’analysemathématique,àl’arithmétique,àla
logique.Àpartirde1893,datedelacréationdela
Revuedemétaphysiqueetde
morale
,Poincaréypublieraunoudeuxarticlespresquetouslesansjusqu’àlaﬁn
desavie.L’essentieldecesarticles(etd’autrespubliésailleurs)formeralamatière
desescélèbresrecueilsdephilosophiedessciences(déjàmentionnésplushaut),
publiésàpartirde1902.
Lechapitre19proposeunsurvoldelaphilosophiedePoincaré,queGerhard
Heinzmannappelletrèsjustement
occasionnalismepragmatique
,puisqueselon
cepointdevue,l’expériencen’estpournotreespritqu’uneoccasiond’exercerses
facultésetd’enprendreconscience,etparcequesoncritèreestpragmatique(on
nesélectionnequeleshypothèsesfécondes).Ilexpliqueetillustrecettephiloso-
phiesuccessivementenarithmétique,engéométrie,enphysique.Ilprésenteaussi
lesvuesdePoincaréenlogique.
Remerciements
Ungrandmerciauxauteurs,biensûr,pourcestextesd’unequalitéexceptionnelle,
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Théoriemathématiquedelalumière
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HAPITRE
1
P
OINCARÉETSONDISQUE
par
ÉtienneGhys
1.Unmondeimaginaire
H
ENRI
P
OINCARÉ
n’apasinventélagéométrienoneuclidienne.Mêmelefameux
disquedePoincaré
existaitavantlui.Pourtant,ilafaitunusagesiépoustouﬂant
decettegéométrieetdesongrouped’isométries
1
quelenom
disquedePoincaré
n’estcertainementpasusurpé.Lebutdecechapitren’estpasdedécrirel’histoire
delagéométrienoneuclidienne,cardenombreuxouvragesexcellentsysontdéjà
consacrés(voir[16,23,29,47,48,51],parmimespréférés).J’auraisaiméproposer
unevisiteguidéedudisque,maisilestbeaucouptropvasteetjen’enaimoi-
mêmeexploréqu’unepetitepartie.Jevoudraisplutôtconvierlelecteuràune
promenade.Lerisqued’unemarchealéatoiredansleplaneuclidienestderevenir
sanscesseaupointdedépartdemanièrerécurrente,maiscerisquen’existepasen
géométrienoneuclidienne!Nousverronsqu’uncheminaléatoiredansledisque
nefaitpasbeaucoupdedétoursetmènepresquesûrementquelquepart.Monbut
principalestd’essayerdetransmettreu
neintuitiongéométriquedecetobjetqui
estpasséprogressivement,enmoinsdedeuxsiècles,dustatutdecontre-exemple
dontl’existencemêmeétaitdouteuseàceluid’unconceptcentralquiaenvahi
presquetouteslesmathématiques.
Cetexten’estbiensûrpasdestinéauxexperts.J’aiparcontreessayédelerendre
accessibleàunétudiantdelicence(motivé).Pourceuxquivoudraientensavoir
plus,jeproposeunecopieusebibliographie–prétextepourprésenterquelques-
unsdemeslivresfavoris.
1
Voirlechapitre2.
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Faisonsd’abordconnaissanceavecunegéométrienoneuclidienneenuti-
lisantladescriptionimagéequ’enfaitPoincarédansla
Scienceetl’hypo-
thèse
[62,chap.3]:
«
LEMONDENONEUCLIDIEN
.
Supposons
[...]
unmonderenfermédans
[ungrandcercle]
etsoumisauxlois
suivantes:
Latempératuren’yestpasuniforme;elleestmaximaaucentre,etellediminue
àmesurequ’ons’enéloigne,pourseréduireauzéroabsoluquandonatteint
[le
cercle]
oùcemondeestrenfermé.
Jeprécisedavantagelaloisuivantlaquellevariecettetempérature.Soit
R
le
rayon
[ducercle]
limite;soit
r
ladistancedupointconsidéréaucentrede
[ce
cercle]
.Latempératureabsolueseraproportionnelleà
R
2
−
r
2
.
Jesupposeraideplusque,danscemonde,touslescorpsaientmêmecoefﬁcient
dedilatation,detellefaçonquelalongueurd’unerèglequelconquesoitpropor-
tionnelleàsatempératureabsolue.
Jesupposeraienﬁnqu’unobjettransportéd’unpointàunautre,dontla
températureestdifférente,semetimmédiatementenéquilibrecaloriﬁqueavec
sonnouveaumilieu.
Riendansceshypothèsesn’estcontradictoireouinimaginable.
Unobjetmobiledeviendraalorsdeplusenpluspetitàmesurequ’onserappro-
chera
[ducercle]
limite.
Observonsd’abordque,sicemondeestlimitéaupointdevuedenotregéométrie
habituelle,ilparaîtrainﬁniàseshabitants.
Quandceux-ci,eneffet,veulentserapprocher
[ducercle]
limite,ilsserefroi-
dissentetdeviennentdeplusenpluspetits.Lespasqu’ilsfontsontdoncaussi
deplusenpluspetits,desortequ’ilsnepeuventjamaisatteindre
[lecercle]
limite.
Si,pournous,lagéométrien’estquel’étudedesloissuivantlesquellesse
meuventlessolidesinvariables;pourcesêtresimaginaires,ceseral’étudedes
loissuivantlesquellessemeuventlessolidesdéformésparcesdifférencesde
températuredontjeviensdeparler.
[...]
Qu’onmepermettepourabrégerle
langage,d’appelerunpareilmouvementdéplacementnoneuclidien.
Ainsidesêtrescommenous,dontl’éducationseferaitdansunpareilmonde,
n’auraientpaslamêmegéométriequenous.
[Sicesêtresimaginaires]
fondent
unegéométrie,
[...]
ceseralagéométrienoneuclidienne
.»
C’estdanscemonde«nicontradictoireniinimaginable»quenousallonsnous
promener.
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VoiciunecitationdeCoxetermontrantcombiencettegéométrieestbien«réelle»
pourlesmathématiciens[23]:
«QuandHamlets’exclame(ActeII,scèneII)«Jepourraisêtreenfermédans
unecoquilledenoixetmeconsidérercommeleroid’unespaceinﬁni»,ildonne
uneanticipationpoétiquedumodèleinversifdePoincaréduplanhyperbolique
inﬁni,enutilisantune«coquille»circulairecommeAbsolu.»
2
Lelecteurestdoncprévenuquecemondeestvaste...
2.Quelquesformules
Avantdecommencernotrepromenade,ilfautmettreenplacequelquesdéﬁni-
tions,notationsetformulesquineferontqueparaphraserladescriptionimagée
dePoincaré.
Onnote
D
=
{
z
C
||
z
|
<
1
}
ledisqueunitéouvertdansleplancomplexe.Si
v
estunvecteurtangentà
D
enunpoint
z
,denormeeuclidienne
v
eucl
,sa
norme
hyperbolique
3
v
hyp
estdéﬁniepar
v
hyp
=
1
1
−|
z
|
2
v
eucl
.
Celapermetdedéﬁnirla
longueurhyperbolique
d’unecourbe
:[
0
,
1
]
D
par
long
hyp
(
)=
1
0
d
dt
hyp
dt
,
etla
distancehyperbolique
(oudistancedePoincaré)
dist
hyp
(
z
0
,
z
1
)
entredeux
points
z
0
et
z
1
dudisquecommeleminimumdeslongueurshyperboliquesdes
courbesjoignant
z
0
et
z
1
.Le
disquedePoincaré
estl’espacemétriqueainsi
obtenu.
Pourquoichoisircefacteur
1
/
(
1
−|
z
|
2
)
plutôtqu’unautre?
Toutsimplementcar
c’estlefacteur«évident»quigarantitquel’objetquenousvenonsdedéﬁnirest
homogène
.Si
estunréelet
a
unélémentde
D
,latransformationde
C
déﬁniepar
f
,
a
(
z
)=exp(
i
)
z
−
a
1
−
az
préserveledisqueunité(vériﬁez!).L’ensembledecestransformationsformeun
groupequenousrencontreronssouventdanscechapitre.Notonspourl’instant
quecegroupeopère
transitivement
surledisque:étantdonnédeuxpointsquel-
conquesde
D
,l’undesélémentsdugroupeenvoielepremierpointsurlesecond
2
«WhenHamletexclaims(inActII,SceneII)“Icouldbeboundedinanutshellandcountmyself
akingofinﬁnitespace”heisprovidingapoeticanticipationofPoincaré’sinversivemodelofthe
inﬁnitehyperbolicplane,usingacircular“nutshell”fortheAbsolute.»
3
C’est,semble-t-il,Kleinquiestresponsabledelaterminologie
«géométriehyperbolique»
.Ilya
biensûrdebonnesraisonspourcechoixmaisonnepeutqueregretterl’usagetropfréquentdumot
«hyperbolique»enmathématiq
ues,avecdessensb
iendifférents.
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(vériﬁez!).Ladérivéede
f
,
a
est
f
,
a
(
z
)=exp(
i
)
1
−|
a
|
2
(
1
−
az
)
2
,
d’oùilrésulteque
|
df
,
a
(
z
)
|
1
−|
f
,
a
(
z
)
|
2
=
|
dz
|
1
−|
z
|
2
(vériﬁezencore...).End’autrestermes,la
métriquedePoincaré
estinvariantepar
legroupedes
f
,
a
etledisqueestbienhomogène:
songrouped’isométriesopère
transitivement
ettoussespointssontéquivalents.
Nousverronsplusloinquecettehomogénéitéestunepropriétécrucialequica-
ractérise«presque»ledisquedePoincaré.Pourl’instant,nousallonsutiliserl’ho-
mogénéitépourobtenirsanseffortcerta
inesformulesdontnousauronsbesoin.
Ilestfaciledetrouverlacourbelapluscourte(ausenshyperbolique)joignant
lepoint0de
D
aupoint
r
situésurl’axe
[
0
,
1
[
D
.Ilsufﬁteneffetd’observer
quesi
:[
0
,
1
]
D
joint0à
r
,laprojectionradiale
|
|
:[
0
,
1
]
[
0
,
1
[
D
joint
également0à
r
,etquesalongueurhyperboliqueestpluspetitequecellede
(carlacomposanteradialed’unvecteurestpluscourtequecevecteur).Ainsi,
Figure1.1.
Géodésiquesdudisque.
0
r
z
0
–1
+1
z
1
u
v
l’uniquecourbeminimisantlalon-
gueurhyperboliqueentre0et
r
est
lerayon
[
0
,
r
]
delongueurhyperbo-
lique
r
0
dt
1
−
t
2
=
1
2
log
1
+
r
1
−
r
=Argth(
r
)
.
Cettelongueurtendbienversl’inﬁni
lorsque
r
tendvers1,commePoin-
carénousl’expliquedanssaprésen-
tationimagée.
Pourtrouverles
géodésiques
de
D
,c’est-à-direlescourbesquiminimisentles
longueurshyperboliquesàextrémitésﬁxes,ilsufﬁtdefaireagirlegrouped’iso-
métries.Deuxpoints
z
0
et
z
1
étantdonnés,onpeuttrouveruneisométriequi
envoielepremiersur0etlesecondsurunpointdel’axeréelpositif,comme
précédemment.Lagéodésiquecherchéeestdoncl’imaged’unsegmentradialpar
uneisométrie;c’estunarcdecercleorthogonalaucercleunité(ouunsegment
radial).Pours’enconvaincre,lelecteurdevrasesouvenir(ouvériﬁerlui-même,
ouencore,consulter[4,23])qu’unehomographie
z
C
Az
+
B
Cz
+
D
C
(avec
A
,
B
,
C
,
D
nombrescomplexestelsque
AD
−
BC
=
0)envoieuncerclesur
uncercle(delasphèredeRiemann
C
)etpréservel’angled’intersection
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entredeuxcercles.Ainsi,undiamètredudisqueunitéestenvoyéparuneisomé-
trie
f
,
a
surunarcdecercleorthogonalaucercleunité(ousurunautrediamètre).
Demême,ilestfaciled’utiliserl’homogé
néitépourétablirlaformuledonnantla
distanceentredeuxpoints
z
0
et
z
1
.Noussavonsdéjàque
dist
hyp
(
0
,
r
)=
1
2
log
1
+
r
1
−
r
=Argth(
r
)
quipeutaussis’écrire
1
2
log
0
−
(
−
1
)
0
−
(
1
)
·
r
−
1
r
−
(
−
1
)
oùl’onreconnaît
[
−
1
:
1
:
0
:
r
]
,
birapport
dequatrepointsde
C
.Je
rappellequelebirapportdequatrepointsdistincts
x
,
y
,
z
,
t
estdéﬁnicomme
[
x
:
y
:
z
:
t
]=
z
−
x
z
−
y
·
t
−
y
t
−
x
etquepourtoutehomographie
f
,ona
[
f
(
x
):
f
(
y
):
f
(
z
):
f
(
t
)]=[
x
:
y
:
z
:
t
]
.
Puisqueleshomographies
f
,
a
préserventlebirapport,lesdistanceshyperboliques
etlescerclesorthogonauxaucercleunité,onobtientsanspeineladistancehyper-
boliqueentredeuxpointsquelconques
z
0
et
z
1
de
D
.Ilsufﬁtdeconsidérerl’unique
cercle(oudiamètre)orthogonalaucercleunitéquicontient
z
0
et
z
1
.Cecercle
rencontrelecercleunitéendeuxpoints
u
,
v
(voir
FIG
.1.1)etona
dist
hyp
(
z
0
,
z
1
)=
1
2
log[
u
:
v
:
z
0
:
z
1
]
.
Lelecteurquipréfèreuneformulenemettantenjeuque
z
0
et
z
1
pourraexprimer
(commePoincarélefaitdanssonpremierarticlesurlesujet[61])ladistanceen
fonctiondubirapportdespoints(cocycliques)
z
0
,
1
/
z
0
,
z
1
et1
/
z
1
.
Remarquonsqueledisqueest
2-homogène
:si
dist
hyp
(
z
0
,
z
1
)=dist
hyp
(
z
0
,
z
1
)
,il
existeuneisométriequienvoie
z
0
sur
z
0
et
z
1
sur
z
1
.
3.LedisquedePoincaréestomniprésent
Onconnaît(aumoinsdepuisEuclide!)lagéométrieduplaneuclidien.Lagéomé-
triedelasphèreestégalementfamilièrecar,aprèstout,la
géo–métrie
estlascience
qui
mesure
la
terre
.Ilafalludeuxmillénairespourquelagéométriehyperbolique
s’imposeparmilesmathématiciens(etunpeuparmilesphysiciens).Pourtant,
elleméritelemêmerespectquesesdeuxsœursplusâgées.
Ilmesemblequele«théorèmedecaractérisation»suivantjustiﬁepleinementce
respect.Sonénoncéestsimple,maissapreuvenel’estpas.Elleutilisequelques-
unsdesthéorèmeslesplusdifﬁcilesdu
XX
e
siècleetdépasselargementleniveau
decechapitreélémentaire.Dansl’appendice,j’essaierainéanmoinsdedonner
quelquesindicationssurcettepreuve.
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Théorème.
Soit
(
X
,
d
)
unespacemétriqueayantlespropriétéssuivantes:
–
(
X
,
d
)
estune
surface
:toutpointde
X
possèdeunvoisinagehoméomorpheà
unouvertde
R
2
;
–
(
X
,
d
)
est
2-homogène
:si
d
(
x
,
y
)=
d
(
x
,
y
)
,ilexisteuneisométriequienvoie
x
sur
x
et
y
sur
y
;
–
(
X
,
d
)
estun
espacegéodésique
:pourtoutcoupledepoints
(
x
,
y
)
ilexisteune
courbe
:[
0
,
]
X
telleque
(
0
)=
x
,
(
)=
y
etquiestuneisométriesurson
image(desorteque
d
(
x
,
y
)=
).
Alors
(
X
,
d
)
estisométriqueàl’undestroisexemplessuivants:
–le
planeuclidien
;
–la
sphère
derayon
R
dansl’espaceeuclidien,oulequotientdecettesphère
danslequelonidentiﬁelespairesdepointsdiamétralementopposés(espace
elliptiquedeKlein);
–le
disquedePoincaré
munid’unmultipleconstantdeladistancehyperbolique.
Quelquescommentairessurleshypothèsesdecethéorème.
Lapropriétéd’êtrededimension2estfondamentale.Nousévoqueronsplusloin
d’autresespacesmétriquesgéodésiques2-homogènesdedimensionsupérieure.
Lefaitd’êtreunesurfacen’estparcontrepastrèsimportant:onpourraitpar
exemplesupposerque
X
estlocalementcompactetdedimension
4
topologique2.
L’homogénéitéestbiensûressentielle,maisla2-homogénéitél’estbeaucoup
moins.Nousverronsquesil’onremplacelasecondehypothèseparlasimple
homogénéité,lethéorèmerestevraiàconditiond’ajouterquelquesexemples
supplémentairesmoinsimportants(lelecteurpeut-ildéjàlesdeviner?).
Quantàlatroisièmehypothèse,ellen’estpastrèsimportantenonplus.Remar-
quonsquesi
(
X
,
d
)
estunespacemétrique,
(
X
,
(
d
))
estégalementunespace
métrique,déﬁnissantlamêmetopologie,toutaussihomogènequelepremier,dès
que
:
R
+
R
+
estsous-additif,c’est-à-diretelque
(
s
+
t
)
(
s
)+
(
t
)
.Sil’on
supprimelatroisièmehypothèse,laconc
lusionduthéorèmeestàpeineaffaiblie:
l’espace
(
X
,
d
)
estalorsobtenuparcetteconstructionenpartantdel’undestrois
exemplesprécédents,euclidien,elliptiqueouhyperbolique.
Nousreviendronssurces«détails»plusl
oinmaisretenonslefaitfondamental
que
lesgéométrieseuclidienne,elliptiqueethyperboliquesontessentiellement
lesseulessurfacesmétriqueshomogènes.
Àvraidirecestroisgéométries
(
X
,
d
)
sontbeaucoupplusqu’homogènes.Si
Y
est
unepartiequelconquede
X
etsi
f
:
Y
X
estuneisométriesursonimage,alors
f
estlarestrictiond’uneisométrieglobalede
X
.Si
Y
necontientqu’unpoint,c’est
l’homogénéitéusuelle;si
Y
contientdeuxpoints,c’estla2-homogénéité,etc.
4
Unespacetopologiqueestdedimensiontopologiqueinférieureouégaleà
d
s’iladmetdesrecouvre-
mentsouvertsarbitrairementﬁnstelsquepourchacund’entreeux,l’intersectionde
(
d
+
2
)
ouverts
différentsestvide.Parexemple,leproduitdedeuxgraphesestdedimension2maisn’estpasune
surfaceengénéral.
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4.Desmodèles,beaucoupdemodèles
Desobjetshomogènesdedimension2seprésententnaturellementdansdenom-
breusessituations.Lethéorèmeprécédentpermetalorsdelesidentiﬁeràl’une
destroisgéométries.C’estainsiqueles
modèles
delagéométriehyperbolique
abondentdanslalittérature.Mêmesilebutdecechapitren’estpasdediscu-
terl’aspectépistémologiquedesgéométriesnoneuclidiennes,remarquonsl’usage
courantdumot«modèle»danscecontexte:toutsepassecommesicettegéo-
métrieavaituneexistenceintrinsèque«idéale»quelesmathématiciensessaient
d’appréhenderenenconstruisantquelques«illustrations».
Jevaisdécrireiciquelques-unsdecesmodèles,maisilyenabeaucoupd’autres
(voirparexemple[2,47,69,72]).
Lepremier
n’estqu’unchangementdevariablesbienanodin:latransformation
z
i
1
+
z
1
−
z
envoieledisque
D
surle
demi-plandePoincaré
5
H
=
{
z
C
|
Im
z>
0
}
car
Im
i
1
+
z
1
−
z
=
1
−|
z
|
2
|
1
−
z
|
2
·
Figure1.2.
Triangledansledemi-plandePoincaré.
Danscedemi-plan,lamétriquehyper-
boliquedevient
|
dz
|
/
Im
z
etlesgéodé-
siquessontlesdemi-cercles(oudemi-
droites)orthogonauxaubord(voir
FIG
.1.2).
Cemodèleprésentel’avantagequele
grouped’isométriesdirectes(c.-à-d.qui
respectentl’orientation)s’exprimede
manièreplussimple:
z
H
Az
+
B
Cz
+
D
H
avec
A
,
B
,
C
,
D
réelstelsque
AD
−
BC
=
1.Onreconnaîtlegroupe
PSL(
2
,
R
)
.
x
Figure1.3.
Lecinquièmepostulat.
Aveclesmodèlesdudisqueetdudemi-
plan,onpeutdéjàfairebeaucoupde
calculs.Onpeutfacilements’assurer
quelecinquièmepostulatd’Euclide
n’estpasvalabledanscettegéométrie:
unpoint
x
extérieuràunegéodésique
étantdonné,ilexisteuneinﬁnitéde
géodésiquesquipassentpar
x
etqui
sont«parallèles»à
,c’est-à-direqui
nerencontrentpas
(
FIG
.1.3).
5
OnparleparfoisdeplandeLobatchevski,cequipo
urraitbiensûrparfaitementsejustiﬁer,mais
dansunouvrageconsacréàl’héritagedePoincaré...
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Voiciunmodèlemoinsconnu
.Onconsidèrel’ensemble
E
desellipsesduplan
euclidien,centréesàl’origine,bordantundomained’aire1.Onpeutpenseràune
telleellipse
e
commelasphèreunitéd’unenorme
.
e
dans
R
2
.Si
e
1
et
e
2
sont
deuxélémentsde
E
,onpeutlescomparerenposant
dist(
e
1
,
e
2
)=logsup
v
R
2
{
(
0
,
0
)
}
v
e
1
v
e
2
.
Uninstantderéﬂexionsufﬁraaulecteurpourvériﬁerque:
–
dist
estbienunedistance(géodésique?);
–
(
E
,
dist)
estunesurface(cardeuxparamètressufﬁsentpourdécrireunélément
de
E
);
–
(
E
,
dist)
esthomogène(iln’yaqu’uneellipseàtransformationafﬁneprès).
Unautreinstantderéﬂexionleconvaincraégalementque
(
E
,
dist)
n’estnieucli-
diennielliptique.C’estdoncunmodèledudisquedePoincaré!
Ilresteàexhiberuneisométrieexpliciteentre
(
E
,
dist)
et
(
D
,
dist
hyp
)
.Celane
posebiensûraucunproblème.Àchaquepointdudisquedelaforme
exp(
i
)
,on
associel’ellipsed’ellipticité
6
<
1dontlegrandaxefaitunangle
/
2avecl’axe
réel.Àvériﬁerquecettebijectionestbienuneisométrien’estqu’unexercicede
routine.
Cemodèlelaisseentrevoirunegénéralisation:l’espacedesconvexessymétriques
devolume1dans
R
n
estnaturellementunespacemétrique.
Figure1.4.
DistancedeHilbert.
x
y
v
u
Unautremodèle:
lamétrique
deHilbert
[44,Ap.I].Soit
C
un
ouvertborné
convexe
de
R
2
.Si
x
,
y
sontdeuxpointsde
C
,la
droite
(
xy
)
lesjoignantrencontre
C
surunintervalleouvert
]
u
,
v
[
(voir
FIG
.1.4).
Onpose
dist
Hilbert
(
x
,
y
)=
|
log[
u
:
v
:
x
:
y
]
|
oùl’onutilisecettefoislebirapportdesquatrepoints
u
,
x
,
y
,
v
deladroiteréelle
(auparavant,nousutilisionslebirapportdequatrepointsdeladroitecomplexe).
Iciencore,iln’estpasdifﬁciledes’assurerque
dist
Hilbert
estunedistancegéodé-
sique(méditezla
FIG
.1.4enn’oubliantpasquelebirapportestinvariantpar
projection).Évidemment,cettedistanceestinvarianteparlegroupedestransfor-
mationsprojectivesquipréservent
C
.Danslecasparticulieroù
C
estl’intérieur
6
L’ellipticitéd’uneellipsed’axes
b
a
est
(
a
−
b
)
/
(
a
+
b
)
.Nepasconfondreavecl’excentricité.
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d’uneellipse,cegroupeagittransitivementsur
C
(exercice)
7
etl’espacemétrique
ainsiobtenuesthomogène.NousavonsainsitrouvéuneversiondudisquedePoin-
carédansl’intérieurd’uneellipse,souventappelée«modèledeKlein».Trouver
uneisométrieentre
(
C
,
dist
Hilbert
)
et
(
D
,
dist
hyp
)
estmoinsfacile.Notezqueles
deuxmodèlessonttrèsdifférents:lesgéo
désiquesdanslemodèledeKleinsontles
segmentsdedroitesalorsquecellesdudisquedePoincarésontdesarcsdecercle.
Iln’estpasclair
apriori
qu’ilexisteunhoméomorphismedudisquequitransforme
lessegmentsdedroitesendesarcsdecercle.Voiciuneméthode:considéronsles
équationsduseconddegréd’inconnue
z
delaforme
(
1
−
a
)
z
2
+
2
bz
+(
1
+
a
)=
0,
avec
a
,
b
réels,dediscriminant4
(
a
2
+
b
2
−
1
)
.Ainsi,àchaquepoint
(
a
+
ib
)
dudisque
unité,onpeutassocieruneéquationduseconddegréquiauneuniquesolution
z
a
+
ib
dansledemi-plansupérieur
H
.Unexerciceagréableconsisteàmontrerque
latransformation
(
a
+
ib
)
D
z
a
+
ib
H
réaliseuneisométrieentrelamétrique
deKleinetcelledePoincaré(vuedansledemi-plan).
LamétriquedeHilbertesttrèsintéressante(voir[43]pourdenombreuxexemples
etdéveloppements).Notonsquel’ellipsen’estpasleseulconvexeprojectivement
homogène:l’intérieurd’untrianglel’estégalement
8
.Quelleestlamétriquede
Hilbertdanscecas?
5.Tentativesdevis
ualisationdansl’espace
MêmesiRiemannnousaenseignéqu’onpeut(doit?)fairedelagéométriesur
unevariétériemannienneabstraite,beaucoupd’entrenousaimentvisualiserles
surfacescommeplongéesdansl’espaceeuclidien.
Uneapplicationdifférentiable
:
D
R
N
estune
immersionisométrique
si
pourtoutvecteurtangent
v
audisque,ona
v
hyp
=
d
(
v
)
eucl
.Sideplus
est
injective,onparlede
plongementisométrique
.Onprendragardeaufaitquecela
n’entraînepasque
estuneisométriesursonimage,maisseulementquelalon-
gueurhyperboliqued’unecourbetracéedans
D
estégaleàlalongueureuclidienne
delacourbeimagepar
.D’ailleurs,iln’existepasd’application
:
D
R
N
qui
soituneisométriesursonimage,carunetelleapplicationdevraitenvoyerune
géodésiquesurunedroiteetsonimagedevraitdoncêtrecontenuedansunplan
euclidien,cequiestbiensûrimpossible.
Trèstôt,Beltramiaessayédeconstruireunplongementisométriquedudisque
hyperboliquedans
R
3
.Ilyestparvenu
localement
paruneméthodetrèssimple.
Onconsidèreunesurfacederévolutiondontl’équationencoordonnéescylin-
driques
(
r
,
z
)
estdelaforme
r
=
F
(
z
)
.Chercher
F
pourquelasurfacesoitisomé-
triqueaudisquedePoincarérevientàréso
udreuneéquationdifférentielleordi-
nairedusecondordre.Parmisessolutions,ontrouvela
tractrice
,courbesuivie
7
Onpeutcitericilajolieconséquencequ’entireH
ilbert:ilestimpossibledeconstruirelecentre
d’uncercleàl’aided’unerègleseulement.Eneffet,s’ilexistaitunetelleconstruction,saconjuguée
parunetransformationprojectivepréservantlecercleconstruiraitn’importequelpointdudisque:
contradiction!
8
Ainsil’argumentprécédentdeHilbertmontrequelebarycentred’untrianglenepeutpasse
construireavecunerègleseulement;plussu
rprenantquepourlecentred’uncercle?
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parunobjettiréparunecordedelongueurconstanteetdontl’extrémitélibrese
déplacesurunedroite(
FIG
.1.5).
Figure1.5.
Tractrice.
Ainsi,latractricederévolution,souventappelée
pseudosphère
(
FIG
.1.6),estun
modèlelocaldudisquedePoincaré[57].
Figure1.6.
Pseudosphère.
Ilsetrouvecependantquecettetractriceprésenteunpointsingulier(derebrous-
sement)desortequelasurfacederévolutionestégalementsingulièrelelong
d’uncerclederebroussement.Onn’obtientdoncqu’unmorceaudesurfaceiso-
métriqueàunmorceaududisque.Lapartiesupérieuredela
FIG
.1.7(extraite
de[65])montreundisquedepetitrayondans
D
etsonimageisométriquedansla
pseudosphère.Lapartieinférieuremontreunepartiede
D
(d’aire2
)isométrique
aucomplémentaired’unegénératricedansunedemi-pseudosphère.
Figure1.7.
Pseudosphère
etdisque.
HH
E
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D’ailleurs,onnepeutpaséchapperàcessingularités:Hilbertadémontré
9
qu’il
n’existepasdeplongementisométriquedeclasse
C
2
dudisquedePoincarédans
l’espaceeuclidiendedimension3.Ladémonstrationestastucieuse:elleconsiste
enuneanalysedétailléedesdeuxfamillesdelignesasymptotiques
10
surunesur-
facede
R
3
localementisométriqueaudisque.Cescourbesconstituentun
réseau
deTchebychev
,notionintroduitepourunproblèmetrèsconcretdansunarticle
intitulé
Surlacoupedesvêtements
[70].Onconsidèreuntissudansleplanformé
d’unetramedeﬁlsentrecroisés
x
=
i/N
,
y
=
j/N
,
i
,
j
=
0
,...,
N
(avec
N
grand).
Ondéformeensuiteletissudansl’espace
defaçonquelescôtésdechaquemaille,
formantinitialementuncarré,restentdelongueurconstante.Autrementdit,on
considèrelessurfaces«habillées»parletissu
u
:[
0
,
a
]
×
[
0
,
b
]
R
3
tellesque
u/
x
et
u/
y
soientpartoutdenorme1(maispasnécessairementorthogonaux).Il
Figure1.8.
Habillaged’unepartiedelapseu-
dosphère.
setrouvequeleslignesasymptotiquesd’une
surfacelocalementisométriqueaudisquede
Poincaréhabillentcettesurfacedanslesens
précédent(voir
FIG
.1.8).
C’estlepointdedépartdelapreuve
deHilbert.Pourlasuite(intéressante)
voir[20,29,44].Ilestremarquabledeconsta-
terqueceproblèmedeTchebychevconti-
nueàsedévelopper;outrelefaitqu’ils’est
avéréintimementliéauxéquationsauxdéri-
véespartiellesditesdesine-Gordon,onuti-
lisecetyped’idéesdanslaconstructionde
certainsmatériauxd’aujourd’hui(voirpar
exemple[63]).
Figure1.9.
ModèledeBeltrami[16].
LapreuveduthéorèmedeHilbertnepeut
pasêtretrèsélémentairecarcethéorèmeest
fauxenclasse
C
1
.Ilrésulted’unthéorèmede
NashqueledisquedePoincarépeutseplon-
gerisométriquement
enclasse
C
1
dansl’es-
pace
R
3
[36,53].
Àquoiressemblentcesplongements?Il
esttrèsutiled’enconstruiredesmodèles
concrets,parexempleenpapier,commel’a
faitBeltramidèsle
XIX
e
siècle(
FIG
.1.9).
9
Àvraidire,Hilbertsupposaitleplongementanalytiqueetcen’estquebienplustardquelaversion
C
2
aétédémontrée.
10
Soit
m
unpointsurunesurfacelisse
S
plongéedans
R
3
.Notons
leplantangenten
m
et
N
la
droitenormale.Localement,
S
estlegraphed’uneapplication
u
d’unvoisinagede
m
dans
vers
N
.
Ladifférentiellesecondede
u
en
m
estla
secondeformequadratiquefondamentale
aupoint
m
.Les
directionsisotropesdecetteformequadratique,siellesexistent,sontles
directionsasymptotiques
etlescourbespartouttangentesàl’unedecesdirectionssontles
lignesasymptotiques
de
S
[20].
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Prenezungrandnombredetriangleséquilatérauxencarton,disonsdequelques
centimètresdecôté,collez-lesbordàbordenprenantsoinquechaquesommet
soitentourépar7triangles:vousobtenezuneapproximationd’unmorceaud’un
disquedePoincaré(
FIG
.1.10).Notezqu’enremplaçant7par6,vousconstruisez
unplaneuclidienpavédelamanièrehabituellepardestriangleséquilatéraux.
Enutilisant5trianglesautourdechaquesommet,onconstruitunesphère,pavée
commeundodécaèdre.(Quesepasse-t-ilavec4,3,2triangles,avec8,9,etc?).
Lesiteinternetremarquable[69]proposeuneintroductionvisuelleàlagéométrie
hyperbolique.Unautresiteinternet[71]co
ntientuneexpositionvirtuellevisantà
donneruneintuitiondecetyped’objets.Onydonnemêmedesinstructionspour
réaliserundisquedePoincaréaucrochet(
FIG
.1.11)!
Dans[60],lesauteursn’hésitentpasàévoquerles«jupesàgodets»etcomparent
lapseudosphèreàunlis:
Figure1.10.
Origamihyperbolique[69].
Figure1.11.
Crochethyperbolique[71].
Figure1.12.
Foothyperbolique[71].
Figure1.13.
Jupeàgodets.
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Figure1.14.
LisCalla.
Biensûr,ondisposedethéorèmesgénéraux
deplongementsisométriquesdevariétésrie-
manniennesdeclasse
C
dansdesespaces
euclidiensdedimensionsufﬁsante.D’après
Gromov[36](généralisantdestravauxde
Nash),unevariétériemanniennededimen-
sion
k
seplongeisométriquementenclasse
C
dansunespaceeuclidiendedimension
(
k
+
2
)(
k
+
3
)
/
2.Encequiconcernel’es-
pacehyperboliquededimension
k
(dontnous
n’avonsdiscutéiciquelaversiondedimen-
sion2),ilexisteuneimmersionisométrique
declasse
C
(peut-êtrenoninjective)dans
unespaceeuclidiendedimension
(
5
k
−
5
)
.
Enfait,Blanušaaconstruiten1955unplon-
gement
explicite
declasse
C
dudisquede
Poincarédans
R
6
[14].Ledisquepeut-ilêtre
immergéisométriquementdans
R
4
?Celasembleunequestionouverte.Gromov
démontrecependantquetoutepartiecompactedudisquepeuts’immergerisomé-
triquementdansn’importequel
11
ouvert(nonvide!)de
R
4
.
Detelsplongementssontenfaitdepeud’utilité,carilsnepeuventpasêtrenatu-
rels.Unplongement
naturel
seraitunplongement
i
:
D
R
N
telquepourtoute
isométrie
f
de
D
,ilexisteuneisométrie
f
de
R
N
telleque
i
f
=
f
i
.Untel
plongementnepeutpasexisterpourdesraisonspurementalgébriques:iln’existe
pasd’homomorphismenontrivialdugroupedesisométries(directes)dudisque
verslegroupedesisométriesd’unespaceeuclidien(exercice,pastropfacile!).
Ilexisteenrevanchedesplongementsnaturelsendimension
inﬁnie
.Jemontrerai
plusloinuneconstructionexplicited’unplongement
i
:
D
H
,où
H
estun
espacedeHilbert,vériﬁantlespropriétéssuivantes:
–
dist
hyp
(
x
,
y
)=
i
(
x
)
−
i
(
y
)
2
,pourtous
x
,
y
de
D
;
–
i
estnatureldanslesensprécédent.
6.Unpeudegéométriedestriangles
LethéorèmelepluscélèbredegéométriehyperboliqueestdûàGauß[32]:
Théorème.
L’aired’untriangledontlesanglessont
,
,
est
−
(
+
+
)
.
Avantd’esquisserdeuxpreuvesdecethéorème(ilyenabeaucoupd’autres),ilfaut
expliquerlesmots«triangle,angle,aire».LedisquedePoincaréestunevariété
riemanniennedontlamétrique
ds
=
|
dz
|
/
(
1
−|
z
|
2
)
est
conforme
àlamétrique
11
Onpourraitcroirequ’ilestnécessairequelediamètredel’ouvertsoitsupérieuràceluiducom-
pactmaisiln’enestrien:unplongementisométriquen’estpasuneisométrie!Parexemple,un
plongementisométriquede
R
dans
R
3
n’estautrequ’unecourbeplongée,paramétréeparsonabs-
cissecurviligne;iln’estpasdifﬁciled’«embobiner»unetellecourbedansuneboulearbitrairement
petite.

      

    

  
    
      
        
   
   40
L’HÉRITAGESCIENTIFIQUED’HENRIPOINCARÉ
euclidienne
|
dz
|
;celasigniﬁequelesanglesentredeuxvecteurstangentsenun
mêmepointdudisquesontlesmêmesselonqu’onlescalculepour
ds
oupour
|
dz
|
.
L’élémentd’airehyperboliqueestdonnépar
d
aire
hyp
=(
1
−|
z
|
2
)
−
2
d
aire
eucl
.
Untriangledoitbiensûrêtrecompriscommeétantdéﬁnipartroispointsetlimité
partroissegmentsgéodésiques;iladonctroisanglesetuneaire.
Ilestfaciledes’assurerquelasommedesanglesd’untriangleestbieninférieureà
(placezl’undessommetsaucentredudisqueetcomparezlesanglesdutriangle
hyperboliqueetdutriangleeuclidiendemêmessommets).
Lapremièreesquissedepreuveduthéorèmenécessiteraitpeut-êtrequelques
développementspourlaconﬁrmer,maiselleestassezintuitive.Si
P
estunpoly-
gonegéodésiqueà
n
côtésetd’angles
1
,
...
,
n
,onpose
A
(
P
)=(
n
−
2
)
−
n
i
=
1
i
.
P
1
P
2
Figure1.15.
Découpaged’unpolygone.
Onremarquealorsque:
–siondécoupe
P
endeuxpolygones
P
1
,
P
2
lelongd’unegéodésique,ona
évidemment
A
(
P
)=
A
(
P
1
)+
A
(
P
2
)
(voir
FIG
.1.15);
–si
P
estuntriangledepetitdiamètre,
A
(
P
)
estpetit(«car»dansunpetit
voisinage,unemétriqueriemannienne
est«presque»euclidienne:c’estun
pointqu’ilfaudraitpréciser);
–
A
estbiensûrinvariantparisomé-
tries.
Onpeutalorsmimerlaconstruction
classiquedelamesuredeLebesgue
dansleplan.Onutilise
A
(
P
)
comme
mesured’unpolygoneetondéﬁnitlamesured’unborélienenutilisantdesrecou-
vrementspardespolygones.Ainsi,
A
déﬁnitunemesuresurledisqueinvariante
parisométries.L’homogénéitémontredoncque
A
estunmultipleconstantde
l’airehyperbolique.Nousavonsdonc«établi»que
aire(
P
)=
c
(
n
−
2
)
−
n
i
=
1
i
etilresteàdéterminerlaconstante
c
.Nousneleferonspas,carcecalculn’apas
d’intérêtparticulier;maissurtoutparceq
u’enmultipliantlamétriquedePoincaré
paruneconstante
strictementpositive,laconstante
c
estdiviséepar
2
.Enfait,
lechoixdelaconstantedansladéﬁnitiondelamétriquedePoincaréestsurtout
dictéparledésirdenormaliserlaconstante
c
àlavaleur1,cequiestpossible
puisquenoussavonsdéjàque
c
eststrictementpositive.
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