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    Présentation

    
      Un paradoxe est ce qui défie la raison et semble la mettre en échec. Un paradoxe est ce qui conduit à penser en même temps une chose et son contraire. Un paradoxe est ce qui remet en cause une idée jugée certaine et qui finalement ne l'est certainement pas ! Un paradoxe est une démangeaison, un inconfort mental, une provocation, une obligation faite à l'intelligence de revenir sur elle-même et ses habitudes. Ce livre présente au lecteur cinquante paradoxes sous forme de défis. À chaque fois, un énoncé décrit une situation en apparence absurde ; puis un texte de solution résout l'énigme (lorsque c'est possible) ;enfin quelques commentaires donnent des indications bibliographiques et suggèrent des renvois sur des pages Internet. Ouvrez le livre où vous voulez, et comme vous le feriez avec un mot croisé ou un Sudoku, tentez de résoudre l'énigme qui vous est proposée. Si vous séchez, lisez la solution et les commentaires, vous serez étonné de la simplicité des solutions ou, au contraire, des difficultés inouïes qui peuvent naître d'un énoncé qui tient quelquefois en très peu de lignes…

    

    
      Jean-Paul Delahaye est professeur à l'Université de Lille et chercheur au Laboratoire d'informatique fondamentale de Lille (CNRS).

    

  
    
       
       
       
       
    

    AVANT-PROPOS

    
      Les cinquante petits chapitres de ce livre présentent chacun une énigme fondée sur un paradoxe. Il s'agit du premier ouvrage d'une série, et les paradoxes importants qui ne sont pas abordés ici le seront dans la suite à venir. La moitié du texte environ traite de paradoxes « classiques » dont nous exposons les versions et les solutions les plus récentes. L'autre moitié est dédiée à des paradoxes peu ou pas du tout connus. Nous avons choisi d'attribuer un sens assez large au mot « paradoxe » et regroupé sous ce nom tout ce qui conduit à une contradiction apparente ou à une étrangeté logique, même si celles-ci proviennent d'une erreur de jugement ou de raisonnement — qu'il s'agit alors d'identifier et de corriger -, ou d'une illusion temporaire qui se dissipe aisément. Un certain nombre des paradoxes choisis ont déjà été mentionnés dans notre rubrique mensuelle « Logique et calcul » de la revue Pour la science. La présentation adoptée est ici différente et plus resserrée : les paradoxes sont introduits sous la forme de problèmes. Par ailleurs, les réactions des lecteurs et des informations nouvelles nous ont souvent conduits à revoir nos analyses ou à les affiner. Certaines énigmes proviennent aussi des petits articles que, trois fois par an, depuis huit ans, sous le titre « Paradoxes », nous soumettons aux lecteurs des Nouvelles d'Archimède, la revue culturelle de l'Université des sciences et technologies de Lille. Après les énoncés et les solutions, les notes associées aux énigmes paradoxales indiquent les documents principaux utilisés pour l'élaboration du texte, fixent quelques repères historiques et proposent parfois des compléments. La présentation sous forme d'énigmes incite le lecteur à réfléchir par lui-même, car un paradoxe est d'autant plus intéressant qu'on cherche à le démonter soi-même. Parfois l'énigme est facile, parfois elle est tellement difficile que personne ne sait la résoudre aujourd'hui (mais identifier ces cas constitue en soi un jeu). La variété des 50 énigmes entretient la surprise et l'étonnement. Après un paradoxe purement graphique, vous trouverez peut-être une erreur volontaire de raisonnement produisant une contradiction ridicule, puis une authentique antinomie philosophique encore non résolue sur laquelle les logiciens se cassent toujours le nez, avant de retomber sur un jeu logique provocant, un sophisme ou une énigme que les Grecs jugeaient redoutable et que l'on considère résolue depuis. Les énigmes sont souvent introduites et présentées à l'aide de récits fantaisistes, voire de petits contes ; si les explications données dans la partie solution ou dans la partie note vous paraissent trop détaillées, passez à l'énigme suivante. Les paradoxes sont affaire de goût. Ceux qui plaisent à votre sensibilité vous montreront, comment, derrière le jeu anodin et provocant, se cache une difficulté mathématique, philosophique ou scientifique… Réfléchir en s'amusant, voilà ce que nous avons souhaité, pour nous-mêmes et pour vous.

    

  
    
       
       
       
       
    

    CHAPITRE 1

    Le déménagement miraculeux
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        La personne moyenne est très stupide. Et pourtant la moitié des gens l’est encore plus.

        George Carlin (1937-2008)

      

    

    
      La moyenne, opération simple par excellence, suscite étonnements… et fatalisme pour George Carlin. En toute rigueur sa phrase citée en exergue n’est vraie que si la médiane est inférieure à la moyenne, mais l’idée est là.

      Voyons le paradoxe du déménagement.

      Les âges des cinq habitants de la rue Kurt Gödel sont 8, 14, 20, 23 et 35 ans et leur âge moyen est : (8 + 14 + 20 + 23 + 35)/5 = 20 ans. Les 6 habitants de la rue Alan Turing ont respectivement : 25, 30, 35, 40, 45 et 59 ans et leur âge moyen est : (25 + 30 + 35 + 40 + 45 + 59)/6 = 39 ans. Jacques qui habite la rue Gödel a 35 ans. Il déménage et va habiter dans la rue Turing.

      Maintenant, l’âge moyen dans la rue Gödel est devenu : (8 + 14 + 20 + 23)/4 = 16,25 ans, et l’âge moyen dans la rue Turing s’établit à : (25 + 30 + 35 + 35 + 40 + 45 + 59)/7 = 38,42 ans.

      Ne trouvez-vous pas étrange que les moyennes des âges dans les deux rues aient toutes les deux diminué ? Si c’est le cas, ne dispose-t-on pas d’une méthode non dolosive pour éviter de vieillir : organiser des déménagements de ce type pour faire baisser les âges moyens de toutes les rues dans toutes les villes !

    

    
      Solution Le déménagement miraculeux

      Il est contraire à l’intuition que le déplacement d’un élément d’un ensemble A vers un ensemble B fasse baisser la moyenne à la fois de A et de B. C’est pourtant tout à fait possible et il n’y a aucune erreur de calcul.

      La moyenne générale des 11 habitants des deux rues est bien sûr inchangée : (8 + 14 + 20 + 23 + 25 + 30 + 35 + 35 + 40 + 45 + 59)/11 = 30,36.

      Cette moyenne peut s’obtenir en faisant une moyenne pondérée des deux premières moyennes : (5/11) × 20 + (6/11) × 39 = 30,36.

      De même, on l’obtient à partir des deux moyennes après déménagement : (4/11) × 16,25 + (7/11) × 38,42 = 30,36.

      Ceci conduit à la remarque — elle aussi choquante pour l’intuition- que lorsque l’on fait la moyenne pondérée de deux nombres, celle-ci peut rester stable même si chacun des deux nombres dont on fait la moyenne diminue.

      En réfléchissant quelques minutes, on comprend quand et pourquoi ces troublants phénomènes numériques des rues Gödel et Turing se produisent. La règle est la suivante :

      – Si on fait passer de A à B un élément dont l’âge x est supérieur à la moyenne de A, et inférieur à la moyenne de B, autrement dit moyenne (A) < x < moyenne (B), alors, les nouvelles moyennes de A et de B baisseront toutes les deux — ce qui n’empêchera pas les moyennes convenablement pondérées de ces moyennes de rester constantes.

      La moyenne des éléments de A baissera, car on aura enlevé à A un élément dont l’âge est plus grand que la moyenne de A, ce qui fait baisser la moyenne de A, c’est évident. Par ailleurs, on aura ajouté à B un élément dont l’âge est inférieur à la moyenne des âges des éléments de B, ce qui fait baisser la moyenne de B, c’est là encore une évidence.

      Loin d’être un phénomène mystérieux et rare, la baisse simultanée de deux moyennes dans le même sens à la suite du déplacement d’un élément se produit à chaque fois que l’on déplace un élément dont l’âge est situé entre les deux moyennes. Si on le déplace vers le groupe qui a la plus forte moyenne, cela fait baisser les deux moyennes et si on le déplace vers le groupe qui a la plus petite moyenne, cela augmente les deux moyennes.

      Bien sûr dans ces changements, la moyenne générale des deux groupes ne change pas et personne ne rajeunit !

      Formulons encore deux remarques.

      – Pour qu’un tel déplacement simultané des moyennes soit possible, il faut trouver quelqu’un dont l’âge soit situé entre les deux moyennes, ce qui est d’autant plus difficile que les deux moyennes sont proches. Dans certains cas, c’est impossible, et en particulier : si A et B ont les mêmes moyennes au départ, tout déplacement d’un élément fera évoluer les moyennes dans deux directions opposées.

      – Un déplacement doublement rajeunissant peut être réalisé plusieurs fois de suite. Dans notre exemple, si, après le premier déménagement, la personne de 23 ans déménage de la rue Gödel à la me Turing, cela fera encore baisser la moyenne d’âge dans les deux rues. Un cas extrême de ces rajeunissements répétés serait constaté si le plus âgé des habitants de la rue Gödel était moins âgé que le plus jeune des habitants de la rue Turing : en effet, dans une telle situation, en faisant déménager du plus âgé au plus jeune les habitants de la rue Gödel vers la rue Turing, les uns après les autres, on constaterait une baisse successive des moyennes des âges des deux rues à chaque nouveau déménagement, jusqu’à ce qu’il ne reste plus qu’un habitant — le plus jeune — dans la rue Gödel.

    

    
      
          Notes
        

      D'autres difficultés et paradoxes liés aux moyennes sont étudiés dans les livres suivants.

      Nicolas Gauvrit, Statistiques : méfiez-vous, Éditions Ellipses Marketing, Paris, 2007.

      Joseph Klatzmann, Attention statistiques ! Comment en déjouer les pièges, Éditions La Découverte, Paris, 1985.

      Stephen Campbell, Flaws and Fallacies in Statistical Thinking, Englewood Cliffs N.J., Prentice Hall, 1974. Nouvelle édition : Dover Publications, 2004.

    

  
    
       
       
       
       
    

    CHAPITRE 2

    La géométrie malmène l’arithmétique

    
      
        Elles ont des yeux et ne voient point.

        Psaumes 115:2-9

      

    

    
      Les paradoxes graphiques sont parmi les plus étonnants : notre œil voit quelque chose et, en même temps, notre esprit nous dit que c’est faux. Le plus classique de tous est celui-ci.
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      Regardez attentivement la figure A et vous conviendrez qu’elle est étrange.

      (a) Un triangle est découpé en quatre morceaux.

      (b) Les morceaux sont déplacés et replacés selon une disposition nouvelle dans le triangle initial.

      (c) Surprise ! Il manque maintenant un carré pour en occuper totalement la surface. Où donc est passé le carré manquant ?

      Ce type de paradoxe est parfois attribué au magicien prestidigitateur Paul Curry qui en 1953 en aurait proposé une première version. Des traces plus anciennes ont cependant été trouvées de découpages analogues et leur origine est en définitive imparfaitement identifiée (voir les notes après la solution).

      Voici quelques autres dessins paradoxaux du même type.

      La figure B est une démonstration « par déplacements géométriques » que 8 × 8 (Faire du carré de gauche) est égal à 5 × 13 (Faire du rectangle de droite).
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      Pourtant 8 × 8 = 64 et 5 × 13 = 65. Aurait-on démontré que : 64 = 65 ?
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      La figure C semble établir que 10 × 13 = 8 × 8 + 8 × 8, c’est-à-dire que : 130 = 128.
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      La figure D, due au psychiatre L. Vosburgh, établit la double égalité paradoxale : 12 × 10/2 = 12 × 10/2 — 2 = 7 × 9 — 4, c’est-à-dire 60 = 58 = 59.

      Faut-il croire nos yeux ou l’arithmétique ?

    

    
      Solution La géométrie malmène l’arithmétique

      Bien sûr l’arithmétique a raison.

      L’aire totale d’une figure plane ne change pas quand on la découpe et que l’on en déplace les composants. Faire glisser les morceaux d’une figure découpée ne diminue pas la surface qu’ils occupent, ni ne l’augmente ! La « loi de conservation des aires » ne peut pas être mise en défaut aussi facilement.

      Après avoir publié cette énigme paradoxale dans la revue de l’Université des sciences de Lille, j’ai reçu des courriers de lecteurs visiblement très troublés par les figures présentées qui mettaient leur raison au défi. Certains proposaient des explications — assez difficiles à suivre bien souvent- qui remettaient en cause les fondements de la logique ou de la géométrie. Pourtant, ce paradoxe graphique est une arnaque élémentaire qu’un regard attentif permet d’élucider.

      En réalité, aucune des deux figures n’est un triangle. En effet, la pente de l’hypoténuse du petit triangle rectangle violet est 2/5 = 0,4 (il y a 2 cases de hauteur et 5 de largeur) alors que celle du petit triangle orangé est de 3/8 = 0,375 : les deux hypoténuses ne s’alignent pas l’une avec l’autre. Dans le premier dessin, le « pseudotriangle » est légèrement creusé, alors que le second est légèrement gonflé, ce qui explique qu’on puisse y loger un carré blanc de plus. Bien sûr, les représentations qui en sont données ont été faites pour masquer le creux et le gonflement.

      Le même genre d’explications s’applique aux autres figures.

      Pour le plaisir, voici un autre découpage montrant cette fois que :

      88 = 89 = 90 = 91.
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          Notes
        

      Martin Gardner consacre le chapitre 8 de son célèbre livre de magie mathématique à ces découpages paradoxaux et y explique en particulier un schéma général basé sur la suite de Fibonacci (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,… chaque terme est la somme des deux précédents) permettant de réaliser des découpages paradoxaux de plus en plus indécelables.

      Martin Gardner, Mathematics, Magic and Mystery, Dover Publications, 1956. Traduction Française : Mathématiques, Magie et Mystère, Éditions Magix, 1995.

      Gardner indique qu'on trouve dès 1794 un découpage paradoxal décrit par William Hooper, dans son ouvrage : William Hooper, Hooper's Rational Recreations, Londres, 1794, vol 4.

      Le découpage en question est le suivant :

    

    
      
        
          [image: 5090_pays_paradoxesi007]
        

      

    

    
      Cependant une recherche récente menée par Douglas Roggers a conduit à la conclusion que la première version imprimée de ce qu'on appelle le paradoxe de Hooper se trouve en fait dans le livre :

      Edmé Gilles Guyot, Nouvelles récréations physiques et mathématiques, 1769-1770.

      Voir des détails à la page Internet :

      Alexander Bogomolny, Hooper's paradox, 2007 :

      http://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Fallacies/HooperParadox.shtml

      Le spécialiste des découpages géométriques, Greg Frederickson, indique une source encore plus ancienne. Pour lui, c'est à l'architecte italien Sebastiano Serlio (1475-1554) qu'on doit le premier découpage paradoxal de ce type. Serlio, involontairement et sans réaliser son erreur, proposa en 1551 le découpage paradoxal suivant qui fut identifié comme fautif par Pietro Catanero en 1567.
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      Voir d'autres précisions dans :

      Greg Frederickson, Dissections : Plane and Fancy, Cambridge University Press, 1997.

    

  
    
       
       
       
       
    

    CHAPITRE 3

    Vous êtes la personne la plus riche du monde
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        Il est beau comme Cré$u$

        L’actrice Mae West décrivant un ami banquier

      

    

    
      Réjouissez-vous, nous allons vous démontrer par deux raisonnements différents — au cas où un seul ne vous suffirait pas — que vous êtes la personne la plus riche du monde.

    

    
      Première démonstration

      Considérons la phrase suivante dont nous ne savons pas pour l’instant si elle est vraie ou si elle est fausse :

      (A) Si (A) alors vous êtes la personne la plus riche du monde.

      C’est une phrase qui parle d’elle-même : la phrase (A) mentionne (A). Cela n’est pas absurde. Par exemple, la phrase « Vous êtes en train de lire cette phrase » parle aussi d’elle-même et est vraie, car au moment où vous la lisez, vous êtes effectivement en train de la lire.

      Raisonnons maintenant à partir de la phrase (A). Supposons que (A) est vraie. Alors la phrase (A) possède une prémisse vraie et est vraie (car j’ai supposé (A)) et donc sa conclusion est vraie (je viens d’utiliser l’évidence suivante, appelée règle du modus ponens : si la phrase « si (1) alors (2) » est vraie et que sa prémisse (1) est vraie alors sa conclusion (2) est vraie). Donc, sous l’hypothèse (A), vous êtes la personne la plus riche du monde.

      Le raisonnement du paragraphe ci-dessus a montré que lorsque je suppose que (A) est vrai, alors vous êtes la personne la plus riche du monde. Autrement dit, il a montré l’implication :

      
          Si (A) dors vous êtes la personne la plus riche du mande.
        

      Mais cette affirmation est exactement ce que dit la phrase (A). Donc la phrase (A) est vraie (cette fois sans rien avoir à supposer). Maintenant nous savons sans avoir à faire d’hypothèse que (A) est vrai. Le raisonnement du paragraphe commençant par « Raisonnons … » montre donc que vous êtes la personne la plus riche du monde sans qu’aucune hypothèse ne soit nécessaire.

      En conclusion, vous êtes bien la personne la plus riche du monde.

    

    
      Deuxième démonstration

      Vous trouvez cela un peu compliqué et vous n’aimez pas les phrases qui parlent d’elles-mêmes. Considérons donc les trois phrases suivantes, dont pour l’instant nous ne savons pas lesquelles sont vraies et lesquelles sont fausses.

      1) La troisième phrase est vraie et vous êtes la personne la plus riche du monde.

      2) La troisième phrase n’est pas vraie.

      3) Une au moins des deux premières phrases est vraie.

      Supposons que la troisième phrase est fausse. Cela signifie que la première et la deuxième phrase sont toutes les deux fausses. Mais si la deuxième phrase est fausse alors la troisième est vraie, et donc, la troisième phrase est à la fois fausse (c’est notre hypothèse) et vraie (nous venons de le déduire), ce qui ne se peut pas. L’hypothèse faite en début du paragraphe conduit à une contradiction ; cette hypothèse est donc fausse (c’est ce qu’on appelle un raisonnement par l’absurde : si supposer que A est faux conduit à une contradiction, c’est que A est vrai).

      Nous avons donc maintenant la certitude que la troisième phrase est vraie et donc que la deuxième est fausse. D’après ce que dit la troisième phrase et en utilisant que la deuxième phrase est fausse, on en conclut que la première phrase est vraie. Il en résulte que vous êtes la personne la plus riche du monde. Or, vous connaissez des gens plus riches que vous. Qu’est-ce qui cloche ?

    

    
      Solution Vous êtes la personne la plus riche du monde

      Les paradoxes présentés sont ce que l’on nomme des paradoxes de l’autoréférence et ce sont de vrais paradoxes en ce sens que si on accepte de considérer que les phrases envisagées sont vraies ou fausses, alors on est conduit inévitablement à des contradictions : il n’y a pas d’erreurs de raisonnement.

      Dans le second raisonnement, l’autoréférence est indirecte (aucune des phrases ne parle directement d’elle-même), mais il y a bien une autoréférence globale car, par exemple, la première phrase parle de la troisième qui, elle, parle de la première.

      Le plus simple paradoxe de l’autoréférence est le fameux paradoxe du menteur : « Je suis en train de mentir. »

      Si la phrase est vraie, c’est que je mens (car elle dit que je mens), mais si je mens, alors c’est que la phrase que je dis est fausse, donc la phrase est fausse. En résumé : si la phrase est vraie alors elle est fausse. C’est une contradiction. Par ailleurs, si la phrase est fausse, c’est que je suis en train de mentir, et donc la phrase est vraie : c’est à nouveau une contradiction.

      La phrase écrite ne peut ni être vraie ni être fausse. Si toute phrase doit être considérée comme vraie ou fausse, alors il y a une contradiction au cœur même de la logique et n’importe quoi peut y être démontré. En particulier, il est vrai que vous êtes l’homme le plus riche du monde, mais aussi que vous êtes l’homme le plus pauvre du monde.

      De nombreuses méthodes et théories ont été proposées pour traiter ces paradoxes, c’est-à-dire les éviter ou les contourner. Le procédé le plus simple, consiste à décréter : les phrases autoréférentes — et les phrases appartenant à des systèmes de phrases contenant des autoréférences indirectes — ne sont pas d’authentiques phrases : elles doivent être interdites comme le sont les phrases grammaticalement incorrectes.

      Cette méthode fonctionne bien, mais elle est assez insatisfaisante puisque certaines phrases autoréférentes comme « vous êtes en train de lire cette phrase » ne créent pas de contradiction et sont, de toute évidence, vraies. D’autres phrases autoréférentes, comme « Vous êtes en train de lire une phrase de 20 mots », sont évidemment fausses, sans que cela entraîne la moindre conséquence gênante.

      Des procédés plus subtils que l’interdiction brutale de toute autoréférence ont été proposés, mais aucun aujourd’hui ne fait l’unanimité chez les spécialistes, et les paradoxes de l’autoréférence restent donc mystérieux. Citons comme solution tolérante aux problèmes des phrases autoréférentes, l’utilisation d’une théorie logique trivaluée. Celle-ci considère qu’une affirmation peut non seulement être vraie ou fausse, mais peut aussi être indéterminée. Cette troisième valeur de vérité qu’on attribuera à la phrase « Je suis en train de mentir » permet de l’accepter donc de la mentionner et de la combiner avec d’autres sans rencontrer de contradiction. Toutes les phrases autoréférentes étant devenues acceptables, certaines, comme « Vous êtes en train de lire cette phrase », se verront conformément à notre attente attribuer la valeur de vérité vraie alors que d’autres comme « Je suis en train de mentir » seront considérées indéterminées. Malheureusement les théories trivaluées de la vérité (il y en a en effet plusieurs) sont elles aussi insatisfaisantes, car elles obligent à revoir tous les principes de raisonnements usuels de la logique classique auxquels on tient beaucoup, car ce sont eux qui donnent leur puissance aux méthodes mathématiques. Le raisonnement par l’absurde (essentiel dans bien des domaines des mathématiques) n’est plus possible avec une logique trivaluée : montrer que A conduit à une contradiction oblige seulement à considérer que A n’est pas vrai, c’est-à-dire faux ou indéterminé.

      Précisons que les paradoxes de l’autoréférence ne contaminent pas les systèmes formels de raisonnements utilisés en mathématiques (il serait très grave pour les mathématiciens de rencontrer des contradictions dans leurs théories). Ces systèmes — par exemple la théorie des ensembles ZF de Zermelo-Fraenkel, utilisable comme base pour toutes les mathématiques -, ne permettent pas la construction de phrases autoréférentes. En effet, un énoncé dans ces systèmes ne peut pas mentionner d’autres énoncés mathématiques, car ceux-ci ne sont pas des objets de la théorie.
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1. Les étiquettes de la crème de gruyère La Vache qui rit sont un exemple d'autoréférence graphique, car la vache de l'image est représentée dans l'image. Ce procédé se nomme l'effet d'abîme. Inspiré d'une gravure d'Escher (L'exposition d'estampes) une forme spiralée de cet effet d'abîme a été mise au point récemment et appliquée à toutes sortes d'images. On nomme « Droste effect » ce nouvel effet. Francesco De Comité de l'Université des sciences et technologies de Lille a réalisé cette image en appliquant la méthode spiralée à l'étiquette de La Vache qui rit.
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2. Deux des plus grands scientifiques du xxe siècle, Kurt Gödel et Albert Einstein.

        

      

    

    
      Les systèmes formels utilisés en mathématiques ne contiennent donc pas de contradictions provenant de la traduction dans leur langage du paradoxe du menteur qui ne peut pas y être exprimé. D’ailleurs ZF et les autres systèmes utilisés couramment en mathématiques, jusqu’à preuve du contraire, ne conduisent pas à des contradictions.

      Les paradoxes de l’autoréférence ne remettent donc pas en cause les formalismes mathématiques : ouf ! Soigneusement adaptés, ils fournissent au contraire des idées pour prouver des théorèmes intéressants. C’est le cas des théorèmes d’incomplétude de Kurt Gödel dont la démonstration utilise l’idée du paradoxe du menteur, sans en déduire de contradiction, mais une propriété logique des formalismes.

    

    
      L’idée est de considérer une formule G dont le sens est : « G n’est pas démontrable dans le système S » : si S est non contradictoire et possède quelques propriétés supplémentaires (possédées par les systèmes formels mathématiques habituels), alors G ne peut pas être prouvé faux, et ne peut pas être prouvé vrai. Il en résulte, que tout système formel non contradictoire est nécessairement incomplet : il ne permet pas la démonstration de tous les énoncés vrais (ce qui est ennuyeux, mais inévitable). D’autres précisions sur ces théorèmes sont données à propos du paradoxe de Berry (voir Énigme 43).

      Pour le plaisir, voici une troisième démonstration de votre richesse logique.

      Considérons la phrase : « Cette phrase est fausse ou vous êtes la personne la plus riche du monde. » Si la phrase est fausse, alors il est faux que « Cette phrase est fausse » (car dire que (A ou B) est faux est équivalent à dire que A est faux et que B est faux). Ce serait une contradiction. Donc la phrase écrite est vraie. Elle a la forme (A ou B) et on vient de voir que A n’est pas vrai, donc B est vrai. Autrement dit : vous êtes la personne la plus riche du monde.

    

    
      
          Notes
        

      Le premier raisonnement proposé pour montrer que « vous êtes l'homme le plus riche du monde » porte parfois le nom de paradoxe de Loeb ou Paradoxe de Curry (il s'agit du logicien Haskel Curry qui ne doit pas être confondu avec Paul Curry du paradoxe géométrique présenté dans l'Énigme 2). Pour plus de détails, consulter :

      J. C. Beall, Curry's Paradox, Stanford Encyclopedia of Philosophy, 2001 :

      http://plato.stanford.edu/entries/curry-paradox/

      Ce paradoxe de Curry n'est pas sans importance en informatique théorique :

      Wayne Aitken et Jeffrey Barrett, Computer Implication and the Curry Paradox, Journal of Philosophical Logic, 33, 6, 631-637, 2004.

      Sur l'auto référence, la circularité et les théorèmes d'incomplétude, il existe une littérature très vaste. Un grand classique est l'ouvrage plein de fantaisie :

      Douglas Hofstadter, Gödel, Escher, Bach : An Eternal Golden Braid, Pearson Education Ltd, 1979. Traduction française : Gödel, Escher, Bach : Les trois brins d'une guirlande éternelle, Dunod, Paris, 2000.

      Pour une solution originale et profonde des paradoxes de l'autoréférence basée sur une conception nouvelle des ensembles (autorisant entre autres choses qu'un ensemble soit élément de lui-même), il faut lire : J. Barwise, J. Etchemendy, The Liar, Oxford University Press, New York, 1984.

      Enfin, le livre suivant contient une immense collection de phrases autoréférentes et paradoxales dont les auteurs ont trouvé des exemples partout dans la littérature, l'histoire, l'actualité et la vie de tous les jours :

      Philippe Boulanger et Alain Cohen, Le trésor des paradoxes, Éditions Belin, Paris, 2007.

    

  
    
       
       
       
       
    

    CHAPITRE 4

    L'interrogation surprise
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        Toujours l’inattendu arrive.

        André Maurois (1946)

      

    

    
      Ce paradoxe a été découvert pendant la Seconde Guerre mondiale. Les autorités suédoises voulant organiser un exercice de défense civile firent annoncer à la radio qu’une alerte se déroulerait la semaine suivante. Elles précisaient que, de façon à ce que l’épreuve se déroule dans des conditions proches des conditions réelles, personne ne connaîtrait à l’avance la date de l’exercice. Le mathématicien Lennart Ekbom réalisa qu’un délicat paradoxe logique résultait de l’annonce. Publié par D. O’Connor en 1948, le problème est maintenant connu dans le monde entier, et donne toujours lieu à un débat entre spécialistes de logique. En voici la présentation la plus connue, nommée L’interrogation surprise.

      Le professeur Martin annonce à ses élèves :

      (a) je ferai une interrogation la semaine prochaine et

      (b) vous ne pourrez pas savoir quel jour elle se déroulera ; ce sera une surprise.

      Jacques, le premier de la classe, raisonne alors ainsi :

      « Nous avons cours avec Monsieur Martin le lundi, le mardi, le mercredi, le jeudi, le vendredi et le samedi. Puisqu’il nous dit que nous ne pourrons pas connaître le jour de l’interrogation, celle-ci ne se déroulera pas le samedi, car samedi matin, sachant que l’interrogation se fera dans la semaine (affirmation a), elle ne pourrait avoir lieu que le samedi et donc nous saurions de manière certaine qu’elle va avoir lieu. Il est donc acquis que l’interrogation n’aura pas lieu le samedi. Mais alors, le vendredi, elle ne peut pas avoir lieu non plus, car sachant qu’elle ne peut pas avoir lieu le samedi, quand nous arriverons dans la classe le vendredi, nous saurions qu’elle va avoir lieu. Il est donc acquis aussi que l’interrogation n’aura pas lieu le vendredi. »
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      En poursuivant de la même manière, Jacques en déduit que l’interrogation ne peut avoir lieu ni le jeudi, ni le mercredi, ni le mardi, ni le lundi et donc qu’elle n’aura pas lieu.

      Pourtant, le mercredi de la semaine suivante, Monsieur Martin fait son interrogation à la grande surprise de Jacques. Monsieur Martin n’a pas menti puisque (a) l’interrogation s’est bien déroulée dans la semaine prévue, comme il l’avait annoncé, et que (b) Jacques a été surpris le jour de l’interrogation.

      Le raisonnement de Jacques semble pourtant parfaitement rigoureux. Comment expliquer ce paradoxe ?

    

    
      Solution L'interrogation surprise

      Pour comprendre le paradoxe, il faut simplifier l’histoire. Imaginons que les élèves de Monsieur Martin n’ont cours avec lui que le lundi et qu’il leur dise « (a) je ferai une interrogation la semaine prochaine et (b) vous ne pourrez pas savoir quel jour elle se déroulera ; ce sera une surprise. » Jacques pourra alors raisonner ainsi : « Le lundi matin, je saurai que l’interrogation va avoir lieu aujourd’hui (car Monsieur Martin nous dit qu’il fera une interrogation cette semaine et que nous n’avons cours avec lui que le lundi) et qu’elle n’aura pas lieu aujourd’hui (car Monsieur Martin nous dit que nous serons surpris de l’interrogation or si elle a lieu le lundi nous ne serons pas surpris). » De ce que dit Monsieur Martin, on en déduit que l’interrogation aura lieu le lundi et qu’elle n’aura pas lieu le lundi. Il y a contradiction entre les conclusions qu’on tire des affirmations de Monsieur Martin !

      Notons bien que dans le cas d’une semaine complète, il y a aussi une telle contradiction : on déduit que l’interrogation aura lieu dans la semaine — Monsieur Martin l’affirme — et qu’elle n’aura pas lieu dans la semaine — raisonnement de Jacques.
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      La conclusion est simple : ce que dit Monsieur Martin est contradictoire. Monsieur Martin affirme une chose et son contraire à la fois. Dans le cas simplifié, l’évidence de la contradiction rend ridicules les affirmations de Monsieur Martin, alors que dans le cas de la semaine complète de cours, cette contradiction est masquée. Pourtant dans chaque cas, il y a bel et bien une contradiction dans les affirmations de Monsieur Martin.

      Que peut-on déduire des propos de quelqu’un qui se contredit ? Tout et n’importe quoi. Il n’y a pas de paradoxe, seulement un drôle de professeur qui tient des propos incohérents — contradictoires — auxquels on ne doit pas attacher d’importance. Il n’a aucune raison d’être fier de nous surprendre puisque quiconque se contredit surprend nécessairement ceux qui croient en la vérité de ses propos.

    

    
      
        Notes
      

      Ce paradoxe a donné lieu à une quantité étonnante de discussions et la solution que nous en proposons n'est pas considérée comme satisfaisante par tout le monde.

      Pour obtenir des informations complémentaires, sachez que ce paradoxe est parfois désigné sous le nom de paradoxe de la pendaison surprise (Unexpected Hanging)

      D. J. O'Connor, Pragmatic Paradoxes, Mind, 57, 358-9, 1948.

      Martin Gardner, The Unexpected Hanging and Other Mathematical Diversions. Simon and Schuster, 1969. Réédition : University Of Chicago Press, 1991. Traduction Française : Le paradoxe du pendu et autres divertissements mathématiques, Éditions Dunod, Paris, 1971.

      Timothy Chow, The Surprise Examination or Unexpected Hanging Paradox, The American Mathematical Monthly, 105, 41-51, 1998. http://www-math.mit.edu/~tchow/unexpected.pdf

    

  
    
       
       
       
       
    

    CHAPITRE 5

    L'hôtel de Hilbert

    
      
        Borné dans sa nature, infini dans ses vœux, L’homme est un dieu tombé qui se souvient des cieux.

        Alphonse de Lamartine
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      Un hôtel infini dont les chambres sont numérotées par les entiers 0, 1, 2, 3, … est complet pour la nuit.

      (a) Arrive un client : « Pas de problème, lui répond le responsable de l’accueil, installez-vous dans la chambre 0, je demande au client de la chambre 0 de passer dans la chambre 1, à celui de la chambre 1 de passer dans la chambre 2, etc. » L’accueil dispose bien sûr d’un téléphone infinitaire qui permet de téléphoner simultanément à toutes les chambres en demandant au client de la chambre n de passer dans la chambre n + 1. Le nouveau client peut donc être accueilli, et cela sans qu’aucun client ne soit privé de chambre.

      (b) Dix minutes plus tard, un autocar arrive. L’autocar est bien sûr infini et les passagers demandent tous à passer la nuit dans l’hôtel. « Pas de problème, répond le responsable de l’accueil au chauffeur du car. Il utilise son téléphone infinitaire et demande au client de la chambre n de passer dans la chambre 2n. Il indique alors au chauffeur du car que le voyageur numéro i (pour i = 0, 1, 2, …) de son autocar dispose de la chambre 2i + 1 -qui est effectivement libre puisque toutes les chambres de numéro impair ont été libérées. Chaque nouvel arrivant trouve à se caser et aucun de ceux qui occupaient l’hôtel — pourtant complet avant l’arrivée du car — n’a été chassé !
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Deux visions de l'hôtel infini par Francesco de Comité.

        

      

    

    
      Cela semble étonnant, mais relisez bien les situations décrites en (a) et en (b), rien n’y est vraiment absurde. L’infini, si on l’accepte, permet ce genre de petit miracle. Le problème à résoudre est lié à cet hôtel infini, appelé Hôtel paradoxal de Hilbert en l’honneur de David Hilbert un des plus grands mathématiciens du XXe siècle.

      (c) Une demi-heure plus tard arrive un groupe plus important encore. Le groupe est constitué d’une infinité d’autocars (A0, A1, A2, …), chacun ayant à son bord une infinité de passagers.

      La question est : comment le responsable de l’accueil doit-il procéder pour résoudre le problème posé par cette brusque arrivée de clients et offrir une chambre à chaque nouvel arrivant sans chasser aucun de ses clients ?

    

    
      Solution L'hôtel de Hilbert
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