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existence des jeux mathématiques est paradoxale:les mathématiques sontdécriées pour leur abstraction et leur difficulté et pourtant c’est la seule disciplinescientifique qui engendre une activité ludique,les 
Jeux mathématiques
.N’écou-tons pas les rares mathématiciens rigoristes qui professent un dédain amusé pour un artqui leur semble incongru:même si les jeux mathématiques n’étaient qu’un amusementcomparée à «de vraies mathématiques»,la parodie est une consécration.Il n’est pas de petit défi.Lors d’un dîner où étaient réunies deux médailles Fields,l’un d’entre eux posa à la cantonade un «petit problème amusant».L’autre médaillé lechercha pendant tout le repas,tout en participant à la conversation générale.Audessert,il avait la solution et,bien évidemment,il était le seul.Un joyeux sourire éclai-rait son visage.Une rubrique de Jeux mathématiques de Jean-Paul Delahaye est une vision d’untoujours surprenant monde de la pensée.Qui imaginerait que les mathématiques aienttant à dire sur les nombres,les formes du monde et sur la vie des hommes? Qui pense-rait que cette suite de propositions logiques nous entraîne aussi loin dans le plaisir desneurones? Car l’imagination du mathématicien guide sa recherche vers des territoiresinexplorés et souvent surprenants.Certaines de ses découvertes,fondées sur desréflexions logiques 
a priori
bénignes de nature (pensons au paradoxe du Crétois qui sedit menteur) sont une contestation paradoxale de l’ordre apparent du monde…Si les jeux mathématiques sont appréciés,c’est qu’ils montrent les mathématiques àl’œuvre dans des situations variées.Ces mathématiques ne sont pas contraintes par des
a priori
sur ce qui est important et sur ce qui l’est moins.Et comme elles n’exigent pasun bagage pesant pour apprécier les résultats obtenus,elles sont d’un abord facile.Tous les mois Jean-Paul Delahaye dévoile dans 
Pour la Science
un nouveau territoireque ses collègues mathématiciens ont défriché ou qu’il a exploré lui-même.Ces chro-niques sont reprises ici dans des chapitres qui intègrent les réflexions de lecteurs.Ainsi,Jean-Paul Delahaye est le continuateur d’une longue tradition de mathémati-ciens qui nous ont donné des divertissements mathématiques.Le premier de ces guidesfut français,Bachet de Meziriac,et il y eut une longue césure de quatre siècles jusqu’àÉdouard Lucas qui renouvela le genre et inventa des histoires qui se transmettent de
Le paradoxe du mathématicien
PRÉFACE
6
Mathématiques pour le plaisir
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   Préface
7
génération en génération.Ainsi les coulissements,qui figurent dans les recueils anciensde jeux,sont aujourd’hui une illustration frappante de l’explosion combinatoire:il nesuffit pas d’avoir un algorithme pour résoudre un problème,il faut qu’il ne prenne pastrop de temps quand on le met enœuvre.L’analyse exhaustive de toutes les suites demouvements possibles est hors de la portée des plus puissants ordinateurs.Le début du 
XX
e
siècle vit la concurrence de deux maîtres du genre,l’Anglais ErnestDudeney et l’Américain Sam Loyd.Martin Gardner enchanta le monde de ses chro-niques dans 
Scientific American
et contribua notablement au succès du magazine.Puis IanStewart prit d’Angleterre le relais avec ses chroniques dans 
Pour la Science
et 
ScientificAmerican
et Jean-Paul Delahaye,depuis 18 ans,a conquis par ses livres et les colonnesdans 
Pour la Science
,une armée d’amateurs éclairés par ses écrits.Chacun de ces auteursa son style et Jean-Paul Delahaye a intitulé sa rubrique 
Logique et calcul
en prolongationde son activité de professeur et de chercheur à l’Université de Lille.Jean-Paul Delahayeest le premier des auteurs mentionnés qui a su intégrer dans ses colonnes les nouveautésinformatiques apparues au tournant du siècle.La surprise fut de taille:l’informatiquen’est pas seulement utilisée pour démontrer des théorèmes,mais pour en découvrir denouveau,inventer des mondes fantastiques comme le fait JosLeys,revisiter les problèmesanciens comme le nombre optimal de billets de banque pour faire l’appoint.Ainsi les mathématiques se constituent en intégrant et en fécondant de nouvellesdisciplines,en se redéfinissant à la mesure de leurs progrès.Jean-Paul Delahaye vouspropose un voyage ludique vers ces nouveaux et divers rivages à découvrir 
pour le plaisir
…
Philippe Boulanger
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9
C’
est une erreur de croire que les mathématiques sont difficiles et que s’y adon-ner est toujours une épreuve plus ou moins pénible,que personne ne choisitd’affronter sans y être forcé.D’abord la musique est toujours d’une façon ou d’une autre un jeu abstrait et gratuit,qui fait ressentir l’infinie beauté des formes pures et immatérielles,formes qui justementsont ce qui préoccupe le mathématicien.Édouard Herriot exprimait d’ailleurs cela toutsimplement:«La musique est une mathématique sonore et la mathématique unemusique silencieuse».Mais le plaisir que chacun tire – souvent sans le savoir – des mathématiques ne s’ar-rête pas à la musique.Les arts géométriques et typographiques,les jeux de cartes,avecdes dominos ou avec des damiers,la vie sociale et politique et ses subtiles stratégies,lecommerce ou au-delà des calculs arithmétiques s’opposent des analyses contradictoireset logiques permettant au plus malin (le plus mathématicien?) de l’emporter,le pliagedu papier,le laçage des chaussures,… sont aussi des occasions pour chacun de jouir dessymétries,relations et structures mathématiques qui nous entourent et embellissentnotre vie et nous font nous élever dans un monde parfait et délicieux...qu’il n’est passans intérêt d’avoir compris un peu quand on redescend sur terre.Le but de ce livre est de persuader ceux qui ne le sont pas déjà,que les mathéma-tiques ne se réduisent pas – heureusement – à ce qu’on nous en apprend à l’école,et quepartout présentes,elles sont une source de joies et de satisfactions pour qui sait y consa-crer un peu d’attention et de temps.Composés à partir des articles de la rubrique «Logique et calcul» qui paraissentchaque mois dans la revue 
Pour la science
,les 22 chapitres de ce livre peuvent être lusdans l’ordre que vous voulez,et même partiellement en ne s’attachant qu’aux figures etencadrés si c’est cela votre plaisir...
Jean-Paul Delahaye
INTRODUCTION
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   CHAPITRE 1
L’imagination est bien sûr nécessaire à l’artiste, tout le monde en convient. Il se trouve qu’elle est aussi la qualité principale que doit posséder un bon mathématicien. C’est sans doute la raison qui explique qu’ils s'entendent si bien, et que leur rencontre dans les arts graphiques et la musique en particulierest si féconde. L’ordinateur, comme on va le voir,permet aussi à cette collaboration de produire des œuvres nouvelles d’une époustouflante beauté.
Indra 420
, par Jos Leys, illustre des travaux mathématiquesexplorés par Félix Klein.
Art
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Mathématiques pour le plaisir
C
ertaines lettres de l’alphabet présentent des symétries.Ainsi les lettres majus-cules 
B
,
C
,
D
,
E
,
H
,
K
,
O
et 
X
possèdent un axe de symétrie horizontal:si vousplacez un miroir au-dessus de l’une d’elles (ou en dessous),vous la voyezinchangée dans le miroir.Du coup,certains mots possèdent aussi cette propriété:
BEC
,
BECHE
,
BICHE
,
BOCHE
,
COCHE
,
CODE
,
DECEDE
,
DECIDE
,
DECOCHE
,
DECODE
,
DEDIE
,
DIODE
,
DIOXIDE
(anglais),
ECHO
,etc.(en anglais 
EXCEEDED
atteint 8 lettres).Deux autres symétries sont intéressantes:la symétrie verticale et la symétrie centrale.Les lettres majuscules invariantes par symétrie verticale sont 
A
,
H
,
I
,
M
,
O
,
T
,
U
,
V
,
W
,
X
et
Y
.Malheureusement,un mot composé avec de telles lettres n’aura pas nécessairementd’axe de symétrie vertical,car la symétrie verticale inverse l’ordre des lettres:
TOUT
dansle miroir devient 
TUOT
.En français,seul le nom de la lessive 
OMO
et l’adjectif 
TÔT
sontcomposés de lettres invariantes par symétrie verticale,en même temps qu’ils possèdent unaxe de symétrie vertical (car ce sont des palindromes).
abbc
d
Le premier ambigramme délibéré
(a)
, est la signature de W. H. Hill,qui est aussi l’auteur de la jeune vieille : selon le point de vue on voitune jeune fille ou une vieille femme. LIAR
(b)
de Paul Agule : le menteur
(liar)
a enfin un visage. Deux figures inversables 
(c)
et
(d)
. La premièreest d’un auteur italien inconnu (1870), la seconde est due à l’artisteRedstone et appartient à sa série de boîtes d’allumettes.
Notre capacité à reconnaître des caractères, même imparfaits, est à l’origine d’un art géométrique remarquablement subtil: les symétries réalisées dans les ambigrammes sont des merveilles.
Ambigrammes
1
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13
abcde
fgh
Ambiguïté du graphisme des ambigrammes. 
Présenta-tion d’ambigrammes invariants par symétrie centrale.
(a)
FORMULE: il est exceptionnel qu’une formule n’ait pasde sens! 
(b)
RAPHAËL, comme la précédente, est unevirtuosité de Gilles Esposito-Farèseque le grand peintreaurait aimée. 
(c)
ARTde Burkard Polster (l’art est fait desymétrie). 
(d)
FERMATde Burkard Polster. 
(e)
MENUdeGilles Esposito-Farèse. 
(f)
SYMÉTRIEde Gilles Esposito-Farèse (autoréférent!). 
(g)
JOYEUX-NOËLde Gilles Espo-sito-Farèse (pour vos prochaines cartes de vœux?).
(h)
ART ET SCIENCE est le symétrique «sémantique» dePHILOSOPHIE, un mot «janus» qui nous plonge dans laperplexité: est-il vrai que le renversement de la 
philoso-phy
donne, en anglais, l’art et la science?
2
Les lettres majuscules invariantes par symétrie centrale (si on retourne la feuille,on voitla même lettre) sont:
H
,
I
,
O
,
N
,
S
,
X
et
Z
.Là encore,pour obtenir un mot invariant parsymétriecentrale,il faut non seulement qu’il soit composé uniquement de ces lettres,maisqu’en plus,le mot soit un palindrome.En français,les seuls mots invariants par symétriecentrale sont le banal 
NON
et 
SOS
.Notons que le mot 
NOS
retourné donne 
SON
.Avec desminuscules et en négligeant les points,
nounou
et 
inouï
possèdent aussi une symétrie centrale.En acceptant de voir un «a» lorsqu’on retourne un «e»,et un «e» quand on retourne un«a»,et en faisant abstraction de l’emplacement des blancs la phrase suivante – due à GeorgesPerec – est invariante par symétrie centrale:
endin basnoda a une épouse qui pue
.
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   En anglais,si l’on admet qu’un 
W
retourné est un 
M
,la phrase 
NOWNOSWIMSONMON
(qui signifie 
Maintenant plus de piscine le lundi
) a un centre de symétrie qui respectemême l’emplacement des blancs.Tout en serait resté là dans la recherche des mots et phrases symétriques si l’art typo-graphique n’avait habitué notre système visuel à reconnaître des lettres sous une grandevariété de formes et si les arts graphiques – particulièrement la publicité – n’avaientexploité les formes des lettres,les triturant parfois jusqu’à l’extrême limite de la lisibilité,nous exerçant ainsi à reconnaître partout des symboles et des mots.Un 
V
lu à l’envers peut être reconnu pour un 
A
,un 
S
symétrisé pour un 
Z
,etc.Le choixd’une typographie et l’association de plusieurs lettres permettent aussi de nouvelles trans-formations.Admirer le mot 
ART
dû à BurkartPolster 
(figure 2c)
:fait à partir de trois lettresdont aucune ne possède de centre de symétrie,le mot possède un centre de symétrie.Les symétries changent parfois un mot en un autre.Le magnifique exemple du mot
fermé
qui lorsqu’on le retourne devient 
ouvert
est parfois utilisé pour faire une petitepancarte qui indique si le magasin est ouvert ou fermé.Il en existe en plusieurs versions,notamment une en langue anglaise 
(figures 3d et 3e)
!De telles figures,dénommées dans un premier temps inversions par Scott Kim – lemaître incontesté de cet art–,ont été baptisées ambigrammes par Douglas Hofstadterl’auteur du livre (rempli de symétries en tout genre) 
Gödel-Escher-Bach
.
Les brins d’uneguirlande éternelle
(InterEditions,1985).Le mot ambigramme (ainsi que ses versionsanglaises 
ambigram
,ou italienne 
ambigrami
) semble maintenant avoir été adopté par toutle monde pour désigner ces jeux typographiques et esthétiques.Puisqu’il existe des ambigrammes naturels,il est difficile d’attribuer leur invention àune personne particulière.Néanmoins le plus ancien ambigramme délibéré pourrait bien
14
Mathématiques pour le plaisir
abcde
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   Ambigrammes 
15
être la signature de W.H.Hill auteur d’un très célèbre dessin à double lecture:selon votretempérament ou votre humeur,en regardant le dessin de Hill 
(voir la figure 1) 
vous voyezune jeune fille ou une vieille femme.Cet ambigramme aurait été créé en 1908.Les personnes ayant fait les contributions les plus notables à l’art de l’ambigrammesont Douglas Hofstadter,John Langdon et Scott Kim,auteur chacun d’un ouvrage surle sujet.De nouveaux artistes sont venus aujourd’hui enrichir l’univers de ces formesmagiques.Parmi eux,Punya Mishra,Stephan Gustavson,Ualim Ambipur,et GillesEsposito-Farèse qui a pour nous l’avantage de proposer des ambigrammes avec desnoms et des mots français.Si le sujet vous intéresse réjouissez-vous:un ouvrage enfrançais leur est entièrement consacré,le livre de Burkard Polster aux Éditions 
Écritextes
sous le titre 
Les ambigrammes,l’art de symétriser les mots
(traduit de l’anglais par Fran-çois Almaleh).
Différents faits d’armes graphiques.
(a)
MUSEUM:magnifique graphie de Gilles Esposito-Farèse. 
(b) 
VISIONde Punya Mishra (http://punya.educ.msu.edu/PunyaWeb/ambigrams/). La contrainte satisfaite est double: symé-trie du mot et illustration du sens du mot. 
(c)
ORIGAMIdeScott Kim (www.scottkim.com/inversions/index.html), oùorigami en chinois est écrit avec certaines des lettres dumot origami. 
(d)
OUVERT-FERMÉde Gilles Esposito-Farèse: pour faire des pancartes à épingler sur les porteset ne plus être dérangé par les importuns. 
(e)
OPEN-CLOSEDde David Holst: miracle, même les ambigrammessont traduisibles! 
(f)
YOU-MEde John Langdon: encoreun profond message philosophique sur l’égoïsme!
(g)
CIRCLEdessiné par Scott Kim (www.scottkim.com/inversions/index.html): c’est la quadrature du cercleenfin prouvée: dans un carré, on trouve un cercle! 
(h)
GOLDBACH, un autoglyphe (http:/www.segerman.org/autologlyphs.html; les lettres peuvent se lire comme deschiffres et illustrent alors la conjecture de Goldbach quiaffirme que tout nombre pair supérieur à 2 (ici 624) estsomme de deux nombres premiers (ici 601 et 23).
(i)
FRACTAL, un autre autologlyphe: ce mot dit ce qu’il est.
(j)
5+6= 11 en chiffres romains donne par une symétried’axe vertical 9=4+5. 
3
fghij
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   Bien sûr,vous trouverez aussi de nombreuses pages internet dédiées à ces exercicesde virtuosité typographique.Demandez «ambigram» à votre moteur de recherchepréféré,ou partez de la page de Gilles Esposito-Farèse qui en plus de la très bellecollection présentée indique des liens vers les meilleures pages de l’art ambigramma-tique:http://www.gef.free.fr/ambigallery.html
L’impossible classificationet le programme à ambigrammes
Vouloir classer les ambigrammes est naturel,mais s’il est facile de créer quelques catégo-ries,on découvre vite que l’imagination des artistes géomètres est sans limite.Les catégories suivantes sont les plus pratiquées.1-Ambigramme invariant par symétrie centrale:en retournant la feuille,vousretrouvez le même mot.2-Ambigramme faisant passer d’un mot à un second par symétrie centrale.On peutappeler ces ambigrammes des «janus».3-Ambigramme invariant par symétrie verticale:la moitié droite du mot réfléchiedans un miroir vertical vous donne la moitié gauche ou,ce qui revient au même,unmiroir placé verticalement à droite ou à gauche du mot le laisse inchangé.4-Ambigramme faisant passer d’un mot à un autre par symétrie verticale:le motécrit en dissimule un autre que vous découvrez en lisant le verso de la feuille par trans-parence ou en utilisant une glace que vous placez verticalement à droite du mot.Cependant,toutes sortes de jeux parfois très subtils viennent s’ajouter à ces possibilités.– La lecture de la forme 
(en noir)
et du fond donne deux mots différents ou deux foisle même mot.L’exemple le plus frappant est le 
ME
-
YOU
de John Langdon 
(figure 3f)
.– Les lettres d’un mot se complètent exactement et,comme les pièces d’un puzzle,composent une forme géométrique.Le bel exemple de la transformation d’un carrépar découpage en lettres qui composent le mot 
CIRCLE
est dû à Scott Kim 
(figure 3g)
.– Un mot en écriture européenne utilise une curieuse police de caractère où un
16
Mathématiques pour le plaisir
abc
Un carré «magique» à symétrie verticale 
(a)
.
Cen’est pas un véritable carré magique, car il ne contientpas tous les nombres de 1 à 
n
. Toutefois, comme dans uncarré magique, la somme des cases selon les lignes, lescolonnes et les diagonales est égale à 264, et à l’enversaussi! Sur la figure 
b
, vous pourrez remettre les chiffresdans l’ordre normal sans découper la figure (œuvre de B.Polster). Sur la figure 
c
, l’alphabet de Scott Kim: chaquelettre permet de paver le plan (sans recouvrement nizone non recouverte).
4
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   Chinois peut reconnaître les idéogrammes du même mot.Ainsi Scott Kim nous a donnéle magnifique exemple du mot 
origami 
reproduit sur la figure 3
c
.– Un mot est écrit d’une telle façon qu’il s’évoque lui-même:le nom «autologlyphe»désigne ce type particulier d’ambigrammes.Le mot 
Goldbach(figure 3h)
est écrit avec deslettres qu’on peut voir comme des chiffres évoquant la fameuse conjecture de Goldbach(qui affirme que tout nombre pair supérieur à 2 est somme de deux nombres premiers).Le mot 
fractal
est écrit en écriture fractale 
(figure 3i)
.Bien sûr,le plus amusant est de composer soi-même ses propres ambigrammes.Pourcela,il existe un tableau 
(figure5)
qui constitue une aide appréciable.Cette matrice de 26lignes (notées 
a,b,c,
…,
z
) et 26 colonnes (elles aussi notées 
a,b,c,
…,
z
) propose à l’in-tersection de la ligne 
i
et de la colonne
j
un dessin où on lit un 
i
dans un sens et un 
j
dansl’autre.En l’exploitant,vous composerez automatiquement n’importe quel ambigrammeinvariant par symétrie centrale,et n’importe quel ambigramme transformant par retour-nement de la feuille un mot donné en un autre ayant le même nombre de lettres.Bien sûrle résultat est parfois un peu difficile à lire,mais c’est un point de départ:ce tableau vousguidera dans vos premiers pas.Un programme réalise automatiquement l’extraction deslettres du tableau,vous le trouverez à l’adresse:http://ambigramatic.com
Les formules doublement vraies
Les ambigrammes avec des chiffres sont particulièrement plaisants,car il existe une infi-nité de formules vraies utilisant des chiffres;on peut donc partir à la chasse aux ambi-grammes naturels avec de bons espoirs d’en trouver.Comme nous allons le voirmaintenant,il existe effectivement de nombreuses familles – certaines infinies – d’ambi-grammes naturels composés de chiffres.Les chiffres invariants par symétrie centrale sontle «0»,le «8» et le «1» (à peu de chose près).De plus le «6» et le «9» s’échangent quandon retourne la feuille.Il en résulte que certaines égalités arithmétiques gardent un sensquand elles sont retournées.C’est le cas de l’égalité vraie 88+11=99 qui devient66=11+88,malheureusement fausse.Existe-t-il des égalités vraies gardant un sens quand on les retourne et qui de plusrestent vraies? De telles égalités,que nous nommerons 
doublement vraies
,sont amusantesà étudier.Nous allons les rechercher dans les systèmes de numération unaire,binaire etdécimal,mais libre à vous d’explorer ce monde de petits problèmes en bases 3,4,5,etc.La chasse est fructueuse en base unaire (le nombre 
n
s’écrit en plaçant 
n
chiffres un («1»)côte à côte 111…1),car toute égalité arithmétique n’utilisant que le + et le 
×
est doublementvraie,et cela même si elle comporte des parenthèses:(11+1) 
×
11+11=11
×
(11+11),enretournant la feuille donne (11+11) 
×
11=11+11
×
(11+1).La démonstration que toute égalité vraie en écriture unaire n’utilisant que les opéra-tions + et 
×
est doublement vraie se fonde sur la commutativité de l’addition et de lamultiplication.Il faut aussi noter qu’en n’importe quelle base de numération,touteégalité vraie n’utilisant que des 1,des + et des
×
(ou n’utilisant que des 8,des + et des 
×
)est doublement vraie.C’est le cas par exemple del’égalité:88 = 8
×
8 + 8 + 8 + 8.En numération unaire,d’autres égalités utilisant la soustraction peuvent aussi êtredoublement vraies.Voici une famille infinie de telles égalités doublement vraies:(11 – 1) 
×
(11 –1) =1(111– 1) 
×
(111– 1) =1111(1111–1) 
×
(1111–1) = 11111111,etc.
Ambigrammes 
17
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   À l’endroit,la première égalité est (2 –1)
×
(2–1)=1;à l’envers,elle devient 1 =(1 – 2)
×
(1–2).Il y a vraisemblablement bien d’autres séries infinies d’égalitésdoublement vraies entre nombres écrits en notation unaire.En base de numération binaire:1 s’écrit 1,2 s’écrit10,3 s’écrit 11,4 s’écrit 100,5s’écrit 11,etc.Les égalités doublement vraies sont plus rares,mais il est cependant encoreassez facile d’en capturer.Voici une première famille infinie d’égalités doublement vraiesen numération binaire:1+11+1=101;1+111+1=1001;1+1111+1=10001;etc.En fait,une condition suffisante pour qu’une égalité soit doublement vraie en nota-tion binaire est qu’elle soit vraie et que chacun des nombres qui y apparaît soit inva-riant par symétrie centrale (il faut,dans ce contexte,qu’elle soit un palindrome).Ainsi,
18
Mathématiques pour le plaisir
Faites votre ambigramme:
pour chaquelettre que vous désirez transformer, trouvez lagraphie à l’intersection de la ligne et de lacolonne correspondant à cette lettre et à lalettre symétrique dans le mot, par exemple lapremière et la dernière. Les cases noirescorrespondent aux meilleures paires. Vousobtiendrez alors l’ambigramme lettre par lettre.Le même résultat est automatique sur:http://ambigramatic.com
5
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   (111+1) 
×
101 = 1001
×
11 + 101 + 101 + 11.C’est (7+1)
×
5=9
×
3+5+5+3dans un sens et 3+5+5+3
×
9=5
×
(1+7) dans l’autre.Certaines égalités doublement vraies n’utilisent pas que des nombres palindromes.En voicitrois:1101+11+1011=11011;10111+11001=10011+11101;10111+11001+11=110011Cette dernière égalité traduite en écriture décimale est 23+25+3=51 qui,retournée,devient 51=19+29+3.Une question se pose:quelle est la proportion d’égalités doublement vraies parmitoutes celles utilisant 
n
symboles.Pour 
n
= 3,la réponse est 50 pour cent,car il n’y a quequatre égalités possibles dont deux sont doublement vraies:1=1;0=0 ;1 =0 ;0=1.Bien sûr,pour 
n
plus grand,la proportion va diminuer.Un lecteur aura-t-il le courage detraiter le problème? Le nombre d’égalités augmentant très rapidement en fonction de 
n
,il est sans doute difficile de calculer cette proportion pour 
n
au-delà de 10.Converge-t-elle vers0 à l’infini?
Et en écriture décimale?
Venons-en à présent à l’écriture décimale.Voici quelques familles infinies d’égalitésdoublement vraies.
(a)
Cette série très facile s’adapte sans mal à toute base de numération:1 = 1;11 = 1+1 +...+1+1 (11 fois le ’1’);111 =1+1+…+1 (111fois le ’1’);etc.
(b)
Toujours assez facile et adaptable aux bases de numération ayant le 6 et le 9 parmileurs chiffres:6 = 6 ;66 = 6+ 6+…+6 (11 fois le ’6’);666 = 6+6 +…+6 (111 fois le ’6’);etc.
(c)
Un peu plus intéressante est la série suivante:96=9+6+1+9+6+1+9+6+1+9+6+1+9+6+1+9+6+1 (6 fois 9 + 6 + 1),9696=9+6+1+9+6+1+…+9+6+1(606fois9+6+1)969696= 9+6+1+9+6+1+…+9+6+1 (60606 fois 9+6+1),etc.
(d)
Avec la multiplication:6 = 1
×
6,66 = 11 
×
6,666 = 111 
×
6,etc.
(e)
Avec des 8,des multiplications et des soustractions:(9 –6) = (9–6)
×
1,(99 – 66) = (9–6)
×
(1+ 8+1) +(9 –6)(999–666) = (99–66)
×
(1+8+ 1) +(9 –6)(9999–6666) = (999–666) 
×
(1+8+1) +(9 –6),etc.
(f)
Avec des divisions:(8+1)/(9–6) = (1+1+ 1)/1(88 +11)/(99–66) = (1+1+1)/1(888+111)/(999–666) = (1+1+1)/1etc.
(g)
Un peu plus compliqué:1/11 = (8+88/(8x11))/(18 +81)1/101 = (8 +888/(8x111))/(108+801)1/1001 = (8+8888/(8
×
1111))/(1008+8001),etc.Cherchez-en si vous en avez le loisir et envoyez-les moi,je les collectionne.
Ambigrammes 
19
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Mathématiques pour le plaisir
L
eibniz soutient que:«La musique est un exercice d’arithmétique secrète où l’espritne réalise pas qu’il compte.» Bien longtemps avant,le mythique Pythagore avaitreconnu que l’harmonie musicale exploite des rapports simples entre nombresentiers.Une multitude de liens entre mathématiques et musique ont été découverts ouintroduits,puis étudiés et utilisés par les concepteurs d’instruments ou les compositeurs.Les rapports entre les deux disciplines sont multiformes.Haydn,Bach,Mozart,Chopin et bien d’autres compositeurs ont utilisé systématiquement les opérationsgéométriques que sont la translation (une séquence musicale est recopiée plusieurs fois,décalée dans le temps ou en hauteur) et la symétrie (une séquence est jouée à l’envers ouune séquence est recopiée en échangeant les intervalles montants et intervalles descen-dants).Plus difficile à confectionner,Haydn pour sa 
Symphonie n°47 
a conçu un menuetpalindromique:le jouer de la première note à la dernière ou le jouer de la dernière noteà la première revient au même.Mozart,son contemporain,a écrit un canon à deux voiesne nécessitant qu’une seule partition:les deux interprètes placent la feuille entre eux etla déchiffrent,l’un à l’endroit,l’autre à l’envers.Mozart,en 1791,a aussi inventé lamusique aléatoire:à partir d’une partition et de lancés de dés que vous ferez vous-même,
De la symétrie géométrique à la symétriesonore.
Dans son œuvre Symmetries quicomporte 49 petites pièces pour piano à quatremains, le musicien Tom Johnson dessine sur lapartie gauche de la partition un schéma symé-trique et sur la partie droite il l’harmonise. Cettemise en musique de formes géométriques estune des méthodes de sculpture mathématiquesonore inventée par ce compositeur américainvivant en France, qui depuis plus de 20ansrecherche avec grand soin de nouveaux procédéspour organiser des suites de notes et des accordsà partir d’idées logiques, arithmétiques ougéométriques.
()
()()
()
()
()
()()
()
()
()
()
()
()
()
()
()
8
éme
............................................ 
PP semprePP sempre
= 66
= 90
IIIIII
Les dessins de l’art islamique sont de purs objets mathématiques; Tom Johnson défend une conception analogue pour la musique.
La musique mathématique de Tom Johnson
1
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   La musique mathématique de Tom Johnson 
21
il propose un procédé – aujourd’hui on dit un algorithme – pour que chacun écrive sonpropre morceau de musique… qui ressemblera à un morceau du grand Amadeus.Malgré ces essais et bien d’autres au 
XX
e
siècle,rares sont les musiciens qui conçoiventleurs morceaux comme des structures entièrement organisées par un schéma mathéma-tique inaltérable,sans hasard,ni fantaisie.C’est assez récemment qu’a été proposée laconstruction de pièces musicales comme de purs objets formels fondés sur des principesmathématiques déterminant toute,ou presque toute,la composition.Le musicien qui a exploré avec le plus de soin et de talent cette conception del’écriture musicale est Tom Johnson.Certaines de ses œuvres sont d’étonnantes réus-sites qui proviennent d’un examen approfondi des structures logiques,géométriquesou arithmétiques susceptibles d’agencer des notes;TomJohnson fait intervenir dansses compositions des idées mathématiques inattendues qu’il choisit avec un sensesthétique délicat.
Le catalogue d’accords
Tom Johnson est né dans le Colorado en 1939,il a vécu à New York pendant 15 ans,travaillant comme critique musical pour la revue 
The Village Voice
.Depuis 1983,il résideà Paris où il poursuit son travail de compositeur en compagnie de son épouse EstherFerrer (artiste dont plusieurs œuvres utilisent les nombres premiers).On classe généra-lement Tom Johnson parmi les artistes minimalistes,car,dans ses compositions,il réduitle plus possible le matériel sonore utilisé ou les règles au cœur de sa musique.Il jouitd’une grande notoriété due en particulier à ses œuvres lyriques dont l’
Opéra de quatre
Galileo
.
Pour cette œuvre, Tom Johnson a non seule-ment écrit la partition, mais créé un instrument nouveau,nommé 
Galileo
. Il s’agit d’une série de cinq tiges métal-liques sonores accrochées au bout de fils et qui se balan-cent durant l’exécution du morceau, créant autant dependules. La longueur des cordes a été choisie de tellefaçon que les pendules les plus rapides aient une périodede 1/2, 2/3, 3/4, 4/5 de la période du plus lent. La partitionque TomJohnson exécute avec son instrument est uneexploration systématique de tous les rythmes créés parl’utilisation de deux pendules quelconques, puis trois, puisquatre, puis cinq.
MuseoVostel,MalpatidadeCaseres,Espagne
2
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Mathématiques pour le plaisir
notes
qui a été monté plus de cent fois depuis sa création à New York en 1972.Cet opéra,bien que n’utilisant que quatre notes – 
la,si,ré,mi
– est d’une facture assez classique etn’entre pas dans la classe de ce qu’on peut dénommer ses travaux mathématiques.Les œuvres à base mathématique auxquelles il consacre maintenant l’essentiel de sontemps seront décrites une par une,car malgré la simplicité du résultat final,elles résul-tent le plus souvent de longs et soigneux processus d’élaboration et de sélections.Évoquons d’abord une œuvre minimaliste par excellence:le catalogue d’accords 
(TheChord Catalogue)
conçu en 1986.L’idée est particulièrement simple:partant des 13notesde la gamme tempérée 
do
,
do#
,
ré
,
ré#
,
mi
,
fa
,
fa#
,
sol
,
sol#
,
la
,
la#
,
si
,
do
,TomJohnsonaffirme,avec raison,qu’il existe 8178 accords:on associe les notes par deux,puis partrois,etc.,soit 2
13
=8192 sous-ensembles possibles d’un ensemble à 13 éléments,maisl’accord vide (aucune note) et les 13«accords» d’une seule note n’en sont pas vraimentet,en les retirant,on obtient 8192 – 14= 8178 accords.L’écriture de l’œuvre a consisté à ordonner ces 8178accords.Les accords de deux notessont joués en premier en partant de ceux utilisant les notes les plus basses.Si on désignepar 1,2,3…,13,les treize notes de la gamme,l’œuvre débute par les 78 accords 1–2,1–3,2–3,1–4,2–4,3–4,1–5,2–5,3–5,4–5,etc.,jusqu’à 12–13.Suivent les 286 accords à troisnotes qui sont joués selon le même principe:1–2–3,1–2–4,1–3–4,2–3–4,etc.Le dernieraccord du morceau est l’accord assez fortement dissonant constitué des 13 notes jouéessimultanément.TomJohnson précise qu’une pause doit être insérée à chaque fois que lanote la plus haute change.Écrire la partition ne consiste pas à recopier sur une portée les8178 accords,mais à décrire l’algorithme d’énumération comme nous venons de le faire.
Les Vaches de Narayana
Certains problèmes de mathématiques récréativesdeviennent des morceaux de musique. C’est le casdu problème des 
Vaches de Narayana
que TomJohnson découvrit dans un livre de AndrejKonforo-vitch. Le problème qui suit doit son nom au mathé-maticien indien PanditNarayana (1340-1400).Une vache donne naissance à une autre tous lesans en début d’année, qui elle-même donne nais-sance à une autre chaque année à partir de saquatrième année. Partant d’une vache qui vient denaître, combien y en a-t-il au bout de 20 ans? Lasuite du nombre de vache, année après année, est1, 1, 1, 2, 3, 4, 6, 9, 13, 19,etc. La règle étantdonnée par S
(n)
=S(
n
– 1) + S(
n
– 3).La représentation des vaches se fait par un chiffre: 1pour une vache dans sa première année; 2 pour unevache dans sa deuxième année; 3 pour une vachedans sa troisième année et 4 pour une vache à partirde la quatrième année. Partant de 1, on a successive-ment les troupeaux:1; 2; 3; 4+1; 4+1+2; 4+1+2+3;4+1+2+3+4+1; 4+1+2+3+4+1+4+1+2;4+1+2+3+4+1+4+1+2+4+1+2+3;4+1+2+3+4+1+4+1+2+4+1+2+3+4+1+2+3+4+1...L’opération de transformation d’une suite en uneautre porte le nom de morphisme itéré avec délaiset n’a été étudiée que très récemment. Tom Johnsonavec le mathématicien Jean-Paul Allouche spécia-liste de ce type de structures mathématiques (il aécrit le livre de référence sur le sujet: J.-P.Allouche et J. Shallit, 
Automatic sequences
,Cambridge, University Press, 2003) ont fait de cessuites la base du morceau 
Narayana’s Cows 
que lesaxophoniste Kientzy a enregistré en 2004 (PogusProduction, P21033-2).L’intérêt musical de ces suites réside dans le fait que,sans jamais se répéter périodiquement, chacunepossède une unité structurelle propre que l’oreilleperçoit.Plus généralement, toute règle qui engendre dessuites possédant des régularités mathématiques estsusceptible d’engendrer une musique intéressante.Au-delà des symétries et répétitions diverses que lescompositeurs utilisent depuis toujours, d’autresredondances plus subtiles sont musicalement inté-ressantes et devraient être utilisées systématique-ment par les compositeurs. Le travail de TomJohnson enrichit le catalogue des procédés musi-caux d’écritures.
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Bien sûr,une telle partition est facile àfaire jouer à un ordinateur et le programmequi exécutera la partition n’occupera quequelques lignes.En ce sens,il s’agit d’unemusique minimaliste.Cependant l’œuvreest captivante lorsqu’elle est interprétée parun être humain qui lui donne une tensionparticulière.L’œuvre,qui dure environ uneheure,est difficile à jouer.Tom Johnson,quin’y est arrivé qu’après plusieurs mois d’en-traînements assidus,affirme qu’un seul autremusicien,Samuel Vriezen,réussit à jouercette partition,et l’interprète plus régulière-ment et un peu plus rapidement que lui.Lors de l’interprétation de l’œuvre,toute erreur sera immanquablement perçuepar un auditeur attentif.La structure rigou-reuse évite toute répétition d’accords et faitentendre des montées de notes imbriquées,là encore,sans jamais que la même situa-tion ne se répète.En un sens,ce cataloguepourrait être qualifié de maximaliste!
Symétries
Introduisant un peu plus de fantaisie,les 49morceaux de l’œuvre intitulée 
Symmetries
explo-rent simultanément la symétrie géométrique et sa traduction musicale.Chaque morceauprovient d’un dessin réalisé avec une machine à écrire la musique comme on en fabriquait ily a quelques années avant la mise au point de traitements de texte musicaux spécialisés.Chaque dessin est une création géométrique utilisant comme éléments graphiques de baseles notes – rondes blanches,noires,croches,etc.– et les symboles musicaux usuels dessinéssans faire apparaître les portées 
(figure1)
,le tout possédant une structure évidente.Cette
musique conceptuelle
,comme la qualifie Tom Johnson,fut d’abord publiée telle quelle en 1981.Le musicien qui achetait la «partition» devait donc soit se contenter de l’admirer comme onle fait d’une série de gravures,soit choisir lui-même les notes précises dessinées dans le vide,s’il voulait l’entendre.Tom Johnson a plus tard complété son travail en associant à chaque dessin une harmoni-sation pour piano à quatre mains conforme au schéma géométrique et cette fois-ci dessinéesur des portées.Cette mise en rapports de structures géométriques et de structures sonoresest très réussie.Symmetries a été interprétée plusieurs fois en public,souvent les organisateursy ont associé la projection des schémas géométriques initiaux de la «partition».Un peu comme les membres de l’
Oulipo(Ouvroir de Littérature Potentielle)
qui s’impo-sent des règles secrètes contraignant leurs textes (par exemple ne pas utiliser le «e»),TomJohnson dans sa suite 
Musiques pour quatre-vingt-huit
utilise des règles tirées des mathéma-tiques et fondées sur l’exploitation systématique des 88 touches d’un piano moderne.Le premier morceau est une série de phrases musicales conçues de telle manièreque chacune utilise,une fois et une seule,les 88 touches du piano.Divers schémas
Tom Johnson
Cosinus pour piano
1 .
Cosinus pour piano
(1994).
Cette partition de 1994commence par cette page et les parties suivantes exploitent lamême idée: utiliser des courbes sinusoïdales (correspondant àun son pur de fréquence donnée) dans le schéma de la partition.
3
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Mathématiques pour le plaisir
arithmétiques commandent ces phrases fondées sur des décompositions numériquesde 88:88 =2
×
44,88 =4
×
11,88=4
× 
22,88 =8
×
(8+3),88 = 12
× 
4 + 5
×
8,etc.La partition n’est pas l’écriture note après note des séquences à jouer,mais laprésentation du début juste nécessaire pour que l’interprète saisisse la logique de l’en-semble et en devine le reste.Une fois les premières notes écrites,le compositeur faitsuivre la partition de «…».La partition est donc présentée comme lorsqu’un mathé-maticien propose une série:
/4 =1 – 1/3 + 1/5 – 1/7 + … .Pour jouer de telsmorceaux,il faut non seulement savoir lire une partition,mais être doté d’une bonneintelligence logique!
Musiques pour quatre-vingt-huit
Dans 
Musiques pour quatre vingt-huit
,Tom Johnson propose une pièce intitulée 
Lesnombres de Mersenne
(les nombres de la forme 2
n
–1) qui est une succession de phrasesmusicales dont le nombre de notes est 1,puis 3,puis 7,15,31,63,127,255,511,255,127,63,31,15,7,3,1.Bien qu’assez longues,les phrases sont toutes conçues sur unerègle dont le schéma tient sur une seule page.Il est préférable de comprendre ce schémaplutôt que de suivre les huit pages de la partition détaillée.Une autre pièce doit sa structure à la table de multiplication qui produit un rythmeenvoûtant (plus intéressant que celui du cancre qui lorsqu’on lui demande de réciter lestables de multiplication explique qu’il en a oublié les paroles,mais propose d’en chanterl’air).
Le triangle de Pascal
détermine aussi une pièce rigoureuse composée d’une successiond’accords organisés en fonction du fameux triangle.Toujours dans 
Musiques pour quatrevingt-huit,
les nombres abondants (ceux qui sont inférieurs à la somme de leurs diviseurspropres comme 12 < 1 + 2 + 3 + 4 + 6) sont l’occasion d’une expérimentation rythmique.La dernière pièce de la série exploite le crible d’Ératosthène qui est l’objet d’unetraduction musicale que je vais décrire entièrement.L’idée consiste à associer un nombreentier à chacune des 88 touches du clavier du piano,puis à jouer:
(a)
tous les entiers de 1 à 88;
(b)
1 et 2 suivis de tous les nombres impairs;ce sont les entiers qui restent quand on acriblé (supprimé) les multiples de deux;dans la partition,les notes supprimées sontremplacées par des silences;
(c)
1,2,3,suivis de ce qui reste quand on a criblé les multiples de 3;une régularité ryth-mique très nette est perceptible;
(d)
1,2,3,5,suivis de ce qui reste quand on a criblé les multiples de 5;la régularité ryth-mique est devenue plus complexe;
(e)
1,2,3,5,7 suivis de ce qui reste quand on a criblé les multiples de 7;entre 
(d)
et 
(e)
,seules les notes 49 et 77 ont disparu;les notes jouées sont maintenant celles des nombrespremiers inférieurs à 88 (le nombre 1,contrairement à la convention classique,est consi-déré comme premier);
(f)
Le morceau se poursuit alors en reprenant 
(e)
,puis en énumérant les nombrespremiers au-delà de 88,en associant cette fois les touches du piano aux nombres entre89 et 176,puis aux nombres entre 177 et 264,etc.,jusqu’à 1987.À chaque fois,biensûr,des silences remplacent les notes absentes.Notons que Tom Johnson,pour cettepièce dont la définition complète s’explique en quelques phrases,a pris la peine d’écrirela partition note par note.Sans doute craignait-il que l’interprète ait du mal à déduireassez vite,de tête,les notes à jouer.
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Ce morceau,au sens propre,faitentendre le crible d’Ératosthène et l’irré-gularité de la répartition des nombrespremiers qui pourtant naît de la soustrac-tion répétée de séries régulières.Dans lapartie finale de la pièce,l’énumérationmusicale des nombres premiers faitressentir leur densité décroissante dont lethéorème des nombres premiers,démon-tré par Hadamard et de la Vallée Poussinen 1896,a donné la loi:autour de l’en-tier
n
,la densité des nombres premiers estenviron 1/log
(n)
.
Musiques auto-similaires
L’utilisation de l’arithmétique produitdes résultats dont la structure estparfois trop cachée pour que notreoreille la perçoive clairement et quenotre cerveau l’apprécie.D’autresparties des mathématiques se prêtentmieux aux jeux que TomJohnsonpratique avec une passion déterminée et c’est,sans doute avec les mélodies auto-simi-laires,que le compositeur a le mieux réussi à faire entendre les mathématiques.Cedomaine,à mi-chemin entre la géométrie et l’arithmétique,est une sorte de géométriede la dimension1.Suivons la définition que propose TomJohnson dans son ouvrage théorique 
Self-Simi-lar Melodies
(Éditions 75,1996):une mélodie auto-similaire est une boucle mélodique quis’auto-reproduit sous une certaine forme,à une certaine échelle,à partir d’un certain point.Un exemple fera comprendre l’idée.Partant des nombres de 1 à 43 et du rapport 2,Tom Johnson se demande comment organiser 43notes cycliquement de telle façon qu’enprenant une note sur deux de la mélodie initiale on obtienne une mélodie identique.Pourrépondre,on dessine le schéma:1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 … 1234 5678 …La contrainte impose que les notes 2 et 3 soient identiques,ainsi que les notes 3 et5,les notes 4 et 7etc.En poussant l’analyse jusqu’à son terme,on arrive à la conclusionque la mélodie ne pourra comporter que 4 notes différentes:– la note 1,qui n’est soumise à aucune contrainte;– la note 2 identique aux notes 3,5,9,12,17,22,23,28,33,36,40,42 et 43.– la note 4 identique aux notes 6,7,11,13,20,21,24,25,32,34,38,39 et 41.– la note 8 identique aux notes 10,14,15,16,18,19,26,27,29,30,31,35 et 37.Pour obtenir une mélodie auto-similaire de 43 notes,le compositeur n’a plus qu’àchoisir quatre notes:par exemple,
do
pour 1,
ré
pour 2,
mi
pour 4 et 
fa
pour 8.Ondémontre que si l’on remplace 43 par un autre nombre premier,alors1 formera toujoursun paquet à lui tout seul et que les autres nombres se regrouperont en paquets de tailles
Lavieestsicour-telavieestsicour-telavieestsicour-telamortestsilon-guelamortestsilon-guelamortestsilon-gue
Tom Johnson
La Vie est si courte
for Musica Temporale
Musiques auto-similaires.
Certaines mélodies ont la propriétéqu’en prenant 1 note sur 3, la même mélodie jouée 3 fois pluslentement se retrouve. La pièce 
La vie est si courte
(1998) estconstruite sur une mélodie auto-similaire de ce type.
4
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égales.Lorsque,à la place d’un nombre premier,on prend un nombre composé,alors lesdiverses classes de notes n’ont pas nécessairement le même effectif.Bien sûr,une partition écrite en respectant une telle structure ne peut qu’être musi-calement intéressante puisque la mélodie de base se trouve reproduite en elle-mêmeexécutée à vitesse 1/2,1/4,1/8etc.La présence d’une telle régularité,perceptible àquiconque tend l’oreille,et sans doute repérée inconsciemment.Elle est analogue à l’uti-lisation de la régularité produite par une séquence de notes répétées par translation ousymétrie,qui est utilisée par de nombreux musiciens.Ce type de répétitions homothé-tiques (pratiquées avant Tom Johnson de manière occasionnelle par divers compositeurs)méritait d’être étudié et exploité systématiquement.Johnson l’a utilisé pour concevoir les mélodies de base de la pièce 
La vie est sicourte
pour huit instruments,composée en 1998.La mélodie centrale est obtenue enprenant le nombre21 et le rapport 3 (au lieu de 43 et 2 dans l’exemple précédent).En 2004,le saxophoniste Kientzy a enregistré un morceau de 11 minutes basé sur unemélodie de 8 notes et de rapports 3 et 5 (
Kientzy plays Johnson
,Pogus ProductionsP21033-2,2004).
Pavages rythmiques parfaits
Aujourd’hui Tom Johnson étudie un type de structures mathé-matiques qu’il semble avoir découvert et qu’il utilise commeprocédé de composition nouveau. Tom Johnson nomme cesstructures combinatoires 
pavages rythmiques parfaits
.On se donne une série de 
n
emplacements:0 1 2 3 4 5 … 
n
– 1On nomme 
triplet bien espacé
une suite de trois nombres 
(a bc)
tels que l’écart entre 
a
et 
b
est le même que l’écart entre
b
et 
c
. Les triplets (4 5 6) et (0 3 6) sont des exemples de tripletsbien espacés, l’un d’espacement 1, l’autre d’espacement 3.Le but que Tom Johnson se fixe est de remplir les 
n
emplace-ments donnés par des triplets bien espacés sans laisser devide ni utiliser deux fois le même emplacement et en interdi-sant de plus la présence de deux triplets avec le même espa-cement. L’objectif musical est clair: obtenir une combinaisonrythmique originale sans aucun silence.Pour réussir, il faut évidemment que 
n
soit un multiple de 3.Pour 
n
égal à 3, il y a un pavage parfait (0 1 2), mais iln’utilise qu’un seul triplet et est donc sans intérêt. Pour
n
=6, 
n
=9 et 
n
=12, vous ne trouverez aucun pavagerythmique parfait. En revanche, Tom Johnson en a décou-vert un pour 
n
=15 qui est (0 7 14); (1 6 11); (2 3 4) ;(5 9 13) ; (8 10 12). On peut le représenter par unschéma
(en bas, à gauche).
Pour 
n
=15, il existe un seul autre pavage rythmique parfaitsymétrique du premier.Il n’y a pas de pavage rythmique parfait pour 
n
=18. Enrevanche, pour 
n 
=21, il en existe 9 (auxquels s’ajoutent les9qu’on déduit par symétrie). Voici l’un de ses pavages pour
n
=21:Bien sûr, Tom Johnson, qui continue l’étude de ce problèmecombinatoire avec l’aide du mathématicien Erich Neuwirth, autilisé ces structures pour composer de nouveaux morceauxdont les titres parlent d’eux-mêmes 
Tilework for piano
(2003), 
Tilework for String Quartet
(2003), 
Tilework for FiveConductors and One Drummer
(2004), 
Tilework
, 
14pieces forsolo instruments
(2004).Le problème des pavages rythmiques parfaits par desquadruplets (au lieu de triplets) semble plus difficile 
(voirà la fin du chapitre)
. Il est amusant de constater qu’unmusicien a été amené à poser un problème mathématiquenon trivial en recherchant simplement des combinaisonsrythmiques. 
01234567891011121314
01234567891011121314151617181920
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Le procédé fascinant des mélodies auto-similaires et ses variantes est aussi utilisédans plusieurs morceaux du cahier 
Rational Melodies
écrit en 1982.Ce cahier contientune série de 21 pièces pour instruments solistes,chacune fondée sur une idée mathématiquerigoureusement transcrite en une partition.Certaines pièces de ce cahier utilisent des algorithmes de pliages de bandes de papier,d’autres reprennent le procédé de l’isorythme déjà utilisé par Guillaume deMachaut(c.1300-1377):une même phrase musicale est jouée plusieurs fois en décalant lapremière note,ce qui produit de nouvelles phrases musicales apparentées à la phrase initiale,mais différentes.D’autres pièces exploitent des permutations systématiques de notes.Ces morceaux dont l’écoute incite à la concentration constituent assurément unemusique originale.Les nouveaux procédés géométrico-logiques qui en constituent lecœur et dont on se demande pourquoi ils n’ont pas été utilisés plus tôt en musique servi-ront sans doute de modèle à d’autres compositions.La suite des 
Rational Melodies
aplusieurs fois été enregistrée et elle prouve définitivement qu’un regard mathématiciensur l’activité de composition permet de renouveler les techniques formelles exploitablesen musique.Je crois tout à fait possible qu’au-delà de sa musique,les idées de TomJohnson donneront,avec le temps,naissance à des morceaux destinés à un large publicqui seront des succès.
«Je veux trouver la musique, pas la composer»
Ce travail de popularisation des procédés nouveaux que TomJohnson met au point nesera sans doute pas opéré par lui-même,car il défend une conception particulière de lamusique qu’il qualifie de platonicienne et qui semble peu compatible avec la diffusionmusicale à large échelle.Donnons quelques précisions sur cette idée originale du travailde compositeur que soutient Tom Johnson.Sa musique dit-il est «une réaction contre le romantisme et l’expressionnisme musi-cal du passé.Je cherche quelque chose de plus objectif,quelque chose qui n’exprime pasmes émotions,quelque chose qui ne tente pas de manipuler les émotions des auditeurs,quelque chose hors de moi-même.(…) Je veux trouver la musique,pas la composer.(…) Si je suis un minimaliste cherchant à travailler avec le moins possible de matérielsmusicaux,c’est pour réduire l’arbitraire expression de moi-même.(…) Les mathéma-tiques sont un moyen pour éviter des décisions subjectives.(…) Je ne suis pas intéressépar l’autobiographie.(…) La vérité est un mot plein de sens pour moi et je le trouvelargement plus utile que le mot beauté qu’on utilise le plus souvent pour décrire ce queles artistes recherchent (…) Je crois que de nombreux phénomènes musicaux ont uneexistence absolue et ne sont pas inventés par les musiciens.C’est bien clair pour les8178 accords faisables avec les notes présentes dans une octave.Les phrases musicalesinversées et les phrases rétrogrades sont d’autres exemples d’absolus musicaux:il ne futpas nécessaire d’attendre qu’un compositeur génial vienne nous expliquer qu’on peutretourner ou jouer à l’envers une mélodie.(…) Les mélodies auto-similaires,lesformules,les automates et d’autres procédés ne sont entrés que récemment dans lelangage musical,car ils sont un peu moins évidents,mais je ne crois pas pouvoir direque nous avons inventé ces choses,nous les avons seulement découvertes.(…) Si uncompositeur peut se satisfaire simplement d’interpréter et de découvrir plutôt que decréer et donc qu’il se concentre sur la vérité plutôt que sur la beauté,alors le résultat seraobjectif (plutôt que subjectif) et nous éviterons la musique autobiographique».
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Les lecteurs de 
Pour la Science
savent tirer parti de l’informatique et ont trouvé des pavages rythmiques parfaits par desquadruplets, ce qui est une découverte.Rappelons l’énoncé du problème posé par le compositeur Tom Johnson qui utilise des pavages rythmiques parfaits pardes triplets dans certaines de ces œuvres et qui souhaitait passer des triplets aux quadruplets.Pour 
n
donné, on cherche une série de groupes de 4nombres (
a
1
; 
a
2
; 
a
3
; 
a
4
), les quadruplets, compris entre 0 etn.Pourqu’une série de quadruplets constitue un pavage rythmique parfait, il faut satisfaire les quatre conditions suivantes:
(a)
Chaque quadruplet doit être régulièrement espacé:
a
2
– 
a
1
=
a
3
– 
a
2
=
a
4
– 
a
3
.
(b)
Les quadruplets doivent être disjoints deux à deux: aucun nombre ne doit être utilisé dans deux quadruplets diffé-rents;
(c)
Les quadruplets doivent utiliser des espacements différents: ainsi, pour deux quadruplets donnés (
a
1
; 
a
2
; 
a
3
; 
a
4
)et (
b
1
;
b
2
;
b
3
;
b
4
), 
a
2
– 
a
1
doit être différent de
b
2
– 
b
1
;
(d)
Les quadruplets ne doivent pas laisser d’espace vide: tous les entiers entre 0 et 
n
doivent être utilisés.Les conditions 
(c)
et 
(d)
entraînent que 
n
+1 est nécessairement un multiple de 4: 
n
+1 =4
k
. Bien sûr, le nombrede quadruplets du pavage rythmique parfait est alors
k
.Le premier lecteur à avoir proposé une solution est Jean-Paul Davalan qui a découvert que pour 
n
+1 =60 =4
×
15(15quadruplets dans le pavage), il existait deux pavages rythmiques 
parfaits
dont voici le premier:
0-16-32-48;1-3-5-7;2-13-24-35;4-22-40-58 ;
6-21-36-51; 
8-14-20-26;9-10-11-12 ;15-29-43-57 ;17-25-33-41 ;18-30-42-54;19-23-27-31;
28-37-46-55; 
34-39-44-49;38-45-52-59;47-50-53-56.
Le second étant obtenu par symétrie: on remplace chaque entier 
m
d’un quadruplet par 59–
m
. J.-P.Davalan aaussi évalué le nombre de pavages rythmiques parfaits par des triplets en fonction de 
k
(
n
+1 = 3
k
) et aussi lenombre de pavages rythmiques parfaits par des quadruplets (
n
+ 1 =4
k
).Trois autres personnes ont trouvé des pavages rythmiques parfaits par des quadruplets. Ce sont Patrick Rietmaker qui
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