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Introduction


Les mathématiques ennuient certains élèves, elles en séduisent d’autres. En cela, leur situation ressemble à celle d’autres disciplines. Pourtant, dans presque tous les pays de l’OCDE, environ 20 % des enfants et adolescents développent à leur endroit des sentiments négatifs, allant de l’anxiété à la phobie, sans qu’on comprenne encore très bien pourquoi1. Dans nos sociétés, les mathématiques sont fortement valorisées : dans les activités professionnelles d’abord puisque le niveau moyen requis pour l’exercice de la plupart des professions est estimé à celui de la classe de troisième2 ; dans la société dite de la connaissance ensuite, objectif dont l’atteinte nécessite une culture scientifique dans laquelle elles ont une part importante ; dans l’école enfin, où elles jouent un double rôle, de discipline phare et d’outil de sélection, l’une et l’autre contribuant à surévaluer les réussites et à dramatiser les échecs. La société française et les autorités s’inquiètent de la performance des élèves de CM1, de CM2, des classes de quatrième et de seconde aux épreuves de différents programmes internationaux (respectivement TIMSS, CEDRE et PISA) dont les résultats convergent pour montrer la baisse de niveau et l’augmentation de l’hétérogénéité des élèves français : les faibles en mathématiques sont plus nombreux que dans d’autres pays, et les très bons, pas aussi nombreux qu’on le supposait3. Ces données amènent à s’interroger sur les décisions à prendre et les moyens à mobiliser pour prévenir une possible poursuite de la baisse en même temps que remédier à celle que l’on observe. La recherche – longtemps ignorée par les ministères concernés – est mise à contribution. Que nous apprend-elle ? Pourrait-elle contribuer, et comment, à améliorer cette situation ?

De manière schématique, les travaux concernant le nombre, son acquisition et son utilisation chez l’enfant et l’adulte apparaissent au début du XXe siècle et ne cessent d’augmenter. Ils se succèdent selon trois périodes. Jusque vers les années 1960, deux préoccupations dominent, toutes deux liées à un souci d’application : premièrement, situer les individus les uns par rapport aux autres ; deuxièmement, chercher à décrire et tenter d’expliquer la difficulté relative des savoirs et savoir-faire arithmétiques et à concevoir des techniques susceptibles d’en améliorer l’apprentissage et l’utilisation. La période située entre 1950 et 1980 est marquée par la diffusion des conceptions de Jean Piaget sur le développement de l’enfant et leur application au champ pédagogique, en relation avec les mathématiques dites modernes. Plus récemment, à partir de 1980, sous l’influence de la neuropsychologie puis des sciences cognitives, un double mouvement, théorique et empirique, a mis en évidence la diversité et la complexité des activités mentales associées aux mathématiques, recherché les fonctionnements cérébraux qui leur sont associés, cherché à les mettre en relation avec les données de la génétique et du développement tout en se préoccupant des applications aux pathologies et à la pédagogie.

 

L’acquisition du nombre : différences interindividuelles et perspectives psychopédagogiques. – Dès le début du XXe siècle, les psychologues s’intéressent à l’acquisition du nombre et de la numération. Leur perspective traduit le souci d’établir des critères de différenciation interindividuels. Il s’agit de ne maintenir, au sein de l’école rendue obligatoire, que les enfants aptes à suivre les programmes établis. Binet élabore en 1905 un premier test dans lequel apparaissent quelques épreuves numériques. En 1908 puis 1911, les épreuves subissent des remaniements qui aboutissent à les ordonner en fonction de l’âge de réussite, par exemple, à 5 ans, compter 4 sous, à 6 ans, 13 sous et à 7 ans, 9 sous (trois simples et trois doubles). D’une part, les auteurs souhaitent élaborer une échelle de développement couvrant les principaux champs, dont celui du nombre. D’autre part, ils recherchent des épreuves pour lesquelles l’amélioration des performances en fonction de l’âge est régulière et s’étale sur une brève période de temps. Ces items permettent d’affecter clairement un individu à un niveau de développement et un seul.

Les chercheurs relèvent que des modifications minimes induisent des différences de performance. Ainsi, Alice Descœudres a comparé les taux de réussite d’enfants de 2 à 6 ans à des épreuves mettant en jeu les mêmes nombres, mais à travers des activités différentes : par exemple, concernant la quantité 3, reproduire un ensemble de 3 objets est réussi (à 75 %) à 3 ans, mais montrer autant d’objets (3) que de doigts ne l’est qu’à 4 ans, dire combien on a entendu de coups frappés (3) à 5 ans et imiter 3 coups frappés à 5 ans et demi4. Que signifie donc « maîtriser » un nombre ? Cela suppose-t-il qu’on soit capable de le mobiliser dans n’importe quelle condition, indépendamment des difficultés liées à l’exécution de telle ou telle tâche ? Suffit-il de l’utiliser dans au moins une épreuve ? Plus généralement se trouve soulevée la question de la construction d’un modèle de développement et de fonctionnement susceptible de rendre compte de ces variations intra- et interindividuelles. Cette question a conduit à établir une échelle de développement des performances arithmétiques chez l’enfant de 5 à 9 ans en combinant deux approches : longitudinale et transversale5.

Le constat de ces variations a amené plusieurs auteurs à adopter un point de vue psychopédagogique. Celui-ci soulève le problème des rapports entre le développement de l’enfant, tel que le décrivent les recherches, et la construction de programmes d’enseignement6. Deux perspectives d’intervention sont envisageables. La première consiste à différer l’introduction de certaines notions ou savoir-faire afin d’adapter la difficulté au niveau supposé de développement des individus. La seconde, plus volontariste, revient à mettre en place un environnement et des interventions susceptibles de susciter ou de soutenir certaines activités et d’induire l’apprentissage de savoirs et savoir-faire.

Pour adapter les programmes comme pour préparer l’environnement, il convient de disposer d’informations relatives au « développement » des élèves. Ces données doivent concerner des apprentissages particuliers, ce qui a conduit à étudier les niveaux de difficulté de tâches bien délimitées. Par exemple, la plus ou moins grande facilité d’apprentissage des 100 premières combinaisons additives (de 0 + 0 à 9 + 9) a été analysée chez des enfants de deuxième année primaire (7-8 ans) soumis pendant vingt jours à un apprentissage des additions par le biais d’un jeu arithmétique7. Les combinaisons additives n’ont pas le même niveau de difficulté. La hiérarchie des réussites8 permet, aujourd’hui encore, de prédire les performances et suggère que les individus recourent au comptage plutôt qu’à une remémoration des résultats. De plus, la corrélation entre la pratique d’un item et le taux de réussite pour cet item reste faible : la répétition systématique ne suffit pas.

Les travaux les plus anciens relativement à l’acquisition du nombre et des opérations arithmétiques ont fait apparaître des thèmes que la psychologie cognitive reprendra : difficulté relative des combinaisons d’opérations ; problème des erreurs ; rapports entre ce que fait un individu (performance) et ce qu’il serait capable de faire (compétence). Ils révèlent aussi l’existence de domaines restés pas ou peu explorés. On ne trouve aucune allusion à l’organisation linguistique des dénominations de nombres. La résolution de problèmes arithmétiques n’a guère retenu l’attention. La question de la nature de la connaissance du nombre n’est pas soulevée.

 

De l’empirisme au constructivisme : le nombre comme invariant fondé sur la logique. – Les travaux conduits au cours de la première moitié du XXe siècle se caractérisent par leur caractère empirique. Les chercheurs visent à décrire l’évolution des connaissances – par exemple les tables de multiplication – et des savoir-faire des enfants, par exemple le traitement des opérations. Ils ne s’interrogent pas sur la définition du nombre, mais s’attachent à en explorer les manifestations. Il s’agit pour eux d’évaluer des niveaux de performance et d’essayer d’élaborer des techniques efficaces d’intervention. Le critère est la réussite.

La convergence des travaux des mathématiciens et des conceptions de Jean Piaget modifie la situation dans les années 1960. Pour Piaget, le nombre est un invariant abstrait, indépendant des configurations sous lesquelles il se manifeste. Le cardinal 7 ne dépend ni des entités matérielles auxquelles il renvoie ni des dispositifs temporels (suites de coups frappés) ou spatiaux (piles ou cercles) par lesquels il se concrétise. L’accès à ce niveau d’abstraction résulte de la coordination d’opérations mentales – la classification et la sériation – qui émanent d’actions intériorisées rendues réversibles (tout ajout peut être annulé par un retrait, et réciproquement). Il se révèle tardif – vers 5-7 ans – et indépendant des pratiques sociales et du langage. Comme les dénombrements et les évaluations de la vie courante sont entachés d’erreurs, le concept de nombre ne peut émerger de pratiques empiriques. La preuve du nombre n’est pas l’exactitude du comptage, mais le fait que, si une collection d’éléments nombreux se trouve devant nous, nous cherchions à les dénombrer à trois reprises et que nous n’aboutissions pas aux mêmes résultats, nous n’en affirmerons pas moins que la quantité est restée identique puisque rien n’a été ajouté ou retiré. La cardinalité se conserve tant qu’elle n’est pas modifiée par des transformations pertinentes : ajouter, enlever. La logique, et non l’empirie, fonde la notion de nombre.

Piaget et ses collaborateurs ont mené des recherches relatives à la conservation des quantités discontinues9. Les matériels et situations varient d’une expérience à l’autre, mais le principe sous-jacent demeure. Par exemple, l’expérimentateur et l’enfant (entre 4 et 8 ans) disposent chacun d’un bocal (A1 ou A2) et placent simultanément, par correspondance terme à terme, à plusieurs reprises, chacun une perle à l’intérieur. Lorsque chacun des récipients contient de 7 à 15 éléments, l’expérimentateur invite l’enfant à reconnaître l’égalité des deux quantités. Il demande ensuite si, en utilisant les perles contenues dans chaque bocal, on pourrait fabriquer deux colliers de même longueur. Cette première phase ne soulève pas de problème, et l’enfant opine. Dans un deuxième temps, l’expérimentateur transvase lui-même (ou incite l’enfant à transvaser) le contenu de l’un des deux bocaux (A1) – l’autre (A2) jouant le rôle de « témoin » – dans un récipient de forme différente : soit haut et étroit (A3), soit bas et large (A4). Il demande alors à l’enfant d’estimer si A3 (vs A4) contient la même quantité de perles qu’A1 (vs A2). Il s’enquiert ensuite de la possibilité de fabriquer avec les perles extraites de A1 (vs A2) et de A3 (vs A4) deux colliers de même longueur (« pareils »).

Piaget interprète les résultats en considérant que l’évolution s’effectue en trois stades. Au stade 1, l’enfant croit que le transvasement de A1 (vs A2) dans un récipient de forme différente (A3 ou A4) modifie la quantité totale de perles et la longueur anticipée du collier. Il considère en général que A3 contient plus que A1 ou A2 parce que « c’est mince et ça va plus haut », alors que A4 contient moins du fait qu’« on a versé dans un petit verre ». À cette période, les quantités seraient d’abord évaluées en fonction de caractéristiques perceptives non coordonnées. Il y aurait focalisation (centration) sur une dimension et une seule et jugement à partir de ce seul point de vue. Le stade 2 se caractérise par des solutions intermédiaires. L’enfant se trouve en effet aux prises avec un conflit entre, d’une part, la conservation contrôlée par l’alignement des niveaux et la correspondance terme à terme et, d’autre part, l’apparence qui semble contredire l’égalité du fait des différences de hauteur et de largeur. Le « conflit cognitif » prend son origine dans la contradiction entre ce qui se déduit et ce qui s’observe. En général, l’enfant affirme la conservation – de la quantité globale ou de la longueur des colliers – dans la mesure où les modifications perceptives restent limitées. Il cède aux apparences lorsque les différences augmentent. Continuer à « croire » à l’équivalence malgré la « contradiction » liée à la perception nécessite une déduction qui ne serait possible, selon Piaget, que grâce à la prise en compte simultanée et coordonnée des deux dimensions : c’est plus haut mais plus mince. Cette « multiplication des relations » s’établit au stade 3. L’enfant n’a plus désormais à réfléchir à la conservation, il en est certain a priori. Les raisonnements et justifications attestent qu’il y a bien coordination des relations concentrées en un acte unique.

En résumé, loin d’être observée, la conservation est conçue comme nécessaire : ni le comptage ni la correspondance terme à terme ne suffiraient à l’assurer, comme l’attestent les réactions des enfants aux stades 1 et 2. Cependant, Piaget est sensible au fait que des modifications minimes – la familiarité des objets ou des situations – peuvent conduire à des réussites plus ou moins précoces ou tardives. Toutefois, ces modifications resteraient sans impact sur l’accès à l’invariance du nombre.

La conception de Piaget a été très influente. D’une part, elle a contribué à amener la recherche fondamentale à explorer les fondements logiques de la pensée mathématique, en particulier la classification et la sériation, dont le nombre serait la synthèse. Elle a privilégié une perspective rationnelle et homogène des activités mentales associées aux mathématiques : la logique sous-tend l’ensemble des savoirs et savoir-faire mathématiques. D’autre part, elle a infléchi les orientations pédagogiques de l’enseignement des mathématiques. L’importance de la logique a conduit à considérer que c’est sur elle qu’il fallait intervenir si on souhaitait améliorer les compétences mathématiques. Les activités portant sur les classifications – mettre ensemble les entités qui partagent des propriétés – et les sériations – ordonner les entités selon une gradation – ont été spécifiquement travaillées. Des matériels et des situations ad hoc ont été conçus de manière à permettre aux enfants de construire l’invariance du nombre, celle-ci n’étant pas empiriquement observable.

De nombreuses objections ont été adressées à la thèse de Piaget et aux pratiques d’enseignement qui s’en sont inspirées10. Deux sont particulièrement critiques en ce qui concerne l’acquisition du nombre. Premièrement, les difficultés et troubles en mathématiques décrits chez les enfants et les adultes sont très divers, depuis l’incapacité à mémoriser les tables de multiplication jusqu’aux erreurs de transcription des nombres en chiffres arabes. La thèse piagétienne qui postule une capacité sous-jacente unique – la logique – peine à rendre compte de l’ensemble des déficits et à proposer des modalités spécifiques d’intervention. Elle ne peut pas non plus intégrer les savoirs et savoir-faire que les enfants manifestent précocement, par exemple le comptage ou le calcul élémentaire. Deuxièmement, le nombre est conçu comme émergeant « spontanément » au cours du développement ; néanmoins, comme les classifications et les sériations en constituent à la fois des composantes et des précurseurs, des activités peuvent être mises en œuvre pour en favoriser le développement. Susciter des entraînements à classer les objets et à les ordonner devrait faciliter l’acquisition du nombre. Par contraste, inciter au dénombrement et aux calculs n’aurait pas d’impact. Douglas Clements11 a organisé pour trois groupes d’enfants de 4 ans et demi un entraînement systématique (3 séances par semaine × 8 semaines). Le premier groupe était aux prises avec des activités à dominante logique (L), le deuxième à des activités numériques (N) alors que le troisième tenait lieu de groupe contrôle (C). La comparaison des performances avant et après entraînement a montré que les gains obtenus par les L et N dépassaient ceux des C. Les deux types d’entraînement ont donc des effets positifs. La comparaison de L et N a mis en évidence que les enfants du groupe L amélioraient leurs scores dans le domaine des activités logiques mais non dans celui qui était relatif au nombre. Par contraste, les sujets du groupe N obtenaient des résultats supérieurs dans les deux types d’activité. Les résultats confortent ceux qui estiment que les progrès dans l’organisation logique de la pensée sont aussi liés à la pratique des activités numériques.

Au total, la conception de Piaget, malgré son influence sur les recherches et les pratiques pédagogiques, ne pouvait ni traiter la diversité des difficultés et troubles ni prendre en compte les savoirs et savoir-faire arithmétiques précoces manifestés par les jeunes enfants. Les changements viendront d’un tout autre domaine : la neuropsychologie.

 

La neuropsychologie et le fractionnement de l’esprit. Une conception intuitive considère que les mathématiques constituent une capacité unique et homogène de l’esprit, comme le suggère l’opinion selon laquelle « on est bon ou mauvais en maths ». La période allant des années 1980 au début du XXIe siècle marque une rupture par rapport à ce point de vue. En effet, une série de recherches en neuropsychologie portant sur l’acalculie12 a contribué à modifier les perspectives.

Ces recherches s’organisent autour de trois idées directrices. Tout d’abord, les capacités arithmétiques ne constituent pas un phénomène unitaire. Elles sont justiciables d’une analyse en composantes élémentaires, modules de traitement autonomes susceptibles d’être affectés de manière isolée et spécifique, par exemple la production en chiffres arabes ou le calcul des soustractions. Ces composantes s’organisent en un système cognitif ayant une architecture précise. Ensuite, l’étude des cas pathologiques ne présente pas qu’un intérêt clinique ou thérapeutique : elle permet la compréhension de l’architecture et du fonctionnement du système cognitif sain. En effet, tout comportement pathologique est conçu comme résultant de l’atteinte d’un ou plusieurs module(s) autonome(s). Dès lors, le fonctionnement résiduel peut être compris comme le fonctionnement général moins la contribution spécifique du module affecté. L’étude des troubles acalculiques permet ainsi de concevoir à la fois un modèle du système cognitif sain et de comprendre les pathologies observées. Enfin, et consécutivement, la méthode d’approche des troubles du traitement numérique est, de manière privilégiée, l’étude de cas pathologiques et même, plus précisément, la recherche de « cas purs » présentant une atteinte limitée portant sur un « module » unique : par exemple, affectant la seule compréhension des signes arithmétiques écrits (+/−/×/÷/)13.

Cette approche a permis de décrire une série d’études de cas et de (doubles) dissociations faisant apparaître l’extrême complexité du système cognitif impliqué dans les traitements mathématiques. Un premier cas est celui d’une femme, Mme Gaddi, dont ni le langage, ni la mémoire, ni le raisonnement ne sont atteints14. Elle sait résoudre sans difficulté les comparaisons du type « qui est le plus grand, Pierre ou Paul ? » ou encore « qu’est-ce qui est le plus lourd, un gramme ou un kilogramme ? ». Elle est pourtant sévèrement acalculique. Le langage, la mémoire et le raisonnement ne suffisent donc pas à assurer de bonnes performances numériques. Le second cas est celui d’un homme, M. Bell, qui souffre de la maladie de Pick15. Son langage a pratiquement disparu, et il ne comprend pas plus ce qu’il entend que ce qu’il lit. Il peut néanmoins additionner et soustraire et, bien qu’il ait « oublié » la plupart des faits multiplicatifs, il sait ce qu’est une multiplication et à quoi elle sert. Il peut également sélectionner le plus grand de deux nombres de deux ou trois chiffres. Ces capacités préservées sont à relier au fait que son lobe pariétal gauche est préservé. Ce lobe serait le site essentiel des habiletés numériques de base. Ces deux études de cas constituent une double dissociation. Celle-ci suggère que les capacités numériques peuvent être spécifiquement affectées par un trouble sans que les capacités langagières le soient, et inversement. Ce constat est interprété comme un argument fort en faveur de l’indépendance de ces deux capacités.

Un autre patient, NAU, présentait une lésion majeure de l’hémisphère gauche16. Cette lésion se traduisait par une alexie et une acalculie sévères ainsi que par des déficits de compréhension. Bien qu’il fût incapable de résoudre des opérations aussi simples que 2 + 2, ce patient pouvait comparer des chiffres simples et des nombres à deux chiffres. Il rejetait également comme fausses des opérations telles que 1 + 3 = 9 mais non telles que 1 + 3 = 3 ou 5. Il fournissait des réponses plausibles à des questions comme « une heure correspond-elle approximativement à 50 minutes ? ». En somme, ce patient avait conservé une capacité à effectuer des évaluations approximatives malgré une atteinte très grave des capacités langagières.

En résumé, les études de cas neuropsychologiques ont mis en évidence que différents types de connaissances contribuent aux traitements mathématiques. Ces traitements sont vulnérables de manière spécifique à la dégénérescence ou aux lésions et sont fonctionnellement indépendants. Des (doubles) dissociations ont été décrites entre connaissances factuelles (savoir que 3 × 2 font 6 sans avoir à compter), connaissances procédurales (savoir résoudre une multiplication avec retenue), connaissances conceptuelles (savoir que l’addition et la soustraction sont des opérations inverses), mais aussi entre calcul exact et calcul approximatif. Bien que séparément représentées dans l’esprit et le cerveau humain, ces composantes sont reliées. On a donc affaire à un réseau qui intègre à la fois une modularité et une coopération des différents types de connaissances.

À partir des années 1990, grâce aux progrès des techniques d’imagerie cérébrale, la neuropsychologie a évolué vers une perspective anatomo-fonctionnelle, mettant en relation les fonctionnements cognitifs et les substrats cérébraux. Les données recueillies sont le plus souvent compatibles avec le modèle dit du « triple code », élaboré par Stanislas Dehaene et Laurent Cohen17. Ce modèle postule l’existence de trois types de représentations chacun associé à des traitements particuliers et à des localisations et circuits cérébraux, chacun susceptible de donner lieu à une atteinte spécifique. La représentation analogique, indépendante de toute notation symbolique, correspond à la sémantique des nombres. Elle permet des calculs approximatifs et des comparaisons de quantités. Elle est assimilable métaphoriquement à une ligne numérique mentale orientée de gauche à droite et compressée vers la droite (les grandes quantités sont plus proches les unes des autres que les petites). Elle est présente dans les deux hémisphères au niveau du cortex pariétal, précisément du sillon intrapariétal. La représentation verbale renvoie aux formes auditives et verbales des dénominations de quantités, mais aussi à l’écriture et à la lecture des formes écrites (en lettres) des noms de nombres. Elle traite la formulation et la mémorisation symbolique verbale des quantités, le calcul mental des opérations simples et le stockage en mémoire des faits numériques (les tables). Elle se situe de manière privilégiée dans l’hémisphère dominant pour le langage (gauche le plus souvent). La représentation arabe utilise un système logographique visuo-spatial indépendant du langage et des lettres, mobilisé pour la résolution des opérations complexes (par exemple 126 × 14). Elle est traitée dans les aires occipito-temporales des deux hémisphères. Des liaisons fonctionnelles relient chacune des représentations aux deux autres. En conséquence, le passage d’un format de représentation (chiffres arabes) à un autre (dénomination orale) n’implique nullement de transiter systématiquement par l’interprétation sémantique : des transcodages directs (dits asémantiques) sont possibles. Ces points sont importants pour aborder les questions relatives à l’acquisition, longtemps ignorées par la neuropsychologie.

 

Vers l’étude de l’acquisition du nombre. – Depuis deux décennies, les techniques ont évolué, permettant l’exploration de dimensions nouvelles. Les théorisations ont été approfondies : toutes suggèrent que la compréhension et l’utilisation du nombre présentent différentes facettes : connaissance des faits numériques ; capacité de mise en œuvre des procédures arithmétiques ; compréhension et utilisation des principes (commutativité, associativité) ; estimation des quantités18. C’est pourquoi les modèles du développement s’articulent avec ceux qui sont inspirés par la neuropsychologie et avec les recherches expérimentales portant sur l’adulte. Une double préoccupation ressort des travaux : aller le plus loin possible dans une description détaillée des performances et de leur évolution ; chercher une intégration fonctionnelle prenant en considération l’évolution des espèces et celle des individus, les apports de la génétique et des troubles, et la mise en évidence de trajectoires différenciées. Même si les échanges ne sont pas toujours faciles entre les différentes perspectives, il existe une indéniable fécondation mutuelle, qui se manifeste dans l’abord des savoirs et savoir-faire mathématiques.

Ce sont les recherches visant à mettre en relation les modifications comportementales et leurs corrélats cérébraux qui ont le plus avancé au cours de la dernière décennie. Même si les données disponibles et fiables restent rares (les populations sont souvent faibles), quelques synthèses existent, qui comparent les configurations et les fonctionnements cérébraux chez l’adulte et à différents moments du développement19.
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