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PREMIÈRE PARTIE

Algèbre






1

Le calcul algébrique 



1.1 Les ensembles et les sous-ensembles de nombres 

N désigne l’ensemble des entiers naturels.

Z désigne l’ensemble des entiers relatifs.

Q désigne l’ensemble des nombres rationnels.

R désigne l’ensemble des nombres réels.

C désigne l’ensemble des nombres complexes.

R* désigne l’ensemble des nombres réels non nuls.

R+ désigne l’ensemble des nombres réels positifs.

R*+ désigne l’ensemble des nombres réels strictement positifs.

[image: image]


[image: image] L’intervalle fermé [a; b] est l’ensemble des réels x tels que a ≤ x ≤ b.

[image: image] L’intervalle ouvert ]a; b[ est l’ensemble des réels x tels que a < x < b.

[image: image] [a; b[ est l’ensemble des réels x tels que a ≤ x < b.

[image: image] [a; + ∞[ est l’ensemble des réels x tels que a ≤ x.

[image: image] ]− ∞; a] est l’ensemble des réels x tels que x ≤ a.

b − a est l’amplitude de l’intervalle [a; b].

 

a et b sont les extrémités ou les bornes et [image: image] est le centre.





1.2 Les règles du calcul dans R


Les puissances

[image: image]





Les fractions 

[image: image]






Simplifications de fractions 


[image: image]





Fraction irréductible 

La fraction est [image: image] irréductible si, et seulement si, PGCD (a, b) = 1.




Les identités remarquables 

[image: image]





Les racines carrées 

Soit a un nombre réel positif.

√a est le réel positif dont le carré est a.




Propriétés

[image: image]


[image: image]


Pour tous réels strictement positifs a et b, on a : [image: image]






1.3 L’ordre et la valeur absolue 


Propriétés des inégalités 

[image: image]





Valeur absolue

La valeur absolue d’un nombre réel a égale le plus grand des deux nombres a et −a. Autrement dit,

[image: image]





Propriétés

[image: image]


La distance entre deux réels a et b est la valeur absolue de la différence des deux nombres. On écrit d (a, b) = |a − b|.





Inégalité et valeur absolue 


[image: image]


[image: image]





Valeur approchée 

On dit que b est une valeur approchée de a à ε près (ε > 0) lorsque l’une des trois propositions équivalentes suivantes est vérifiée :

[image: image] b − ε ≤ a ≤ b + ε

[image: image] −ε ≤ a − b ≤ ε

[image: image] |a − b|≤ ε






1.4 Les équations et les inéquations 


Les équations du premier degré à une inconnue 

Résolution de l’équation ax + b = 0 :

[image: image] Si a ≠ 0 alors l’équation admet une unique solution [image: image]

[image: image] Si a = 0 alors :


	Si b ≠ 0, l’équation n’a pas de solution.


	Si b = 0, l’équation admet une infinité de solutions (tout nombre réel).







Les équations du second degré à une inconnue 

Résolution, dans R, de l’équation ax2 + bx + c = 0 (a ≠ 0) :

On pose ∆ = b2 − 4ac ; ∆ est le discriminant du trinôme.

Si ∆ > 0 alors l’équation admet deux solutions distinctes :

[image: image]


[image: image] Si ∆ = 0 alors l’équation admet une unique solution :

[image: image]


[image: image] Si ∆ < 0 alors l’équation n’a pas de solution dans R.

 

Remarque Pour ∆ ≥ 0, on a : [image: image]

 

La somme des racines du trinôme égale [image: image].

Le produit des racines égale [image: image].




Signe du binôme du premier degré 

[image: image]


P (x) a le signe de a lorsque x est strictement supérieur à [image: image].

P (x) a le signe de −a lorsque x est strictement inférieur à [image: image].




Signe du trinôme du second degré 

[image: image]


Soit ∆ le discriminant du trinôme ax2 + bx + c.

[image: image] Si ∆ > 0 alors P (x) a le signe de a lorsque x prend des valeurs à l’extérieur des racines du trinôme et il a le signe de −a lorsque x prend des valeurs comprises entre les deux racines.

[image: image] Si ∆ = 0 alors P (x) a le signe de a lorsque x est différent de la racine [image: image].

[image: image] Si ∆ < 0 alors P (x) a le signe de a pour tout réel x.




Forme canonique

Tout trinôme du second degré ax2 + bx + c (a ≠ 0) s’écrit sous la forme a (x − α)2 + β avec [image: image].

Cette forme est appelée la forme canonique du trinôme.













2

La trigonométrie 



2.1 Les angles orientés 


Radians et degrés 

Pour passer des radians aux degrés, on multiplie par [image: image]

Pour passer des degrés aux radians, on multiplie par [image: image]




La mesure principale 

Parmi toutes les mesures d’un angle orienté, la mesure principale de cet angle est l’unique mesure qui appartient à ]−π; π].




Propriétés

[image: image] Deux vecteurs non nuls [image: image] et [image: image] sont colinéaires si, et seulement si, ([image: image], [image: image] ) = 0 [2π] ou ([image: image], [image: image] )= π [2π].

[image: image] Deux vecteurs non nuls [image: image] et [image: image] sont orthogonaux si, et seulement si, ([image: image], [image: image] ) = [image: image][2π] ou ([image: image], [image: image] ) = [image: image][2π].




Relation de Chasles

Pour tous vecteurs non nuls u , v et w , on a :

[image: image]








2.2 La trigonométrie 


Le cercle trigonométrique est le cercle de centre O et de rayon 1 sur lequel on a choisi un sens positif, le sens inverse des aiguilles d’une montre.


Les fonctions circulaires

Les fonctions sinus et cosinus, définies sur R, sont périodiques de période 2π.

[image: image]


La fonction tangente, définie sur [image: image], est périodique de période π.

[image: image]


Les fonctions sinus et cosinus sont minorées par −1 et majorées par 1.

[image: image]


Relation fondamentale : cos2 (x) + sin2 (x) =1

Les fonctions sinus et tangente sont impaires.

[image: image]


La fonction cosinus est une fonction paire.

[image: image]





Valeurs remarquables

[image: image]






Formules


[image: image]





Formules d’addition 

[image: image]





Formules de duplication 

[image: image]





Linéarisation 

[image: image]





Les dérivées 

[image: image] Les fonctions sinus et cosinus sont dérivables sur R.

[image: image]


[image: image] Les fonctions u et v définies sur R par u (x) = sin (ax + b) et v (x) = cos (ax + b) sont dérivables sur R et, pour tout réel x, on a :

[image: image]





Les équations trigonométriques 

[image: image] cos (a) = cos (b) ⇔ a = b + k2π ou a = −b + k2π, k ∈ Z

[image: image] sin (a) = sin (b) ⇔ a = b + k2π ou a = π − b + k2π, k ∈ Z
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