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Avertissement

Les ouvrages de la collection ERMEL sur les apprentissages numériques et la résolution de problèmes mettent à la disposition des enseignants et des formateurs les résultats de recherches menées par l'équipe de didactique des mathématiques de l'INRP constituée de professeurs d'IUFM et d'enseignants de l'école primaire.

Ces recherches ont été conduites entre 1985 et 1999, de la Grande Section au CM2, dans le but de repenser l'enseignement des nombres et du calcul en s'appuyant sur de nombreux travaux scientifiques.

Les dispositifs d'enseignement proposés ont ainsi été établis à partir d'un certain nombre d'hypothèses :



- l'importance de la résolution de problèmes par les élèves aussi bien pour favoriser l'appropriation des connaissances que pour aider au développement de méthodes de recherche ;


- le rôle joué par les interactions entre élèves et la nécessité d'argumenter, aussi bien dans les moments de travail en groupes que dans les phases de mise en commun ;


- la nécessité d'articuler des activités de recherche, de synthèse, d'entraînement et de réinvestissement;


- la prise en compte du fait que les concepts se construisent sur une longue période de temps.



Il faut y ajouter le rôle joué par la diversification des contextes ou par la variété des outils mis à disposition des élèves : c'est ainsi que les calculatrices sont utilisées tout au long de l'école élémentaire mais que, dans le même temps, la mémorisation de résultats ou de procédures de calcul et le recours au calcul réfléchi demeurent des priorités constantes.

Ces orientations ne sont pas remises en question actuellement par les travaux récents en psychologie ou en didactique. Elles sont confortées par les programmes de 2002, ainsi que par les documents d'application ou d'accompagnement de ces programmes, aussi bien par l'explicitation des compétences que par la précision accrue des objectifs ou encore par l'importance donnée aux relations avec l'apprentissage de la langue.

Les progressions et les situations proposées dans ces ouvrages ont été expérimentées dans de très nombreuses classes. Avant de leur donner une forme définitive, nous les avons mises à l'épreuve plusieurs fois, dans des contextes sociaux et géographiques différents. C'est ainsi que nous avons pu prendre en compte la diversité des connaissances des élèves et proposer fréquemment des dispositifs de différenciation.

Il y a donc une réelle continuité entre les approches didactiques exprimées dans cette série d'ouvrages du cycle 2 au cycle 3.

Aussi pensons-nous utile que les enseignants et les formateurs puissent continuer à bénéficier de ces ouvrages. Les modifications apportées pour cette nouvelle édition, qui sont donc limitées, concernent principalement quelques améliorations ou corrections ponctuelles, prenant en compte notamment des remarques faites sur quelques situations qui avaient été modifiées au moment du «passage à l'euro».







Préface

Synthèse des travaux réalisés dans le cadre d'une recherche intitulée «Apprentissages numériques et résolution de problèmes chez les enfants de cinq à huit ans », cet ouvrage s'inscrit dans le droit fil d'une longue réflexion qui a conduit à la définition des cycles dans la loi d'Orientation du 10 juillet 1989.

Aussi bien dans le domaine de la langue, orale ou écrite, que dans celui des mathématiques, la grande section de l'école maternelle, le cours préparatoire et le cours élémentaire première année constituent un ensemble cohérent permettant d'organiser, pour chaque notion, des phases de sensibilisation, de structuration et de consolidation.

Une analyse des pratiques antérieures et une prise en compte des travaux les plus récents concernant la psychologie de l'enfant et la didactique ont conduit les auteurs à concevoir, puis à expérimenter une démarche d'apprentissage intégrant les connaissances des élèves et tenant compte de la liaison existant entre l'éducation et la culture.

Des travaux de Jean Piaget, on a souvent retenu que la conservation des quantités est le préalable à toute présentation « mathématique » du nombre à l'enfant. Le programme de 1970 a mis l'accent sur des activités dites « prénumériques », telles que celles relatives à la désignation, au classement et au rangement, et sur la nécessité de développer une pensée logique et relationnelle avant d'aborder le nombre.

Une des conséquences, non voulue certes, de ces impératifs a souvent été une linéarisation de l'enseignement, une décomposition artificielle du complexe en éléments simples et un attentisme exagéré. La question s'est alors posée de savoir si l'utilisation des nombres ne pouvait pas être un moyen d'aider à la construction de la notion de conservation et s'il ne fallait pas envisager les travaux sur les ensembles et la logique autrement que comme une indispensable préparation au numérique.

Deux principes semblent devoir être respectés dans tout apprentissage :



- le respect de la nature «spiralaire qui veut qu'une notion soit successivement rencontrée à des niveaux de complexité différents, avec enrichissements et consolidations périodiques;


- la recherche d'une diversification des approches, donnant à l'ensemble des démarches un aspect en « étoile ».



Ainsi, la construction abstraite d'un bel édifice théorique, satisfaisant le spécialiste qui voudrait transposer à l'école les théories mathématiques achevées, fait place à celle d'un véritable savoir de l'enfant, nourri de ses expériences et de sa curiosité, enrichi par les interactions sociales.

En travaillant sur les « structures », on en vient à négliger les « fonctions » et à oublier que le savoir, avant de devenir autonome, suit le développement des savoir-faire d'action et de pensée. Soulignant la nécessité d'« avoir vécu les nombres pour penser le nombre », conseillant «non pas d'enseigner les nombres, mais de les utiliser», l'ouvrage met en pratique ce que Régine Douady appelle une «dialectique outil-objet » et rappelle ainsi, par l'exemple, que faire des mathématiquesc'est avant tout résoudre des problèmes. La notion de nombre, « prenant du sens avec les problèmes que les nombres permettent de résoudre », se construira peu à peu, par la vertu d'une longue fréquentation : parodiant la maxime de Ludwig Wittgenstein, on pourrait dire que la signification d'un nombre est d'abord son emploi!

Conscients du fait que les mathématiques, comme le langage, sont à la fois instrument de pensée et de communication, les auteurs proposent, avant de procéder à l'étude des objets spécialisés conduisant à une résolution traditionnelle, de recourir à des situations ouvertes, dont l'habillage soit familier, dans lesquelles la construction de «formats» permet, en réduisant les degrés de liberté, d'adapter la complexité de la tâche, tout en faisant précéder la production d'une solution de sa compréhension. Placé en position d'émetteur, dans un cadre ludique encourageant ses initiatives, l'élève perfectionnera lui-même ses outils et prendra conscience de ses « conceptions spontanées»; il abandonnera progressivement le comptage au profit du calcul, passant ainsi de l'état de « novice » à celui d'« expert ».

Les auteurs et les expérimentateurs sont des professeurs d'École normale et des instituteurs; s'appuyant sur leur parfaite connaissance des réalités scolaires, ils présentent ici, de façon très convaincante, une solution aux difficultés rencontrées dans les premiers apprentissages numériques. Le lecteur trouvera, intégrée dans un ensemble solidement charpenté, la réponse à la question qu'il se pose sur les pratiques ordinales, l'introduction du signe « moins » au CP, la mémorisation, la différence entre «calcul réfléchi » et «calcul automatique», la décontextualisation des procédures ou les phénomènes de transfert...

Cet ouvrage, qui vient compléter la série incontournable des ERMEL, constitue un document de référence.

Louis Corrieu

I.G.E.N.







Introduction



« How many questions sums is "Three" the answer to ?» [...] « Squillions... » [...] «Ain't funny, every number is the answer to squillions of questions ?... »1


Fynn, Mister God, this is Anna




Le présent ouvrage, comme le précédent2, est le fruit d'une recherche menée durant trois années (de 1985 à 1988) par notre équipe sous le titre «Apprentissages numériques et résolution de problèmes chez les enfants de 5 à 8 ans ». Cette équipe est composée de professeurs d'une dizaine d'Écoles normales ainsi que de nombreux instituteurs. Au cours de cette recherche, elle s'est attachée à plusieurs tâches :



- analyser les pratiques du moment à la lumière des divers courants pédagogiques et didactiques qui leur ont donné naissance;


- répertorier les difficultés actuellement rencontrées par les enfants des cours préparatoire et élémentaire, et ce à partir de différents travaux de recherche tant sur les apprentissages ou le rôle de la résolution de problèmes, que sur la construction des savoirs et des savoir-faire dans le domaine des activités numériques (voir Bibliographie);


- définir de nouvelles propositions d'enseignement;


- élaborer, enfin, des situations d'apprentissage, les expérimenter et les modifier en fonction de nos nombreuses observations.






Cette origine explique la restriction du sujet : en effet, les mathématiques ne se réduisent pas aux seules activités numériques, ni au CP, ni ailleurs... Cet ouvrage ne prétend donc pas traiter l'ensemble des contenus mathématiques destinés au cours préparatoire.




Ce livre est avant tout un outil de formation qui demande un certain temps d'appropriation. Il est composé de trois grandes parties. Dans la première, plus théorique que pratique, nous exposons nos choix didactiques et les conceptions que nous nous faisons de l'apprentissage (et qui motivent en partie nos choix). Bien que cet essai d'explicitation soit indispensable pour la compréhension de l'ensemble de la démarche proposée, certains pourront trouver plus facile de commencer par la deuxième partie, c'est-à-dire par la présentation des situations destinées aux enfants. Ces deux parties étant en forte interaction, des aller et retour de l'une à l'autre seront certainement nécessaires, mais les situations ne prendront tout leur sens que si elles se placent dans une cohérence, comme le montre la partie théorique.




La deuxième partie est construite autour de quatre thèmes : « Les nombres pour mémoriser», « Des problèmes pour apprendre à chercher», «Les nombres pour anticiper et pour calculer» et «Connaître les nombres». Chacun de ces thèmes est abordé par ses aspects théoriques spécifiques, puis développé à travers des modules centrés sur des objectifs particuliers et décrivant les situationsdestinées aux enfants. À l'intérieur de chacun de ces modules, nous avons tenté de donner au lecteur le maximum d'éléments permettant de choisir telle ou telle mise en œuvre : objectifs spécifiques et procédures visées dans telle situation, variables didactiques... ainsi que quelques commentaires didactiques (en petits caractères) issus des nombreuses observations faites dans les classes. Chaque fois que nous avons pu le faire, nous avons également donné des éléments permettant d'évaluer les acquis des enfants, avant ou après apprentissage. Il est certain que ces informations peuvent paraître bien lourdes, en première lecture, mais elles doivent permettre à chaque maître d'apprécier les enjeux et d'adapter nos propositions à sa propre classe en étant le plus possible conscient des effets que certains choix peuvent avoir sur les procédures des élèves. Au début de chaque thème, une répartition des activités sur l'année est proposée.




La troisième partie est destinée, comme son titre l'indique, à tous ceux qui veulent « en savoir plus », à un moment ou à un autre de leur parcours: lexique, bibliographie, mais aussi quelques textes théoriques et un chapitre présentant un aperçu de ce que nous proposons pour le cours élémentaire.




Enfin, pour faciliter l'organisation du travail sur l'ensemble de l'année, un planning proposant une progression possible est disponible, en fin de volume.




Cet ouvrage paraît au moment où l'école française, maternelle et élémentaire, est restructurée en cycles. Le cours préparatoire se trouve ainsi au centre du cycle des apprentissages fondamentaux. Nos propositions, envisagées dès le début de notre recherche sur trois années, trouvent ainsi une nouvelle structure leur donnant toutes les chances d'être mieux comprises. Le travail mené en grande section, bien que spécifique de la maternelle, constitue ainsi un sérieux point d'ancrage pour le début du cours préparatoire, comme nous avons pu le constater dans les classes suivies depuis 1985. Pour plusieurs thèmes, des activités voisines de celles proposées en grande section sont travaillées en début d'année; elles doivent être choisies et adaptées en fonction de ce que les enfants arrivant à la « grande école » » auront eu l'occasion de faire l'année précédente. Cette continuité ne concerne pas uniquement la cohérence des contenus, mais aussi celle des méthodes de travail. Si le cours préparatoire permet aux enfants de construire progressivement leur capacité à lire et à écrire, il est clair que les maîtres n'attendent pas qu'ils sachent lire pour leur proposer des activités mathématiques et que l'écriture ne peut être utile que si elle vient en son temps, pour traduire des actions qui ont du sens. Les méthodes de travail utilisées en maternelle peuvent nous être d'un grand secours : situations construites à partir de jeux, organisation en petits groupes permettant des verbalisations indispensables, etc. restent tout à fait d'actualité. De même, nous savons que la fin du CP ne constitue pas la fin des apprentissages visés; nous les envisageons, au contraire, dans l'optique d'une continuité avec le CE : apprentissage à la résolution de problèmes, passage du comptage au calcul, connaissance de la désignation des nombres, rien n'est encore achevé.




Certains pourront trouver ce livre assez sévère dans sa forme. Nous espérons, cependant, que les situations riches et variées qu'il propose, d'une part vont renouveler l'intérêt des maîtres pour un enseignement souvent jugé ardu et, d'autre part, vont permettre aux enfants d'avancer sur le chemin de la connaissance des mathématiques avec beaucoup de plaisir. Notre ambition est, en effet, qu'ils continuent à découvrir, avec l'aide de l'adulte et dans des activités qui ont du sens pour eux, les nombres, leurs usages, leurs relations et leurs mystères...



1 «Combien y a-t-il de questions qui se répondent par "trois" ? » [...] «Des fourmillions » [...] «C'est drôle, chaque nombre est la réponse à des fourmillions de questions. », Fynn, Anna et Mister God, Le Seuil, 1990.


2 ERMEL, Apprentissages numériques et résolution de problèmes, Cycle des apprentissages fondamentaux, grande section, Hatier.









Partie 1


Approche théorique







■ Quelle construction des nombres pour les enfants de 5 à 7 ans ?


Alors que la part des activités numériques à l'école maternelle et en début de CP a beaucoup diminué dans les années 1970-1980, une réflexion renouvelée sur les premiers apprentissages des nombres et de la numération permet aujourd'hui d'avancer un ensemble de propositions en faveur du développement de certaines activités numériques dès l'école maternelle dans la perspective d'un cycle d'apprentissage assurant la continuité avec le CP et le CE1.

Nous nous proposons de reprendre ici la plupart des arguments déjà développés dans l'ouvrage consacré à la grande section de maternelle, en insistant toutefois davantage sur certains aspects spécifiques du CP.


Choisir, construire et mettre en place des activités d'enseignement suppose une réflexion organisée autour d'un triple questionnement.

À quels élèves nous adressons-nous?

Que connaissons-nous de leur développement, de leurs capacités cognitives?

Que savent-ils déjà des nombres et de leurs utilisations? Quelles représentations, quelles images s'en font-ils? Comment et dans quelles circonstances les utilisent-ils? Avec quelles difficultés?

Comment les élèves apprennent-ils?

À quelles hypothèses concernant l'apprentissage nous référons-nous? De la réponse apportée à cette question dépendent largement les stratégies d'enseignement proposées.

Quel(s) point(s) de vue retenons-nous sur les concepts à enseigner?

Quels aspects des nombres et de leur construction par les élèves souhaitons-nous privilégier au cours de ces premiers apprentissages, notamment en grande section de maternelle et au CP?




Rares sont les propositions d'enseignement des nombres qui ont explicité clairement les options retenues relativement à ces trois pôles. Il est cependant possible de se faire une idée des points de vue qui ont prévalu au cours des quarante dernières années, notamment à partir de l'examen des textes officiels, d'articles de pédagogie ou de manuels. C'est ainsi que, pendant longtemps, on s'est peu préoccupé de connaître « l'état de connaissance initial » des élèves et donc de prendre en compte les compétences manifestées avant ou en dehors de tout apprentissage scolaire.

Ainsi, dans un article publié dans les Cahiers de pédagogie moderne (Colin-Bourrelier, 1958) consacrés au cours préparatoire, peut-on lire : «C'est du concept de cet enfant "vierge" que doit normalement partir une réflexion qui veut aboutir à l'élaborationd'une méthode et d'une progression valables pour l'enseignement du calcul au CP... », conception irrecevable, même si ces lignes ont été écrites avant le développement de la scolarité préélémentaire.

Dans le même sens, et plus récemment, certains ont pu être tentés d'interdire aux élèves d'utiliser des nombres avant que la « notion de nombre » ne soit construite : d'où, par exemple, le recours imposé à la correspondance terme à terme pour comparer deux collections de quatre et six objets... alors que l'élève sait dénombrer et utiliser le résultat du dénombrement pour comparer !

Concernant le troisième point : les artisans de la réforme de 1970 (dite «des mathématiques modernes ») ont, eux, argumenté leurs propositions en privilégiant une réflexion sur le concept de nombre considéré d'abord du point de vue des mathématiciens, et Piaget a été abondamment sollicité pour justifier les choix opérés à l'époque.

Dans ce chapitre, après avoir analysé succinctement les options retenues au cours des quarante dernières années, nous nous proposons d'éclairer notre conception de la construction des nombres par les élèves de maternelle et du cours préparatoire.




Deux périodes relatives aux premiers enseignements des nombres

Des quarante dernières années, se dégagent deux périodes dont la charnière est marquée par la réforme de 1970. Notre propos n'est pas ici d'en faire une analyse fine, mais plutôt d'en dégager les tendances majeures de manière à mieux situer les propositions d'enseignement faites dans cet ouvrage.





1. 1945-1970 : APPRENDRE LES NOMBRES

Citons in extenso le programme de CP de 1945 :

« Étude concrète des nombres de 1 à 5, puis de 5 à 10, puis de 10 à 20.

Formation, décomposition, nom et écriture. Usage des pièces et billets de 1, 2, 5, 10 francs, du décimètre et du double décimètre gradué en centimètres.

Les nombres de 1 à 100. Dizaines et demi-dizaines. Compter par 2, par 10, par 5. Usage du damier de 100 cases et du mètre à ruban.

Exercices et problèmes concrets d'addition, de comparaison et de soustraction (nombre d'un chiffre, puis de deux chiffres), de multiplication et de division par 2 et 5. »

Et quelques extraits des instructions qui accompagnent ce programme :

« Dans l'enseignement au cours préparatoire, l'apprentissage des nombres doit se faire par l'observation de collections d'objets simples ou usuels, maniés ou dessinés. [...] Pour avoir véritablement la notion d'un nombre, il faut pouvoir le reconnaître sous ses aspects divers; connaître son nom, sa figure, sa constitution. »





1.1 Leçons de choses : répéter, reproduire

L'enseignant présente les nombres aux élèves, les uns après les autres, jusqu'à 5 d'abord, puis jusqu'à 10 (ce qui occupe à peu près le premier trimestre), selon un scénario répétitif dont les phases principales sont (cf. les Cahiers de pédagogie moderne consacrés au CP, 1957, page 59) :



a présentation globale du nombre : montrer la quantité d'objets correspondant au nombre étudié, en faire constituer une semblable, chercher autour de soi des exemples concrets, dénomination...


b formation du nombre : sa représentation concrète à partir du nombre précédent et/ou du nombre 5, son écriture chiffrée, sa réalisation à l'aide de jetons...


c décomposition, en particulier à l'aide des constellations...



Dans cette démarche, il s'agit de transmettre, de communiquer un savoir déjà constitué. L'élève apprend d'abord en observant, en imitant, en répétant. On insiste sur le rôle des images (constellations, dominos...); il y a souvent manipulation, mais guidée, imitée de celle de l'enseignant. Enfin, les écritures symboliques (chiffrées) ne sont qu'un simple codage de la réalité : ainsi 3 est une autre façon de désigner 
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ou même 
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Comme nous l'avons souligné au début, à aucun moment les savoir-faire que l'élève a pu élaborer «hors apprentissage scolaire » ne sont sollicités.

Les méthodes pédagogiques apparaissent ainsi influencées par l'empirisme sensualiste : les connaissances se forment à partir de l'expérience et de l'observation, et en allant du simple au complexe. L'apprentissage est basé sur la réception et la répétition.







1.2 Quelle idée du nombre?

Ici, le nombre se confond avec la collection : c'est tout à la fois un mot, un signe, une collection, une constellation. Cette confusion va conduire ensuite à distinguer « nombre concret » (5 moutons) et «nombre abstrait» (5).

Ni la comptine, ni le dénombrement ne sont envisagés au début de manière explicite : il s'agit bien de présenter, de faire étudier et de faire apprendre les nombres, les uns après les autres, comme des « objets » préexistants dont l'élève doit apprendre et retenir certaines caractéristiques - d'où le parallèle avec la leçon de choses.

À quoi servent ces nombres? Quels problèmes permettent-ils de résoudre? L'élève le verra après, quand il aura à résoudre de petits problèmes : on apprend d'abord, on applique ensuite.

Enfin, on ne met véritablement en évidence ni l'aspect cardinal des nombres (bien que des quantités «concrètes» soient manipulées), ni leur aspect ordinal (bien que les nombres soient présentés dans leur suite naturelle, et que ceux-ci soient d'abord structurés par l'idée « d'ajouter un »).

Rappelons que la numération (système de désignation des nombres) n'est pas étudiée dans ses principes, mais simplement évoquée à propos de l'étude de chaque nombre : ainsi on parle de la dizaine à l'occasion de la leçon sur le nombre 10.







1.3 Et à l'école maternelle ?

Si l'on en juge par quelques textes officiels ou les manuels de cette époque, la grande section de maternelle n'est souvent qu'une « avant-première » du CP (même si on limite à 50 les nombres à étudier). Ni les perspectives, ni les méthodes, ni les contenus ne paraissent très différents.









2. À PARTIR DE 1970 : QU'εST-Cε QU'UN NOMBRε ?

Là encore, on peut partir du programme de CP de 1970 :

«Activités de classement et de rangement.

Notion de nombre naturel.

Nommer et écrire des nombres.

Comparer deux nombres.

Somme de deux nombres. »




Et de ces extraits, des commentaires qui l'accompagnent :

« C'est par des manipulations nombreuses d'objets que les enfants élaborent peu à peu la notion de nombre naturel. Il est nécessaire de bien comprendre que le nombre naturel n'est ni un objet, ni une propriété attachée à des objets, mais une propriété attachée à des ensembles.

[...] La notion de nombre naturel comme propriété d'un ensemble apparaîtra dans la mesure où l'on pourra établir une mise en correspondance terme à terme entre ensembles...

[...] L'emploi systématique de la correspondance terme à terme permet de classer des ensembles et d'attribuer à chaque classe un nombre. ainsi la classe de tous les ensembles qui ont autant d'objets que l'on a de doigts dans une main définit le nombre naturel « cinq ». [...] On insistera sur le sens des expressions : autant que, plus que, moins que. »

Plusieurs éléments de ces commentaires font allusion à l'école maternelle :




« De telles activités de classement (il est précisé par ailleurs qu'elles doivent porter sur des objets variés de forme, de couleur, de matière, de tailles différentes) pratiquées dès l'école maternelle devront être reprises dans les premières semaines du CP (les propriétés étant ou non d'ordre sensoriel).

[...] Il convient de souligner l'importance, pour l'élaboration de la notion de nombre naturel, des activités de classement, de rangement, de mise en correspondance terme à terme réalisées à l'école maternelle.

Un travail [...] peut déjà être fait avec profit en dernière année d'école maternelle, mais il serait prématuré, à ce niveau, de se fixer pour but, de manière systématique et générale, l'apprentissage des nombres naturels. »

Le programme de 1977 pour le CP et le texte d'orientation de l'école maternelle, également de 1977, reprennent les mêmes idées concernant l'approche des nombres.





2.1 Le rôle de l'action et l'importance des structures

Les conceptions d'apprentissage qui ont influencé la mise en place de cette réforme sont largement inspirées des idées structuralistes, même si elles invoquent abondamment les travaux de Piaget. Le rôle de l'action dans les processus d'apprentissage est largement souligné : c'est à partir de son action sur le réel que l'élève peut abstraire les notions, mettre en évidence les structures. Ce réel peut d'ailleurs prendre la forme d'un matériel structuré dans lequel l'élève pourra découvrir (lire ?) la structure sous-jacente. C'est dans ce sens que le programme pour le CP de 1977 précise :

« L'observation et l'analyse de ces situations multiples et variées auront pour objectifs généraux :



a de faire apparaître les éléments et structures communs afin de dégager les notions essentielles que l'enfant doit acquérir;


b de représenter les modèles correspondants à l'aide de signes, de symboles ou sous forme schématique (diagrammes, tableaux...) et ainsi, à la fois de préciser ces notions et de les rendre conceptuellement utilisables;


c de répondre aux questions, de donner une solution aux problèmes qui peuvent se poser en mettant en œuvre les techniques acquises, ce qui permet à l'enfant de confirmer ses connaissances... »






Fondamentalement, au plan des conceptions d'apprentissage, il n'y a pas véritablement de rupture par rapport à la période précédente : il s'agit d'abord d'apprendre des connaissances (ici des concepts ou des structures) pour les appliquer ensuite dans la résolution de problèmes. On insiste sans doute davantage sur l'aspect actif de l'apprentissage, et certains cherchent également à décrire les conditions du processus d'abstraction des notions mathématiques : ainsi Diénes, qui a beaucoup influencé cette période, décrit un processus en six étapes, en insistant sur le fait que l'abstraction d'une structure passe par sa concrétisation sous plusieurs formes.







2.2 Changer le contenu : la notion de nombre

La réforme de 1970 a d'abord été une réforme des contenus. C'est donc une nouvelle conception du nombre qui est proposée. Cette conception du nombre comme «cardinal d'ensembles finis» se veut une transposition très directe pour les élèves de l'école primaire de la « définition » des nombres naturels par les mathématiciens dans le cadre de la théorie des ensembles. Les mots « ensemble », « nombre naturel » apparaissent d'ailleurs parfois dans la terminologie utilisée avec les enfants.

L'aspect « cardinal » des nombres est alors nettement dominant (le terme est d'ailleurs employé par quelques ouvrages). En fait, il s'agit essentiellement de mettre à la portée des élèves le schéma de construction des entiers naturels utilisé par les mathématiciens, en quelque sorte de leur proposer une théorie naïve du nombre, considéré comme attaché à une classe d'ensembles, ces derniers pouvant être mis en correspondance terme à terme (en bijection, comme disent les mathématiciens). Les nombres ainsi construits seront ensuite rangés en référence à la comparaison des ensembles. D'où l'importance accordée dans les textes aux activités dites prénumériques : travail sur des ensembles d'objets, activités de comparaison, de classement et de rangement, utilisation de la correspondance terme à terme, travail sur la désignation d'objets ou d'ensembles...


Il faut y ajouter la réticence à prendre en compte les connaissances sociales des élèves en matière numérique; réticence en fait à utiliser des nombres avant que la construction de la notion de nombre ne soit achevée. À ce titre, la connaissance de la comptine n'est considérée que comme un acte de récitation et l'action de dénombrer des collections par le comptage est dévaluée.

Dans cette approche, et en opposition avec la période précédente, la numération devient un objet d'étude, notamment au niveau des principes (groupements, échanges) mis en œuvre pour produire l'écriture des nombres. L'application à l'étude de la numération des principes didactiques énoncés par Diénes conduit à l'utilisation de bases non décimales et de matériel structuré (matériel multibase).




C'est dans cette période que l'on assiste, à l'école maternelle, à un recul très net des activités utilisant les nombres et, simultanément, à un développement des activités souvent qualifiées de prénumériques. Le texte d'orientation pour l'école maternelle (1977) évoque prudemment une «approche» de la notion de nombre naturel, en limitant cette approche à l'établissement de « correspondances entre les éléments de deux collections après avoir bien défini ces dernières ». En revanche, il accorde une large place aux activités de désignations (§ « L'enfant apprend à désigner des objets, des ensembles »), de classement, de rangement et de schématisation (§ « L'enfant forme sa pensée logique et relationnelle »).

L'école maternelle se voit ainsi confier la tâche de donner aux élèves les prérequis à l'étude de la notion de nombre qui sera conduite au CP. On peut noter ici le résultat d'une certaine lecture des travaux de Piaget selon laquelle, avant la mise en place de certaines structures logiques liées au classement, au rangement, à la compréhension des relations partie-tout, à la conservation des quantités discrètes..., il ne peut pas y avoir de réelle conception du nombre et donc, à l'école, il ne faut surtout pas hâter la mise en place d'activités numériques.

En résumé, l'opposition entre les deux périodes peut être énoncée de la manière suivante. Avant 1970, les nombres sont étudiés les uns après les autres et, à l'occasion de l'étude de chaque nombre, sont précisées les règles d'écriture et les conventions et résultats relatifs aux opérations (sommes, différences, décompositions, certains produits) : c'est donc l'ordre des nombres qui détermine largement la progression. Au contraire, après 1970, ce sont les notions qui vont servir de trame à la progression : étude des notions dites prénumériques (classement, rangement, désignation), puis de la notion de nombre, puis (souvent simultanément) de la numération et de l'addition.










Poser le problème autrement

Notre propos n'est pas de tirer un trait sur le passé, de nier ou de renier les efforts de réflexion et les propositions des chercheurs et des enseignants. Simplement, il nous paraît possible aujourd'hui de tirer quelques leçons de l'expérience de ces dernières années et de prendre en compte les apports de travaux récents d'origine psychologique ou didactique. Ces différents éléments nous conduisent à réexaminer les conditions d'appropriation des nombres par les jeunes enfants.


Les objectifs que nous proposons pour cette première étape des apprentissages numériques, les hypothèses d'apprentissage auxquelles nous nous référons et les principes didactiques que nous souhaitons mettre en œuvre font l'objet d'une explicitation dans d'autres chapitres. Ici sont davantage examinés les aspects relatifs au contenu : quels aspects des nombres, quelles pratiques numériques convient-il de développer avec les élèves de maternelle et de CP pour que ceux-ci «donnent du sens» aux nombres et à leurs désignations? Comment prendre en compte les savoir-faire initiaux des élèves, en particulier comment peut-on les amener à utiliser et à enrichir leurs pratiques du dénombrement?




L'analyse et les propositions présentées s'organisent principalement autour de deux idées-forces :



- les connaissances mathématiques prennent d'abord du sens dans les problèmes qu'elles permettent de résoudre efficacement;


- le « nouveau » se construit à partir de l'« ancien », en l'améliorant ou en le rejetant (comme insuffisant ou inapproprié), et il convient donc, dans tout processus d'apprentissage, de prendre en compte les connaissances initiales des élèves, en les considérant soit comme des points d'appuis, soit comme des lieux de difficultés possibles que l'élève devra affronter pour construire de nouvelles connaissances.







1. BREF RETOUR SUR LES CHOIX ANTÉRIEURS

Il a déjà été souligné qu'avant comme après 1970 les compétences initiales des élèves n'étaient pas prises en compte : on partait de zéro (ou de un!) dans la première période et, dans la seconde, on considérait que la notion de nombre était entièrement à construire. Même si après 1970 on a davantage insisté sur le rôle de l'action de l'enfant sur le réel, sur l'importance du processus de mathématisation dans lequel l'élève a une part essentielle, il reste que les connaissances ne sont véritablement utilisées pour résoudre des problèmes qu'après avoir été étudiées pour elles-mêmes.

Des choix et des pratiques issues de la période la plus récente, donc de la réforme dite des mathématiques modernes qui influence encore très largement l'enseignement aujourd'hui, quatre points nous paraissent particulièrement intéressants à analyser.





1.1 Le nombre cardinal

Le schéma de construction de la notion de nombre comme «cardinal d'une classe d'ensembles équipotents » apparaît comme une belle construction, satisfaisante pour un esprit mathématique qui y reconnaît la théorisation de cette notion de «cardinal ». Mais n'y a-t-il pas un écart important entre ce que l'enseignant croit que l'élève a construit et ce que l'élève a réellement fait, autrement dit, n'est-on pas victime de ce que Guy Brousseau appelle « l'effet Jourdain », c'est-à-dire le fait que l'enseignant reconnaît un savoir savant là où l'élève n'a manipulé que des significations banales? Et que de temps passé (à colorier, à tracer des flèches...) avant d'entrer dans le vif du sujet, c'est-à-dire avant que l'enfant n'en arrive à travailler avec les nombres! Très tôt ce schéma a d'ailleurs été contesté ou précisé.Citons comme exemple la critique de Hans Freudenthal dans « Mathematics as an educational task » (1973) citée dans une brochure de l'Institut de Recherche sur l'enseignement des mathématiques de Nantes (Nombres entiers naturels) : « Dans la genèse du concept de nombre, le nombre « pour compter » joue le premier rôle et le plus important... »

Et, plus loin, il précise :

« [...] en aucune façon l'enfant ne constitue le nombre comme classe d'ensembles équivalents, même inconsciemment. Le fait d'insister sur cette invariance par bijections est une attitude de mathématicien adulte qui ne peut pas oublier sa propre théorie des nombres naturels. Or les enfants apprennent cette invariance dans un contexte beaucoup plus vaste; ils réalisent que s'ils comptent encore demain ils trouveront à nouveau 5 doigts à leur main, que tous les hommes ont le même nombre de certaines choses et que le nombre de billes dans le mouchoir ne change pas si l'on dit « abracadabra ». L'invariance par bijections est un point chaud dans ce contexte, un hobby d'adultes qui le vendent comme aspect cardinal. [...] »

Dans sa conclusion à Décrire, agir et compter, Claire Meljac (P.U.F., 1979) ne remet pas explicitement en cause ce type d'approche; elle note toutefois :

« L'enfant n'attend pas d'avoir construit entièrement le nombre-sur la base d'opérations de sériations et de classifications qui fusionnent en une synthèse originale - pour s'en servir de lui-même à différentes occasions. Nous admettons, bien sûr, que seul l'accès à l'opérativité garantit le plein usage de ce nombre et qu'auparavant on ne peut parler que d'un concept « partiel », dont l'existence même s'évanouit hors du contexte qui le suggère électivement; cependant il nous paraîtrait mal fondé de sous-estimer l'importance de ces premières mises à l'épreuve, qui constituent la trame même des futures expériences fécondes de l'enfant. »







1.2 Le nombre ordinal

L'aspect cardinal du nombre est largement privilégié au détriment de l'aspect ordinal, en référence souvent aux travaux de Piaget (qui affirme cependant que le nombre se construit comme synthèse des approches cardinale et ordinale) et en négligeant le rôle des pratiques de comptage dans cet apprentissage.

Et pourtant, il faut noter que les pratiques « ordinales » sont souvent plus efficaces, en particulier pour le calcul mental :



- par exemple, pour « additionner » 5 et 3, l'enfant va « avancer de 3 » en partant de 5, comme il le ferait sur la piste du jeu de l'oie;


- plus tard, avec l'utilisation de la droite numérique comme support à certains calculs, par exemple pour 47 + 38, l'élève emploiera une technique qui peut être figurée par le schéma suivant :
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Pour notre part, nous proposons de ne pas dissocier au CP les aspects ordinal et cardinal, faisant l'hypothèse de rapports dialectiques entre les deux. Ainsi, pour évaluer le résultat d'une modification (gain ou perte) apportée à une quantité - problème de nature cardinale - l'élève peut utiliser la suite numérique en associant les actions « gagner ou perdre» aux actions « avancer ou reculer » sur cette suite, procédure qui est, elle, de nature ordinale.







1.3 Nombre et conservation

L'idée de prérequis à la construction du nombre est discutée. Est-il sûr qu'il faille attendre que la conservation des quantités soit assurée pour que des nombres soient utilisés par l'élève, ou bien, comme semblent le montrer de nombreux travaux, ne faut-il pas plutôt tabler sur un processus dans lequel l'utilisation de procédures numériques (comptage et dénombrement) et de procédures non numériques (correspondance terme à terme, par exemple) favoriserait la construction par l'enfant de l'idée de conservation des quantités? C'est ainsi que, dès 1962, Pierre Gréco (qui se rattache pour l'essentiel aux théories de Piaget) nuance le point de vue des « prérequis » et accorde un certain rôle au dénombrement dans la formation du concept de nombre :

«D'abord pratique aveugle et cadeau que la société nous transmet prématurément, c'est un outil. » (in P. Gréco et A. Morf, Structures numériques élémentaires, P.U.F., 1962.)

Autrement dit, l'enfant doit-il construire l'idée de nombre avant de pouvoir utiliser des nombres? Ou bien ne faut-il pas déjà avoir beaucoup « vécu » avec les nombres, s'en être servi, avoir perçu quelque chose de leur organisation pour pouvoir être en mesure de penser « le nombre » ? L'histoire nous amènerait à pencher pour la deuxième hypothèse : il a fallu à l'homme, au mathématicien, une longue pratique des nombres avant de pouvoir en proposer la définition mathématique actuelle (qui date seulement de la fin du XIXe siècle). Cette remarque ne remet pas en cause l'intérêt des activités de type logique et relationnel (classement et rangement, notamment), mais conduit à les considérer davantage avec leurs finalités propres (développement de la pensée logique) que comme des prérequis à la construction de la notion de nombre.







1.4 Les activités proposées

Dans la pratique, certains exercices proposés dans le cadre de cette réforme (mais pas dans son esprit!) ont un intérêt tout à fait limité. On peut citer là des exercices se limitant à des tâches de coloriage ou d'entourage de lapins ou de canards, d'autres où l'on demande à l'élève de relier 3 lapins à 5 carottes pour savoir s'il y a autant de lapins que de carottes, alors que la perception visuelle suffit à répondre.

Enfin, le schéma d'approche de la notion de nombre a rarement été respecté avec toute sa cohérence. Très souvent, après quelques activités sur les ensembles, les relations « autant que », « plus que » et « moins que »... on en arrivait rapidement à une étude des nombres les uns après les autres (mais pas toujours dans l'ordre naturel, sans qu'on en sache la raison). Bref, des activités banales pour les élèves, souvent bien en-deçà de leurs propres compétences numériques.









2. PRεNDRε EN COMPTE LES COMPÉTENCES ÉNUMRIQUES DES JEUNES ENFANTS

Notre projet, comme nous l'avons dit plus haut, est (entre autres choses) de prendre en compte les compétences numériques initiales des élèves. Cette position s'appuie sur les apports de plusieurs études que nos propres investigations ont confirmée. (C. Meljac, Décrire, agir et compter, P.U.F., 1979; J.-P. Fischer, « Développement et fonction du comptage chez l'enfant de 3 à 6 ans », Recherches en Didactique des mathématiques, La Pensée Sauvage, 1981; R. Gelman, Les bébés et le calcul, La Recherche, 1983; etc.) Nous nous sommes, par exemple, attachés à observer les pratiques numériques des enfants en début de CP grâce à un protocole qui reprenait en partie celui utilisé en grande section et relatif :



- au savoir compter (réciter la suite des mots-nombres);


- au savoir dénombrer;



- au savoir constituer une collection ayant un nombre donné d'objets;


- au savoir lire les nombres;


- ainsi qu'aux capacités à résoudre de « petits » problèmes arithmétiques.



Ces observations montrent une grande hétérogénéité des savoirs enfantins, ainsi que le caractère souvent instable de ces savoirs. Retenons quelques faits importants. Ils concernent des enfants qui ont eu une activité numérique limitée en GS.

Pour la connaissance de la comptine, ces observations montrent qu'elle est souvent récitée en commençant par une suite correcte (stable et conventionnelle) plus ou moins étendue. La moitié des enfants récitent au-delà de 10 (et souvent au-delà de 20), environ 10 % récitent au-delà de 40. Seuls quelques enfants ne vont pas au-delà de 4 ou 5.

Pour trois élèves sur quatre, cette connaissance de la suite des mots-nombres permet de dénombrer correctement des quantités d'objets (à condition bien entendu que la quantité soit adaptée à leur propre champ numérique). La capacité à dénombrer est donc, plus souvent qu'en grande section, reliée à celle de dire les nombres. Les causes d'échec à cette activité sont par contre les mêmes qu'en grande section :



- défaut de synchronisation entre la récitation et le geste de la main (il n'y a pas correspondance entre les mots-nombres prononcés et les objets pointés);


- mauvaise organisation du comptage, en particulier non-séparation de la collection entre objets déjà comptés et objets restant à compter, due souvent à une réticence à mettre en œuvre une méthode de déplacement ou d'organisation des objets qui pourrait aider;


- pas de statut particulier accordé au dernier mot-nombre énoncé, ce qui conduit certains enfants à recompter autant de fois que la question «Combien y en a-t-il ? » leur est posée, alors que d'autres disent un autre nombre que le dernier mot-nombre énoncé, ou encore disent qu'ils ne savent pas;


- importance accordée à autre chose que le comptage : souci d'homogénéisation de la collection (classement par couleur, par exemple), recherche d'une disposition spatiale (alignement, empilement...).



Concernant la difficulté d'extraire un nombre donné d'objets d'une collection, nos observations recoupent celles d'Annie Bessot, Claude Comiti et Claude Pariselle (in Grand N, n° 25, 1981) :


« Extraire p objets parmi n, dans un domaine numérique où l'enfant a mémorisé le nom des nombres, suppose de plus que l'enfant situe p dans la comptine pour pouvoir prévoir le passage de ce nombre et s'arrêter lors de son énoncé. Or nous avons constaté que des enfants sachant réciter la comptine sans erreur jusqu'à vingt, sont capables de sortir 7 allumettes d'une boîte de 22 allumettes, mais échouent lorsqu'on leur demande d'en sortir 15. En fait ces enfants ne dominent pas suffisamment la suite des premiers nombres pour situer 15 dans cette suite : ne pouvant pas prévoir ce nombre, ils ne l'entendent pas passer et continuent à sortir des allumettes en dépassant 20. »

Souvent, lorsqu'on les interroge, ces élèves disent avoir oublié le nombre demandé : il est possible que la tâche de dénombrement, mal automatisée, ait en quelque sorte effacé de leur mémoire la consigne initiale.

Signalons également la convergence des réussites à deux exercices complémentaires : dire le suivant d'un nombre et donner la nouvelle valeur d'une quantité lorsqu'on lui a ajouté un élément : la moitié des enfants réussissent simultanément ces deux épreuves.

En fonction de cet ensemble de résultats, on peut déjà affirmer qu'il semble raisonnable de faire travailler les élèves (dès le début du CP) sur un champ numérique allant jusqu'à 20 ou 30, en prévoyant toutefois des aides spécifiques pour ceux qui en ont besoin.

Nos observations montrent également que, pour certains enfants, ces techniques de comptage (bien que limitées parfois à un champ numérique restreint) leur permettent malgré tout de résoudre des «petits» problèmes additifs ou soustractifs avant tout apprentissage de l'addition ou de la soustraction. Nous avons par exemple présenté à des élèves en début de CP une carte avec 4 gommettes, puis une autre avec 3 gommettes en demandant : «Combien y aura-t-il de gommettes si je colle celles de la deuxième carte avec celles de la première carte ? » Le quart des élèves répond 7 d'emblée, le quart également a une réponse du type « 4 et 3 », puis annonce 7 après avoir recompté le total avec leurs doigts ou en pointant des gommettes fictives sur la table. L'autre moitié des élèves reste désemparée face à cette question.

Il ne faut donc pas pécher par excès d'optimisme, d'autant que ces connaissances sont souvent partielles, parfois instables, fragiles et surtout inégalement partagées. Enfin, elles sont très dépendantes du contexte dans lequel elles sont sollicitées. Retenons cependant que l'enfant peut déjà utiliser le nombre sans en maîtriser tous les aspects, sans avoir réalisé toutes les synthèses; il peut en faire un emploi partiel, occasionnel. C'est dans ce sens que C. Meljac peut écrire (op. cit.) :

« L'essentiel de notre contribution porte en résumé sur les multiplicités de sens que peut revêtir chez un enfant le simple fait de dénombrer et sur les différences entre exécution d'un ordre "arbitraire" provenant de l'adulte et libre réalisation par le sujet agissant. »

Ainsi, la faculté de dénombrer « sur ordre » (y compris celle d'annoncer le nombre d'objets à l'issue du dénombrement) n'implique pas toujours un usage spontané du nombre pour «garder la mémoire » des quantités. On peut affirmer que, pour certains élèves, les mots-nombres qu'ils connaissent (à leur manière) restent à « quantifier » et à « arithmétiser ». On peut cependant noter une amélioration sensible entre la grande section et le CP, en particulier dans le cas où des activités numériques significatives ont été proposées à l'école maternelle.


En considérant que la construction par l'enfant des connaissances numériques relève d'un processus long et complexe et qui démarre très tôt, il nous apparaît que le rôle de l'école est de s'y intéresser également très tôt afin d'aider le jeune enfant à appréhender les nombres et leurs utilisations sociales et mathématiques les plus courantes.
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