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9
Produit scalaire de deux vecteurs 
de l’espace
La définition du produit scalaire donnée dans le plan peut être 
étendue à l’espace. On retrouve alors les mêmes propriétés que dans le plan.
Définition
Soit 
u


 et 
v


 deux vecteurs de l’espace.
• Si 
u 0=



 ou 


=v 0,

 alors 
◊=uv 0


.
• Si 


≠u 0

 et 


≠v 0,

 alors :
()

◊= ××
uv

uv
uv

co
s;
  

où l’angle 

()
uv

; est défini comme en géométrie plane.
Propriétés
Soit 

uv,

 et 
w


 des vecteurs de l’espace, et 
α

 un nombre réel.
Commutativité et distributivité
•
◊=◊uv vu
 

•
()
◊+ =◊+◊uv wuvuw
 

•
() () ()
α◊=α ◊=◊αuv uv uv
  

•
()
+◊=◊+◊uvwuwvw


Norme
•
◊=uu u ,
2
 

 noté aussi 
u
2


 (carré scalaire du vecteur 
u


)
• += +◊+uv uu
vv

2
22 2
 

• −= −◊+uv uu
vv

2
22 2
 

•
()()

◊= +−−= +− −
uv

uvuv uv
uv
1
2
1
2
22 2222
 

Orthogonalité
◊= ⇔=uv u00
 


 ou 
v 0=



 ou 
u


⊥
v


Expression analytique du produit scalaire
L’espace est muni d’un repère orthonormé 



()
ijkO; ,,

.
Soit 

()
ux yz;;

 et 

()
′′′
vx yz;;

 deux vecteurs de l’espace.
•
◊=
′
+
′
+
′
uv xx yy zz


•
=++uxyz

222


•
()()()

==−+−+−xx yy
zzAB

AB
BA

2
BA

2
BA

2


 (avec 
u AB=



 et 
()
xyzA;;
AAA

 et 
()
xyzB;;
BBB

).
I
À NOTER
Comme dans le plan, le produit
scalaire de deux vecteurs de 
l’espace est un nombre réel.
II
III
En bref
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3 • Orthogonalité et distances dans l’espace
Méthode
Calculer des distances dans l’espace
Dans l’espace muni d’un repère orthonormé 


()

ijkO ;,, , on considère le 
tétraèdre ABCD de sommets :
()()()
()

−−−−
−−A0

;0;3 ,B 22;0;1,C 2; 6; 1,D 2; 6; 1 .
R,S, T

 et 
U

 sont les milieux respectifs des arêtes 
[][][]
AC ,AD,BD

 et 
[]
BC

.
1. Démontrer que le tétraèdre 
ABCD

 est régulier, c’est-à-dire que toutes ses 
arêtes sont de même longueur.
2. a. Démontrer que le quadrilatère 
RSTU

 est un parallélogramme.
b. Ce parallélogramme a-t-il des propriétés supplémentaires ? Expliquer.
CONSEILS
1.
 Identifiez les arêtes et montrez qu’elles sont de même longueur.
SOLUTION
1.
AB

22 13 81
62

4
2
2
()

()
=+−− =+=
On démontre de même que 
AC AD BC BD CD 24==== =

.
Le tétraèdre 
ABCD

 est un tétraèdre régulier.
2. a. Le point R est le milieu de [AC], donc il a pour coordonnées 
−−−







02
2
;
06
2
;
31

2
, soit 
−−








R

2
2
;
6
2
;1 . On obtient de même :
−








−








−−








S
2

2
;
6

2
;1 ;T
2

2
;
6

2
;1 ;U
2

2
;
6

2
;1

→
FICHE 4
.
On en déduit que :


−−−








−−








−








RS

2
2
2
2
;
6
2
6
2
;1
1,

 soit 

()
RS

0; 6;0 .

()

−−−








−−−








UT

2
2
2
2
;
6
2
6
2
;1
1,

 soit 

()
UT

0; 6;0 .
Ainsi, 
RS UT,=


 donc le quadrilatère RSTU est un parallélogramme.
b. On a

()
RS

0; 6;0 .
De même 


−−








−−−








ST

2
2
2
2
;
6
2
6
2
;1
1,

 soit 

()

−
ST

2;0; 2 .
RS

060 6
2
2
2
()

=+
+=

 et 
ST

20
26

2
2
2
()

()
=++− = .
De plus, 
()
◊=×+×+×−=RS ST 0260020


.
Ainsi, les côtés consécutifs 
[]
RS

 et 
[]
ST

 sont perpendiculaires et égaux. Un 
parallélogramme qui a un angle droit est un rectangle et un rectangle dont 
deux côtés consécutifs sont égaux est un carré, donc 
RSTU

 est un carré.
COURS & MÉTHODES EXERCICES & SUJETS CORRIGÉS
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10
Orthogonalité et produit scalaire
Le produit scalaire permet de traduire analytiquement l’ortho-
gonalité dans le plan, mais aussi dans l’espace.
Droites orthogonales
Soit  une droite de vecteur directeur 
u 0,≠



et 
∆

 une droite de vecteur directeur 
v 0≠



.
⊥∆⇔
⇔◊=
$ uv
uv

et sontorthogonaux
0



Droites et plans perpendiculaires
 Un plan  de l’espace peut être défini par la donnée d’un point 
A

 et de 
deux vecteurs 
v


 et 
w


 non colinéaires et non nuls : ce plan est l’ensemble des 
points M de l’espace tels que 


=+

tv
twAM
12

avec 

()
∈tt;
12
2

.
On dit que 

v

 et 

w

 sont des vecteurs direc-
teurs du plan .
 Soit  une droite de vecteur directeur 
u 0,≠



 et 
 un plan de vecteurs directeurs non colinéaires 
v 0≠



 et 
w 0.≠



 ⊥ 
⇔◊=uv 0


 et 
◊=uw 0


À NOTER
Le vecteur 
u


 est alors un vecteur normal au plan .
Plans perpendiculaires
Soit  un plan de vecteur normal 
n 0≠



 et ′ un 
plan de vecteur normal 


′
≠n 0.

 ⊥ ′
 
nn nnet orthogonaux0⇔
′
⇔◊
′
=

I
∆

′ ⁄⁄  
u
v
II
À NOTER
Le couple 

vw

;
()

 détermine la direction
du plan . 
u
v

w
III
n′
n

′
En bref
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3 • Orthogonalité et distances dans l’espace
Méthode
Démontrer l’orthogonalité à l’aide du produit scalaire
Dans l’espace muni d’un repère orthonormé 


()

ijkO ;,, , on considère le 
plan  passant par le point 
()
−B1;2;1

 et de vecteur normal 

()
−n 2;1;5,

 et le 
plan  dont 
xy270+−=

 est une équation cartésienne.
a. Démontrer que les plans  et  sont perpendiculaires.
b. Démontrer que l’intersection des plans  et  est la droite passant par le 
point 
()
−−C1;4;1

 et de vecteur directeur 

()
−u 2; 1;1

.
CONSEILS
a.
 Commencez par déterminer un vecteur normal au plan . 
→
FICHE 12
b. Vérifiez que C appartient à  et à , puis que 
u


 est orthogonal à un vecteur 
normal au plan  et à un vecteur normal au plan .
SOLUTION
a. Le plan  a pour équation cartésienne 
xy270,+−=

 donc 

()
′
n 1;2;0

 est 
un vecteur normal à . Or 

nn 211250 0◊
′
=− ×+×+× =

, donc les plans 
 et  sont perpendiculaires.
À NOTER
n


()
;;abc

 est un vecteur normal au plan  d’équation 
+++=0ax by cz d

. 
→
FICHE 12
b. Des plans sécants et non confondus se coupent selon une droite. Notons 
∆

 la droite d’intersection de  et .
1247 0,−+ ×−=

 donc les coordonnées de C vérifient une équation car-
tésienne du plan , ce qui prouve que C appartient à .
 Déterminons une équation cartésienne du plan . 

()
−n

2;1;5 est un vec-
teur normal au plan , donc  admet une équation cartésienne de la forme : 
xy zd250−+++=

 avec 
∈d

. 
Le point 
()
−B1;2;1

 appartient à  donc : 
dd21251 10,−× −+×+=+=

 soit 
d 1=−

. Finalement, une équation cartésienne de  est 
xy z2510.−++−=

Or, 
2145 110,
() ()
−×−++×−−=

 donc C appartient à .
On en déduit que C appartient à  =  
∩

.
 Le vecteur 

()
−u

2; 1;1 est orthogonal à 
n


 et à 

′
n

. En effet :
()
◊=−× +×−+×=nu 221151 0


 et 
()
′
◊=×+×−+×=nu 1221010.


Donc le vecteur 
u


 est un vecteur directeur de la droite
∆

.
Conclusion : L’intersection des plans  et  est la droite 
∆

 passant par le 
point 
()
−−C1;4;1

 et de vecteur directeur 

()
−u 2; 1;1

.
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11
Projeté orthogonal d’un point sur 
une droite ou un plan de l’espace
Pour un point donné, on peut avoir besoin de connaître la dis-
tance de ce point à une droite ou à un plan de l’espace. Pour calculer 
cette distance, on utilise le projeté orthogonal de ce point sur la droite 
ou le plan.
Projeté orthogonal d’un point 
sur une droite de l’espace
Définition
Pour une droite 
∆

 et un point 
∉∆A,

 le projeté ortho-
gonal du point A sur la droite 
∆

 est le point 
∈∆H

 tel 
que le vecteur 
AH


 est orthogonal à la droite 
∆,

 c’est-à-
dire que 
AH


 est un vecteur normal à la droite 
∆

.
Propriété
Si la droite 
∆

 admet pour vecteur directeur le vecteur 
u,


 alors : 
uAH 0◊=



.
Distance d’un point à une droite
Si le projeté orthogonal du point A sur la droite 
∆

 est le point H, alors la distance 
du point A à la droite 
∆

 est : 
()
∆=

d A; AH
.
Projeté orthogonal d’un point 
sur un plan de l’espace
Définition
Pour un plan  et un point 
A,3∉

le projeté orthogonal du point A sur 
le plan  est le point 
H 3∈

 tel que le 
vecteur 
AH


 est orthogonal au plan , 
c’est-à-dire que 
AH


 est un vecteur nor-
mal au plan .
Propriétés
Si le plan  est défini par la donnée d’un point et de deux vecteurs 
u


 et 
v


 non 
colinéaires, ou bien du vecteur normal 
n,


 alors : 
uvAH AH 0◊= ◊=





 et les vecteurs 
AH


 et 
n


 sont colinéaires.
Distance d’un point à un plan
Si le projeté orthogonal du point A sur le plan  est le point H, alors la distance 
du point A au plan  est : d
(A ; ) = AH.
I
∆

u
A
H
II
A
n
u v


H
En bref
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3 • Orthogonalité et distances dans l’espace
Méthode
Déterminer le projeté orthogonal d’un point sur un plan
ABCDEFGH est le cube représenté ci-contre. L’espace 
est rapporté au repère orthonormal 
  

A;AB,AD, AE
()

.
1. Soit I le point défini par :
IB ID IE 0++=



.
I est appelé centre de gravité du triangle BDE.
a. Démontrer que 
AI
1
3
AG

=


.
b. Calculer les coordonnées du point I.
2. Prouver que I est le projeté orthogonal du 
point A sur le plan 
(BDE).
CONSEILS
1. a.
 Utilisez la relation de Chasles en faisant apparaître le vecteur 

IA

.
b. Déduisez les coordonnées du point I de celles du point G. 
→
FICHE 12
2. Montrez que 

AI

 est un vecteur normal au plan (BDE).
SOLUTION
1. a. En décomposant les trois vecteurs, on a 
  

IA AB IA AD IA AE 0,+++++=

puis 
3IAABADAE0,++ +=
  


 donc 
3AIABADAE=++
  

.
Or, 
AD BC=
 

 et 
AE CG=
 

 car les faces du cube sont des carrés, donc 
3AIABBCCGAG=++=
   

 et =
AI
1
3

AG


.
1. b. On a 
AG AB AD AE=++
   

, donc les coordonnées du point G dans le 
repère orthonormal 
  

A;AB,AD,AE
()

 sont G(1 ; 1 ; 1).
Par ailleurs 
AI
1
3
AG

=


, donc les coordonnées du point I sont 








I
1

3
;
1

3
;
1

3
.
2. Puisque le point I appartient au plan 
(BDE), il suffit de montrer que le 
vecteur 
AI


 est un vecteur normal au plan (BDE).









AI
1

3
;
1

3
;
1

3
 et 
BD


(−1 ; 1 ; 0) car B(1 ; 0 ; 0) et D(0 ; 1 ; 0), donc :
AI

BD
1
3

1
1
3

1
1
3
00

()
◊=×− +×+×=


 et 

AI

 et 

BD

 sont orthogonaux.









AI
1

3
;
1

3
;
1

3
 et 
BE


(−1 ; 0 ; 1) car E(0 ; 0 ; 1) donc :
AI

BE
1
3

1
1
3

0
1
3
10

()
◊=×− +×+×=


 et 

AI

 et 

BE

 sont orthogonaux.
Le vecteur
AI


 est donc un vecteur normal au plan (BDE) puisqu’il est ortho-
gonal à deux vecteurs non colinéaires de ce plan.
Le point I est donc le projeté orthogonal du point A sur le plan (BDE).
E
F
H

G
D
CB

A
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MÉMO VISUEL
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Produit scalaire et orthogonalité
Déﬁnition et propriétés du produit scalaire
ORTHOGONALITÉ
DANS
Déﬁnition du produit scalaire
Pour 

u


 et 

v


 deux vecteurs de l’espace, le produit scalaire 

u v·
 

est le nombre réel déﬁni par :

si 

u =


0

 ou 

v =


0,

 alors 

u v· =
 
0

.

si 

u ≠


0

et

v ≠


0,

 alors 

u

v u v u v

( )

· = × ×

     

cos ; .
Propriétés du produit scalaire
Pour tous vecteurs 

u

v

 

, et 

w


 de l’espace, et tout nombre réel

α

:


u v v u· ·
   



u v w u v u w
( )
α · + = α · + α ·
      

=


u

u u· =

  

,

2

 noté aussi 

u

2

 (carré scalaire du vecteur

u


)

u v u u v v

+ = + ◊ +
     

2

2 2 2



u

v u v u v

( )

· + − −

     
1
2

2 2 2
Pour tous vecteurs 

u


 et 

v


u v u◊ = ⇔ =
  

0 0 ou v =


0 ou u

⊥ v

de l’espace :
=
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Expression analytique du produit scalaire
ET DISTANCES
L’ESPACE
Orthogonalité
L’espace est muni d’un repère orthonormé i j k

( )




O ; , , .
Soit 

u

x y z

( )


; ; et 

v

x y z

( )
′ ′ ′


; ; deux vecteurs de l’espace.


u v xx yy zz◊ =
′
+
′
+
′
 


u x y z= + +



2 2 2

x x y y z z

( ) ( ) ( )

= = − + − + −

A

B AB
B A
2
B A
2

B A

2
(avec 

u = AB

 et 

x y z
( )
A ; ;
A A A

 et 

x y z
( )
B ; ;
B B B

).
Plans perpendiculaires
Soit 
 un plan de vecteur normal 

n ≠


0

et ′ un plan de vecteur normal 

n
′
≠


0.

⊥ ′

n n⇔ ◊
′
=
 
0

 de vecteur directeur 

u ≠


0,

et de vecteurs directeurs non colinéaires 

v ≠


0

et 

w ≠


0.

⊥

u v⇔ ◊ =
 
0

et 

u w◊ =
 
0

Droites et plans perpendiculaires
Soit 
Droites orthogonales
Soit 
directeur 
 de vecteur

u 0,≠



et 

∆

 une droite

v ≠


0

.

u v⊥ ∆ ⇔ ◊ =
 
0

de vecteur directeur 
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 SE TESTER
QUIZ
Vérifiez que vous avez bien compris les points clés des fiches 9 à 11.
On munit l’espace d’un repère orthonormé O; ,,ijk
()




.
1
 Produit scalaire de deux vecteurs de l’espace 
→
FICHE 9
On considère les points 
A2;4;1,B 1;4; 3
()()
−

 et 
C3;1;3
()
−

.
1.
AB AC◊=…
 

 a. 15 b. −2 c. 7
2.
AC

AC
==…


 a. 26
b.
8

c.
26

3. Soit 
u


 et 
v


 deux vecteurs de l’espace. 

2

uv
+=…

 a.
22
uv+


b. 2
22

uu
vv

+◊+


 c. 2
22

uu
vv+◊+


2
 Orthogonalité et produit scalaire 
→
FICHE 10
Les droites  et  admettent respectivement 
u


(2 ; −1 ; 3) et 
u
′


(2 ; −5 ; −3)
pour vecteurs directeurs et les plans  et  admettent respectivement 
pour vecteurs normaux 
n


(−2 ; 1 ; −3) et 
n
′


(2 ; −1 ; 3).
Parmi les affirmations suivantes, lesquelles sont vraies ?
 a. Les droites  et 
∆

 sont orthogonales.
 b. La droite  et le plan  sont perpendiculaires.
 c. Les plans  et  sont perpendiculaires.
3
 Projeté orthogonal d’un point sur une droite 
ou un plan de l’espace 
→
FICHE 11
Soit  un plan de l’espace défini par la donnée d’un point et d’un vecteur 
normal 
.n


On donne un point 
A 3∉

 et H son projeté orthogonal sur le plan .
Que peut-on dire à propos des vecteurs 
AH


 et 
n


 ?
 a.
AH n=



 b.
AH


 et 
n


 sont colinéaires.
 c.
AH


 et 
n


 sont orthogonaux.
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 DÉMONSTRATION
4
 Définir la distance d’un point 
à un plan 
→
FICHE 11
Démontrer que le projeté orthogonal d’un 
point M sur un plan  est le point de  le 
plus proche de M.
 S’ENTRAÎNER
Sauf autre indication, on munit l’espace d’un repère orthonormé 



()

ijkO;, , .
5
 Calculer le cosinus d’un angle géométrique 
→
FICHE 9
On considère les points 
()()
−−A2;0;1 ,B 1;2; 1

 et 
()
−C2;2;2

.
a. Calculer le produit scalaire 
AB AC,◊
 

 puis les longueurs AB et AC.
b. En déduire une valeur approchée, arrondie au degré près, de l’angle 

BAC

.
CONSEILS
Pour la première question, utilisez l’expression du produit scalaire dans une base 
orthonormée et, pour la deuxième question, celle avec le cosinus. 
→
FICHE 9
6
 Étudier les propriétés d’un triangle 
→
FICHES 9 et 10
On considère les points 
()()
−−−A3;2;2 ,B 6; 2; 1

 et 
()
C6;1;5

.
a. Démontrer que le triangle ABC est rectangle en A.
b. En déduire l’aire du triangle ABC.
CONSEILS
Pour montrer l’orthogonalité de deux droites (dans le plan ou dans l’espace), vous 
pouvez utiliser le produit scalaire.
7
 Calculer le produit scalaire de deux vecteurs 
→
FICHE 9
On considère les points 
()()
A1;0;2 ,B 1;1;4

 et 
()
−C1;1;1

.
1. Démontrer que les points 
A,B

 et 
C

 ne sont pas alignés et en déduire que (ABC)
est un plan.
2. a. Vérifier que 

()
−n 3;4; 2

 est orthogonal aux vecteurs 
AB


 et 
AC


.
b. Que représente le vecteur 
n


 pour le plan 
()
ABC

 ?
CONSEILS
1.
 Démontrez que les vecteurs 
AB


 et 
AC


 ne sont pas colinéaires.
2. a. Calculez 


n AB◊

 et 


n AC◊

. 
→
FICHE 9
CLÉ
M

H

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8 
 Orthogonalité de deux droites 
et projeté orthogonal sur un plan 
→
FICHES 10 et 11
On considère les points A(2 ; 4 ; 1), B(0 ; 4 ; −3), C(3 ; 1 ; −3), D(1 ; 0 ; −2) et 
E
(3 ; 2 ; −1).
On admet que 
xyz22 11 0+−−=

 est une équation cartésienne du plan (ABC) et 
qu’un vecteur normal de ce plan est le vecteur 
n


(2 ; 2 ; −1).
Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
a. Les droites 
(AB) et (CD) sont orthogonales.
b. Le point E est le projeté orthogonal du point D sur le plan 
(ABC).
CONSEILS
Rappelez-vous que le projeté orthogonal du point A sur le plan  est le point 
H 3∈

 
tel que le vecteur 
AH


 est orthogonal au plan , c est-à-dire que le vecteur 
AH


 est un 
vecteur normal au plan .
9 
 Démontrer en calculant des longueurs 
→
FICHE 9
On considère les points 
()()
A1;0;2 ,B 2;1;0

 et 
()
C0;1;2

.
a. Montrer que les points 
A,B

 et 
C

 ne sont pas alignés.
b. Montrer que le triangle 
ABC

 est rectangle.
CONSEILS
Pour montrer que le triangle 
ABC

 est rectangle, vous pouvez utiliser la réciproque 
du théorème de Pythagore.
10 
 Étudier les propriétés de triangles 
→
FICHE 9
On considère les points 
()()
A3;4;0 ,B 0;5;0

 et 
()
C0;0;5

.
a. Démontrer que les triangles OAC et OBC sont rectangles isocèles.
b. Quelle est la nature du triangle ABC ?
CONSEILS
a.
 Les points en lesquels les triangles OAC et OBC sont rectangles n’étant pas 
donnés et les triangles étant aussi isocèles, le plus simple est de calculer toutes les 
longueurs des côtés.
b. Pour le triangle ABC, on peut faire de même et observer si on peut utiliser la 
réciproque ou la contraposée du théorème de Pythagore.
11 
 Démontrer l’orthogonalité de deux droites dans l’espace 
et calculer une distance 
→
FICHES 9 et 10
On considère le cube ABCDEFGH de côté 1.
Dans l’exercice, l’espace est rapporté au repère 
  

D;DA,DC, DH
()

.
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3 • Orthogonalité et distances dans l’espace
COURS & MÉTHODES EXERCICES & SUJETS CORRIGÉS
H
E
G

F
C
BA

D
On note K le point défini par 
KD 2KF0+=
 


.
a. Montrer que le point K a pour coordonnées 







2

3
;
2

3
;
2

3
.
b. Montrer que les droites 
(EK) et (DF) sont ortho-
gonales.
c. Calculer la distance EK.
CONSEILS
a.
 Exprimez le vecteur 
DK


 en fonction des trois 
vecteurs de la base.
12
 Établir l’orthogonalité et la perpendicularité 
de deux droites 
→
FICHE 10
Dans l’espace, on considère :
– une droite  de vecteur directeur 

()
−u

2;1; 3 ; 
– une droite ′ de vecteur directeur 

()
−−v 4; 2;6

 ;
– la droite 
∆

 passant par un point A appartenant à ′ et dont un vecteur directeur 
est 

()
w 1;1;1

.
a. Démontrer que les droites  et ′ sont parallèles.
b. Démontrer que les droites  et 
∆

 sont orthogonales.
c. Démontrer que les droites ′ et 
∆

 sont perpendiculaires.
CONSEILS
Pour montrer le parallélisme de deux droites de l’espace, utilisez la colinéarité des 
vecteurs directeurs et, pour montrer l’orthogonalité de deux droites de l’espace, 
utilisez le produit scalaire.
Souvenez-vous de la différence entre perpendicularité et orthogonalité !
13
 Établir l’orthogonalité d’une droite et d’un plan 
→
FICHE 10
On considère les points 
()()
−−−A1;1;4 ,B 7; 1; 2

 et 
()
−C1;5;2

.
a. Démontrer que les vecteurs 
AB


 et 
AC


 ne sont pas colinéaires, donc que les 
points 
A,B

 et 
C

 forment un plan.
b. Démontrer que le vecteur 

()
n 1;1;1

 est un vecteur normal au plan 
()
ABC

.
c. Soit  une droite de vecteur directeur 

()
−−−u 2; 2; 2

.
Démontrer que la droite  et le plan 
()
ABC

 sont perpendiculaires.
CONSEILS
Pour montrer qu’un vecteur est normal à un plan, il faut montrer qu’il est 
orthogonal à deux vecteurs qui dirigent ce plan, donc non colinéaires. 
→
FICHE 10
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14 
 Établir l’orthogonalité de deux plans 
→
FICHES 10 et 12
On considère le plan 
1
 d’équation cartésienne 
xyz260−++−=

 et le plan 
2
 
d’équation cartésienne 
xyz2490−+−=

.
a. Démontrer que les plans 
1
 et 
2
 sont perpendiculaires.
b. Démontrer que le plan 
3
 d’équation cartésienne 
xyz22250+++=

 est per-
pendiculaire au plan 
1
.
CONSEILS
Soit 

na bc

;;
()

 un vecteur non nul et  un plan de l’espace.

na bc

;;
()

 vecteur normal du plan  
⇔

 Le plan  admet une équation cartésienne de 
la forme 
+++=0ax by cz d

 avec 
∈d 

. 
→
FICHE 12
 OBJECTIF
BAC
15 
 Démontrer la formule de la distance 
d’un point à un plan de l’espace 
→
FICHES 4, 9 à 13
Dans ce sujet,on démontre tout d’abord la formule de la distance d’un point à 
un plan de l’espace d’équation cartésienne donnée. Ensuite, on applique cette 
formule sur un exemple et on la démontre avec une autre méthode.
 LE SUJET
L’espace est muni d’un repère orthonormé 



()
ijkO; ,,

.
Partie A
On désigne par  le plan d’équation cartésienne 
ax by cz d 0+++=

 et par M
0
 le 
point de coordonnées 
()
xyz;;
000

.
On appelle H le projeté orthogonal du point M
0 
sur le plan .
On rappelle la propriété suivante :
le vecteur 




=++
na

ib
jc

k est un vecteur normal au plan .
Le but de cette partie est de démontrer que la distance d
(M
0
 ; ) du point M
0
 au 
plan , c’est-à-dire la distance M
0
H, est telle que :
d
ax by cz d
abc

M;
0
000
222
3
()
=
+++
++

.
a. Justifier que 
◊=×++nabc

MH MH
00

222



.
b. Démontrer que 
na

xbyc
zd

MH
0000
◊=−− −−



.
c. Conclure.
50 min
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3 • Orthogonalité et distances dans l’espace
COURS & MÉTHODES EXERCICES & SUJETS CORRIGÉS
Partie B
On considère les points A(4 ; 1 ; 5), B(−3 ; 2 ; 0), C(1 ; 3 ; 6) et F(−7 ; 0 ; 4).
1. a. Démontrer que les points A, B et C définissent un plan  et que ce plan a 
pour équation cartésienne 
xyz210+−−=

.
b. À l’aide de la partie A, déterminer la distance d
(F ; ) du point F au plan .
2. Le but de cette question est de calculer la distance d
(F ; ) par une autre méthode. 
On appelle 
∆

 la droite qui passe par le point F et qui est perpendiculaire au plan .
a. Déterminer une représentation paramétrique de la droite 
∆

.
b. Déterminer les coordonnées du point H, projeté orthogonal du point F sur le 
plan .
c. Retrouver le résultat de la question 1. b.
Partie A
a. La valeur absolue permet d’éviter les questions de signe du résultat.
b. On vous demande de donner une deuxième expression du produit scalaire.
c. Il s’agit de donner une expression de la distance M
0
H.
Partie B
1. a. Il s’agit de vériﬁer que le plan 
(ABC) a pour équation cartésienne 
+−−=210xyz

.
b. Vous devez calculer une distance en appliquant une formule.
2. a. Il s’agit de donner une représentation de 
∆

 dépendant d’un paramètre t.
b. La question revient à déterminer les coordonnées du point F, intersection de la 
droite 
∆

 et du plan . 
c. Il s’agit de calculer d(F ; ) avec les coordonnées de F connues.
 LIRE LE SUJET
 LA FEUILLE DE ROUTE
Partie A
a. Exprimer un produit scalaire à l’aide d’une formule
→
FICHE 9
Utilisez l’expression du produit scalaire utilisant le cosinus et remarquez que la 
valeur absolue de ce cosinus a une valeur particulière.
b. Exprimer un produit scalaire à l’aide d’une formule 
→
FICHE 9
Utilisez l’expression du produit scalaire dans une base orthonormée.
c. Établir une formule à partir de deux expressions 
→
FICHE 11
Utilisez les deux formules démontrées au 1. et 2. pour établir la formule deman-
dée de la distance d’un point à un plan de l’espace.
Partie B
1. a. Montrer qu’une équation cartésienne est celle 
d’un plan donné 
→
FICHES 4 et 12
Démontrez que les vecteurs 
AB


 et 
AC


 ne sont pas colinéaires, puis que les coor-
données des points A, B et C vérifient l’équation cartésienne du plan donné.
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b. Appliquer une formule
Calculez la distance demandée en appliquant la formule obtenue à la partie A 
avec les valeurs numériques de la partie B.
2. a. Donner une représentation paramétrique d’une droite 
→
FICHE 13
Pour donner une représentation paramétrique de la droite 
∆

 dont on connaît un 
point, il faut en déterminer un vecteur directeur.
b. Déterminer les coordonnées d’un point 
→
FICHES 12 et 13
Remarquez que le point F appartient à la droite 
∆

 et au plan , donc qu’il vérifie 
à la fois la représentation paramétrique de la droite 
∆

 pour une certaine valeur 
réelle du paramètre t et l’équation cartésienne du plan .
c. Calculez une distance
Calculez la distance FH avec les coordonnées de F et H connues.
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3 • Orthogonalité et distances dans l’espace
COURS & MÉTHODES EXERCICES & SUJETS CORRIGÉS
 SE TESTER
QUIZ
1
 Produit scalaire de deux vecteurs de l’espace
1. Réponse a.
Le vecteur 
AB


 a pour coordonnées
()
−−−−12;4 4; 31

, soit 

()
−−AB

1;0; 4 .
Le vecteur 
AC


 a pour coordonnées
()
−−−−32;1 4; 31

, soit 

()
−−AC 1; 3; 4

.
() ()()()
◊=−×+×−+−×−=−+ =AB

AC 1103 4411
615
 

.
2. Réponse c. Le vecteur 
AC


 a pour coordonnées 

()
−−AC

1; 3; 4 donc :

AC

AC 13 4191
62

6
2
22
() ()

==+− +− =++= .
3. Réponse c. Pour tous vecteurs de l’espace 
u


 et 
v


 :
()()

+=+◊+=◊+◊+◊+◊uv uv uv uu uv vu
vv
2
      

donc += +◊+uv uu
vv

2
22
 

 car ◊= ◊=◊
uu

uv
uu

v,
2
 

 et ◊=
vv

v
2
 

.
2
 Orthogonalité et produit scalaire
Réponses a et b.
 La réponse a. est correcte. Les droites  et  admettent respectivement 
u


(2 ; −1 ; 3)
et 

′
u

(2 ; −5 ; −3) pour vecteur directeur.

()() ()
◊
′
=×+− ×− +×−=+−=uu 22 15334590

, donc 
⊥

.
 La réponse b. est correcte. La droite  admet le vecteur 
u


(2 ; −1 ; 3) pour vecteur 
directeur et le plan  admet pour vecteur normal le vecteur 
n


(−2 ; 1 ; −3).
Or 
nu=−


, donc les vecteurs 
n


 et 
u


 sont colinéaires et par conséquent la droite  et 
le plan  sont perpendiculaires.
 L’affirmation c. est fausse. Les plans  et  admettent respectivement pour vec-
teur normal 
n


(−2 ; 1 ; −3) et 

′
n

(2 ; −1 ; 3).

() ()()
◊
′
=− ×+×− + −×=−− −=−≠nn 2211 33 419140,

 donc les vecteurs 
n


 et 

′
n

 ne sont pas orthogonaux.
Les plans  et  ne sont donc pas perpendiculaires.
3
 Projeté orthogonal d’un point sur une droite ou un plan de l’espace
Réponse b.
D’après le cours, la droite 
(AH) est perpendiculaire au plan , donc les vecteurs 
AH


et 
n


 sont colinéaires.
 DÉMONSTRATION
4
 Déterminer la distance minimale d’un point à un plan
On considère un plan  de l’espace et un point M 
∉

.
On note H le projeté orthogonal du point M sur le plan .
Montrons que le point H est le point du plan  le plus proche du point M.
CORRIGÉS
CLÉ
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Soit H′ un autre point quelconque du plan .
Les points M, H et H′ ne sont pas alignés car sinon le 
point M appartiendrait au plan , ce qui n’est pas le cas.
Les points M, H et H′ forment donc un plan et le 
triangle MHH′ est rectangle en H, par définition du 
projeté orthogonal.
Dans le plan 
(MHH′), d’après le théorème de Pythagore
appliqué au triangle MHH′ rectangle en H, on a : MH′
2
 = MH
2
 + HH′
2
.
Or, HH′
2
 
>>

 0 donc MH′
2
 
>>

 MH
2
 pour tout point H′ de .
Le projeté orthogonal d’un point M sur un plan  est le point de  le plus proche de M. 
La distance du point M au plan  est cette distance minimale MH, distance du 
point M à son projeté orthogonal H sur le plan .
 S’ENTRAÎNER
5 
 Calculer le cosinus d’un angle géométrique
a. 
AB


 a pour coordonnées 
()
()
−− −−−12;2 0; 11

, 
soit 
()
−

AB 3;2; 2

.
AC


 a pour coordonnées 
()
()
−−−−−22;2 0;21

, 
soit 

()

AC 0;2;1 .
On a donc : 
 
AB

AC 3022 21
2
()
◊=× +×+−×=

.
=−+− +− =++−
AB

()()()32(2)
BA

2
BA

2
BA

22
22

xx yy zz
=++=AB 17944.

()()()

=−+− +− =+
+=AC

5021
CA

2
CA

2
CA

2
222
xx yy zz .
À NOTER
Par exemple : 
()()()

==−+−+−

AB

AB
BA

2
BA

2
BA

2
xx yy
zz

. 
→
FICHE 9
b. Les trois points A, B et C sont différents, donc on a aussi :
       


AB

AC AB AC cosAB;AC AB AC cosBAC
,
()

◊= ×× =××
soit 2 = 
17 5cosBAC××


 en remplaçant par les 
valeurs numériques du a.
On a donc 

=
×

=
co

sBAC
2
17 5
2
85
,

 puis en 
utilisant la calculatrice en mode degré :
≈°

BAC77

 au degré près.
6 
 Étudier les propriétés d’un triangle
a. Pour montrer que le triangle ABC est rectangle en A (dans le plan (ABC)), il 
suffit de montrer que les droites de l’espace 
(AB) et (AC) sont orthogonales, donc 
que le produit scalaire 
◊
 
AB AC

 est nul.
M

H

H′
À NOTER
Pour deux vecteurs 
()
;;ux yz


 et 
()
′′′
;;vx yz


 : 
◊=
′
+
′
+
′

uv xx yy zz

.
À NOTER
()

◊= ××
     
AB

AC AB AC cosAB;AC 
si 
≠AB0



 et 
≠AC0



.
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3 • Orthogonalité et distances dans l’espace
COURS & MÉTHODES EXERCICES & SUJETS CORRIGÉS
AB


a pour coordonnées (
)
()
−−−− −−63;2 2; 12

, soit 

()
−AB

3;0; 3 .
AC


 a pour coordonnées 
()
()
−−−−63;1 2;52

,
soit 

()

AC 3;3;3 .
()

◊=×+×+−×
=−=
 
AB

AC 3303 3399
0,

 donc 
le triangle ABC est rectangle en A.
b. Le triangle ABC étant rectangle en A, on a : A
ABC
=
AB AC
2
×

.
()()()
()

==−+−+−=++−

AB

AB 30 3
BA
2
BA
2
BA
2
22
2
xx yy zz
AB 99 92 32.=+=×=



xx yy
zzAC

AC
CA

2
CA

2
CA

2
()()()

==−+−+−
AC 333 999 93 33

222
=++=++=×=

.
On a donc
=
×

=
×

=
A
96
2

ABC
AB AC
2
32 33
2

.
7
 Calculer le produit scalaire de deux vecteurs
1.
AB


a pour coordonnées
()
−− −11;1 0;42

, soit 

()
AB

0;1;2 .
AC


 a pour coordonnées 
()
−− −−11;1 0;12

, soit 

()
−−AC 2;1; 1

.
Les vecteurs 
AB


 et 
AC


 ne sont pas colinéaires, donc les points 
A, B

 et 
C

 ne sont pas 
alignés. Ils définissent donc un plan, noté 
()
ABC

.
À NOTER
Soit A, B et C trois points de l’espace.
A, B, C alignés 
⇔

AB


 et 
AC


 colinéaires 
⇔=α
 
ACAB

 avec 
α∈

⇔ lescoordonnéesdeAB


 et celles de 
AC


 sont proportionnelles. 
2. a.
◊=×+×−× =−=


AB 304122 440n

, donc 
n AB⊥



.
() ()

◊=×− +×−×−=−+
+=



AC 32412164
20n

, donc 
n AC⊥



.
n


 est donc orthogonal aux vecteurs 

AB

 et 

AC

.
b. Le vecteur 

()
−n 3;4; 2

 est orthogonal à deux vecteurs (non colinéaires) qui 
dirigent le plan 
(ABC), donc c’est un vecteur normal au plan (ABC).
8
 Orthogonalité de deux droites et projeté orthogonal sur un plan
a. La proposition est vraie. En effet : 
•
AB


a pour coordonnées
()
−−−−02;4 4; 31

, soit 

()
−−AB

2;0; 4 .
•
CD


 a pour coordonnées 
()
()
−−−−−13;0 1; 23

, 
soit 

()
−−CD

2; 1;1 .
 
AB CD 220141440
()() ()
◊=−×−+×− −×=−=

donc 
AB CD⊥
 

 et les droites (AB) et (CD) sont 
orthogonales.
b. La proposition est fausse. Pour que le point E soit le projeté orthogonal du 
point D sur le plan 
(ABC), il faut que le point E appartienne au plan (ABC) et que 
le vecteur 
DE


 soit un vecteur normal au plan (ABC).
À NOTER
Pour 
≠ 0u



 ou 
≠ 0v



 deux vecteurs 
de l’espace : 
◊=⇔
 
0uv u

⊥
v


. 
À NOTER
Pour un triangle de base B
et de hauteur h, 
Bh
A
2

=
×

.
À NOTER
Pour  et 
∆

 deux droites de vecteurs 
directeurs respectifs 
≠ 0u



 et 
≠ 0v



 :
 
⊥∆⇔◊=

0uv
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xyz22 11 0+−−=

 est une équation cartésienne du plan (ABC) et
2322 1110,
()
× +×−−− =

 donc le point E(3 ; 2 ; −1) appartient au plan (ABC).
DE


 a pour coordonnées 
()
()
−−−−−31;2 0; 12

, soit 

()
DE

2;2;1 .
Ce n’est pas un vecteur colinéaire au vecteur 
n


(2 ; 2 ; −1), donc le vecteur 

()
DE

2;2;1 n’est pas un vecteur normal au plan (ABC).
Finalement, le point E n’est pas le projeté orthogonal du point D sur le plan 
(ABC).
À NOTER
Si les vecteurs 
≠ 0n



 et 
′
≠ 0n



 sont deux vecteurs normaux à un plan , alors 
n


 et 
′
n


 
sont colinéaires.
Et on a la contraposée de cette propriété : si deux vecteurs ne sont pas colinéaires, 
ils ne peuvent pas être tous les deux des vecteurs normaux à un plan .
9 
 Démontrer en calculant des longueurs
a. 
AB


 a pour coordonnées 
()
−− −21;1 0;02

, soit 

()

−
AB

1;1; 2 .
AC


 a pour coordonnées 
()
−− −01;1 0;22

, soit 

()
−AC

1;1;0 .
Les coordonnées de 
AB


 et 
AC


 ne sont pas proportionnelles, donc les vecteurs 
AB


 et 
AC


 ne sont pas colinéaires, et les points 
A, B

 et 
C

 ne sont pas alignés.
Ils déterminent donc un plan.
b. Calculons les distances 
AB,AC

 et 
BC

 :
AB 21 10 02 11 26

222
22
2
()()() ()
=−+− +− =++− =

()()() ()
=−+− +− =− ++ =AC

01 10 22 11
02

2222
22
()()() ()

=−+− +− =− ++=
BC

02 11 20 20
28

22 22
22
D’où : 
BC 8
2
=

 et 
AB AC 628
22
+=+=

.
Ainsi, 
BC AB AC
222
=+

.
Donc, d’après la réciproque du théorème de Pythagore (dans le plan 
(ABC)), le 
triangle 
ABC

 est rectangle en 
A,

 d’hypoténuse 
[]
BC

.
10 
 Étudier les propriétés de triangles
a. Calculons les distances 
OA,OC

 et 
AC

 :
OA

30 40 00 34 25
5

222
22
()()()

=−+− +− =+
==

OC 00 00 50 5255

222
2
()()()
=−+− +− ===

AC

03 04 50 345
22222
2
()()() () ()
=−+− +− =− +− +

 
9162550252 52=++= =×=

OA = OC donc le triangle est isocèle en O.
D’après les calculs précédents : 
AC 50
2
=

 et 
OA OC 25 25 50
22
+ =+=

.
Ainsi, 
AC OA OC
222
=+

.
Donc, d’après la réciproque du théorème de Pythagore, le triangle OAC est rec-
tangle isocèle en O.














[image: ]79
3 • Orthogonalité et distances dans l’espace
COURS & MÉTHODES EXERCICES & SUJETS CORRIGÉS
 Calculons les distances 
OB

 et 
BC

 :
OB

00 50 00
5255

22 2
2
()()()
=−+− +− ===

 ; 
OC 5=

BC

00 05 50 55 25
25

2222
2
()()() ()

=−+− +− =− += +
50 25 252==×=

OB = OC donc le triangle est isocèle en O.
D’après les calculs précédents : 
BC 50
2
=

 et 
OB OC 25 25 50
22
+ =+=

.
Ainsi, 
BC OB OC
222
=+

.
Donc, d’après la réciproque du théorème de Pythagore, le triangle OBC est rec-
tangle isocèle en O.
b. On sait que 
AC BC 50 52== =

, donc le triangle ABC est isocèle en C.
Calculons la distance 
AB

 :
()()() ()
=−+− +− =− +=AB

03 54 00 31 10
22 22
2
La longueur AB, est différente de AC et BC donc le triangle ABC n’est pas équilatéral.
De plus, il n’existe pas de lien d’égalité entre les valeurs AB
2
, AC
2
 et BC
2
 donc le 
triangle ne peut pas être rectangle en un des trois points.
Finalement, le triangle ABC est isocèle en C.
11
 Démontrer l’orthogonalité de deux droites dans l’espace 
et calculer une distance
a. Par définition, 
KD 2KF0+=
 


 donc 
  

KD 2KDDF0
()
++=

d’après la relation de Chasles, puis 
3KD2DF 0+=
 


 et 
DK
2
3

DF=
 

.
Mais, d’après la relation de Chasles encore une fois, 
DF DA AB BF=++
   

.
Or ABCD est un carré donc 
AB DC=
 

 et BDHF est un rectangle donc 
BF DH=


.
Finalement : 
DF DA DC DH=++
   

.
Les coordonnées du vecteur 
DF


 sont donc (1 ; 1 ; 1) et celle du vecteur 
DK
2
3

DF=
 

sont 







2

3
;
2

3
;
2

3
.
D étant l’origine du repère, le point K a pour coordonnées 







2

3
;
2

3
;
2

3
.
b. Les points E et K ont pour coordonnées E
(1 ; 0 ; 1) et K 






2

3
;
2

3
;
2

3
, donc le vec-
teur 
EK


 a pour coordonnées −−−







2

3
1;
2

3
0;
2

3
1 , soit 

−−








EK
1

3
;
2

3
;
1

3
.
De plus, 
DF


(1 ; 1 ; 1) donc : 
EK

DF
1
3

1
2
3

1
1
3
10

◊=−×+×−×=


.
EK


 et 
DF


 sont orthogonaux, donc les droites (EK) et (DF) sont orthogonales.
À NOTER
Pour  et 
∆

 deux droites de vecteurs directeurs respectifs 
≠ 0u



 et 
≠ 0v



 :

⊥∆⇔◊=

0uv

À NOTER
La relation de Chasles 
reste valable pour les 
vecteurs de l’espace.
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c. Le vecteur 
EK


 a pour coordonnées 

−−








EK
1

3
;
2

3
;
1

3
 donc :


xx yy
zz

E
EK

EK
KE
2

KE
2

K
2

()()
()

==−+−+−
EK

1
3
2
3
1
3
1
9
4
9
1
9
6
9
6
3
22 2
=−






+






+−






=++= = .
À NOTER
()()()

==−+−+−

EK

EK
KE

2
KE

2
KE

2
xx yy
zz

 
→
FICHE 9
12 
 Établir l’orthogonalité et la perpendicularité de deux droites
a. 

()
−u 2;1; 3

 et 

()
−−v 4; 2;6,

 donc 
vu2=−


.
En effet : 
422−=−×

 ; 
221−=−×

 ; 
()
=− ×−62 3

. 
Les vecteurs 
u


 et 
v


 sont colinéaires, donc les droites  et ′ sont parallèles.
À NOTER
Pour  et 
∆

 deux droites de vecteurs directeurs respectifs 
≠ 0u



 et 
≠ 0v



 :
 
∆⇔

 
u


 et 
v


 sont colinéaires 
⇔

 Il existe 
α∈

 tel que 
=α

vu

.
b. 
◊=×+×−×=+−=

2 11131 2130uw

u


 et 
w


 sont orthogonaux, donc les droites  et 
∆

 sont orthogonales.
À NOTER
Pour  et 
∆

 deux droites de vecteurs directeurs respectifs 
≠ 0u



 et 
≠ 0v



 :
 
⊥∆⇔◊=

0uv

c. De même, 
◊=−× −×+×=− −+=

412161 4260vw

.
Les vecteurs 
v


 et 
w


 sont orthogonaux, donc les 
droites ′ et 
∆

 sont orthogonales.
De plus, par définition, ′ et 
∆

 sont sécantes en A 
donc ′ et 
∆

 sont perpendiculaires.
13 
 Établir l’orthogonalité d’une droite et d’un plan
a. 
AB


 a pour coordonnées 
()
()
−−−− −−71;1 1; 24

, soit 
()
−6;0; 6

.
AC


 a pour coordonnées 
()
()
−−−−−11;5 1; 24

, soit 
()
−0;6; 6

.
Les vecteurs 
AB


 et 
AC


 ne sont pas colinéaires car leurs coordonnées ne sont pas 
proportionnelles. Les points 
A, B

 et 
C

 forment donc un plan 
()
ABC

.
b. 



AB 16101666
0
()

◊=×+×+×−
=−=n

et 


AC 10161666 0
()
◊=×+×+×− =−=n

.
Le vecteur 

()
n 1;1;1

 est orthogonal aux vecteurs 
AB


 et 
AC


 qui sont des vecteurs directeurs du plan 
()
ABC,

 donc 
n
()

1;1;1

 est un vecteur normal au 
plan 
()
ABC

.
À NOTER
Deux droites orthogonales et 
sécantes sont perpendiculaires.
À NOTER
Soit 
≠ 0n



 un vecteur et  un plan 
de vecteurs directeurs non 
colinéaires 
≠ 0v



 et 


w 0.≠


n

 normal à  
⇔◊=

0nv

 et 
◊=

0nw

.
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c.

()
−−−u

2; 2; 2 et 

()
n

1;1;
1,

 donc 
nu2=−


.
Les vecteurs 
n


 et 
u


 sont colinéaires et 
n


 est un vecteur normal au plan 
()
ABC,

 donc 
u


 est aussi un vecteur normal au plan (ABC).
La droite  de vecteur directeur 
u


 et le plan 
()
ABC

 sont donc perpendiculaires.
14
 Établir l’orthogonalité de deux plans
a. Le plan 
1
 a pour équation cartésienne 
xyz260,−++−=

 donc 

()
−n

2;1;1
1

 est 
un vecteur normal à ce plan.
De même, le plan 
2
 a pour équation cartésienne 
xyz2490,−+−=

 donc 

()
−n 1; 2;4
2

 est un vec-
teur normal à ce plan.
()
◊=− ×+×−+×=−− +=

211214 2240,
12
nn

donc le plan 
1
 est perpendiculaire au plan 
2
.
b. Le plan 
3
 a pour équation cartésienne 
xyz22250,+++=

 donc 

()
n

2;2;2
3

 est 
un vecteur normal à ce plan.
D’après le a., 

()
−n

2;1;1
1

 est un vecteur normal au plan 
1
.

nn 221212 4220
13
◊=−× +×+×=− ++=

. Les vecteurs 

n
1

 et 

n
3

 sont orthogo-
naux donc le plan 
1
 est perpendiculaire au plan 
3
.
 OBJECTIF
BAC
15
 Démontrer la formule de la distance d’un point à un plan de l’espace
Partie A
a. Par définition du projeté orthogonal d’un point sur un plan de l’espace, le vec-
teur 
MH
0


 est un vecteur normal au plan .
De plus le vecteur 




=++
na

ib
jc

k est un vecteur normal au plan , donc les vec-
teurs 
n


 et 
MH
0


 sont colinéaires.
On a donc :
()

◊=××







MH MH cos;MH
000

nn n




nn

MH cos;MH
00
()
=×

× car 


n et 

MH
0

 sont des nombres positifs.
À NOTER
Pour deux vecteurs 
≠ 0u



 et 
≠ 0v



 :
()

◊= ××
  

co
s;uv

uv
uv

.
De plus, les vecteurs 
n


 et 
MH
0


 sont colinéaires donc 


ncos;MH 1
0
()
=±

 et donc 
()

=



cos;MH
1.

0
n
Finalement : 
nn
abc
MH MH
MH
00
0

222
◊=×
=×++





car 

nabca pourcoordonnées ;;
()

.
À NOTER
Pour  et ′ deux plans de vecteurs 
normaux respectifs 
≠ 0n



 et 
′
≠ 0n



 :
 ⊥ ′
⇔◊
′
=

0nn

→
FICHE 10
À NOTER
Pour 
()
;;ux yz


 un vecteur de 
l’espace, 
=++


222
ux
yz

.
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b. Notons H
xyz;;
HHH
()

 les coordonnées du point H.
Le point M
0
 a pour coordonnées M
0
()
xyz;;
000

 donc :

()
−−−

xxyy
zzMH ;;
0H0H 0H 0

.
De plus, le vecteur 
n


 a pour coordonnées 

()
na bc;;

 donc :


()()()
◊=−+ −+ −naxx by yczzMH
0H0H0H0

 
ax ax by by cz cz
H0H0H0
=−+−+−

 
ax by cz ax by cz
000HHH
=− −−+++

.
Or H 
∈

 , donc ses coordonnées vérifient l’équation du plan, c’est-à-dire 
ax by cz d 0,
HHH
+++=

 puis 
ax by cz d
HHH
++=−

. 
On obtient donc : 
na

xbyc
zd

◊=−−
−−



MH
0000

.
c. D’après les questions a. et b. :
◊=×++


MH MH
00

222
nabc

et ◊=−− −−=+
++



MH
0000 000

naxbyczdax by cz d .
On a donc 
×++= +++
MH ,
0

222
000

abcaxbyc
zd

 puis :
d
ax by cz d
abc

MH M; .
00
000
222
3
()
==
+++
++

Partie B
1. a. 
 
AB


 a pour coordonnées 
()
−− −−34;2 1;05

, soit 

()
−−AB 7;1; 5

.
AC


 a pour coordonnées 
()
−−−14;3 1;65

, soit 

()

−
AC

3;2;1 .
Les vecteurs 
AB


 et 
AC


 ne sont pas colinéaires, donc les points 
A,B

 et 
C

 ne sont pas 
alignés. Ils définissent donc un plan, noté .
À NOTER
Soit A, B et C trois points de l’espace.
A, B, C alignés 
⇔

 
AB


 et 
AC


 colinéaires 
⇔=α
 
ACAB

 avec 
α∈

.
 Montrons que les trois points A(4 ; 1 ; 5), B(−3 ; 2 ; 0) et C(1 ; 3 ; 6) vérifient 
l’équation cartésienne 
xyz210+−−=

 d’un plan. Cela montrera qu’il s’agit 
d’une équation cartésienne du plan 
(ABC), noté .
421510+×−−=

 donc 
3∈A

.
3 22010− +×−−=

 donc 
3∈B

.
123610+×−−=

 donc 
3∈C

.
Finalement, le plan d’équation cartésienne 
xyz+−−=210

 est le plan (ABC), 
noté .
b. D’après la partie A, on a 
3
()
=
+++
++

F;
000
222
d
ax by cz d
abc

 avec F(−7 ; 0 ; 4), donc 
=− =xy7, 0
00

 et 
z 4
0
=

 ; l’équation cartésienne du plan  est 
xyz210+−−=

 
donc 
===−abc1, 2, 1

 et 
d 1=−

.
On a : 
3
()
() ()
()

=
×− +×+− ×−
++−

=
−− −

++
== =F;
1720 141

12 1
741

141
12
6
12 6
6
26

22
2
d

.
À NOTER
Pour 
()
;;ux yz


 et 
()
′′′
;;vx yz


 deux vecteurs, 
◊=
′
+
′
+
′

uv xx yy zz

.
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3 • Orthogonalité et distances dans l’espace
COURS & MÉTHODES EXERCICES & SUJETS CORRIGÉS
2. a. La droite 
∆

 passe par le point F(−7 ; 0 ; 4) et a pour vecteur directeur un vec-
teur normal au plan , car la droite 
∆

 est perpendiculaire au plan .
Une équation cartésienne du plan  est 
xyz210+−−=

, donc le vecteur 

()
−n 1;2; 1

est un vecteur normal au plan , donc un vecteur directeur de la droite 
∆

.
Une représentation paramétrique de la droite 
∆

 est donc :
xt
yt
zt
=−

=
=− +





7

2
4

 avec 
∈t

.
À NOTER
Soit  la droite passant par le point 
()
A;

;
AAA

xyz et de vecteur directeur 
()

≠;;
0ua

bc



. 
xyzM;; $
()
∈

⇔

 il existe un réel t tel que 
=+
=+

=+






xt
ax

yt
by

zt
cz

A
A
A

→
FICHE 14
b. La droite 
∆

 et le plan  étant, par définition, perpendiculaires, ils sont sécants 
en un seul point 
H

.
 Déterminer les coordonnées 
xyz;;
HHH
()

 de H revient à déterminer le réel t tel 
que : 
=−

=
=− +
+−
−=





xt

yt
zt
xyz
7

2
4
210

H
H
H
HHH

c’est-à-dire tel que : 
() ()
=−

=
=− +
−+×−−+
−=





xt

yt
zt
ttt
7

2
4
72
2410

H
H
H
.
La dernière équation donne 
ttt74 410,−+ +− −=

 soit 
t6120−=

.
D’où 
t
12
6
2==

.
En remplaçant 
t

 par 2 dans les 3 premières équations, on a : 
=−=−

=×=
=−
+=





x

y
z
27 5

22 4
24
2

H
H
H

.
Donc le point H a pour coordonnées 
()
−5;4;2

.
c. F
(−7 ; 0 ; 4) et H
()
−5;4;2,

 donc le vecteur 
FH


 a pour coordonnées 
()
()
−−−−−57;4 0;24,

 soit 

()

−
FH

2;4; 2 .
On a donc :
d

F; FH 24 2
4164
24
46.

22
2
3
()
()

== ++−
=++
=
=×

Soit : 
d

3
()
=F; 26

.
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17 • Graphes et matrices
COURS & MÉTHODES EXERCICES & SUJETS CORRIGÉS
LES
MATRICES
Matrice et sommets d’un graphe
Chaîne de Markov
Matrice d’adjacence
La matrice d’adjacence est la matrice de coeﬃcients a
ij
 qui valent
1 si les sommets numérotés i et j forment une arête et 0 sinon.
Nombre de chemins de longueur n
Le nombre de chemins de longueur n entre deux sommets
i et j d’un graphe de matrice de transition M est le coeﬃcient
c
ij
 de M
n
.
Matrice associée à une chaîne de Markov

L’état initial est décrit par la matrice ligne
Graphe associé d’une chaîne de Markov

Le graphe associé d’une chaîne de Markov est le graphe dont les sommets
sont les états de la chaîne, ses arêtes sont orientées et pondérées par les probabilités
de passage de l’origine à l’extrémité des arêtes.

À l’instant n, les probabilités de chaque état du système vériﬁent :

L’état invariant π d’un processus de Markov de matrice de transition Q vériﬁe 

Les coeﬃcients de la matrice de transition Q sont :
1 2 3
0 0 0 0
P X P X P X
)(
( ) ( ) ( )
π = = = =
1
c P X j
ij X i n
n
( )
= =
= +
0
Q
n
n
π π=
Qππ =
 et la somme de ses coeﬃcients vaut 1. 
a
s
s
o
c
i
é
e
s
à
u
n
g
r
a
p
h
e
Q
u
e
l
l
e
s
s
o
n
t
l
e
s
p
r
o
p
r
i
é
t
é
s
d
e
s
m
a
t
r
i
c
e
s
C
o
m
m
e
n
t
m
o
d
é
l
i
s
e
r
u
n
e
c
h
a
î
n
e
d
e
M
a
r
k
o
v
à
3
é
t
a
t
s
?
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 SE TESTER
QUIZ
Vérifiez que vous avez bien compris les points clés des fiches 51 à 54.
1
 Calcul matriciel 
→
FICHES 51 et 52
1. Soient les matrices =
−






A
11
01

 et =
−






B
21
24

. On a :
 a. =
−
−






AB
21
04

b. +=
−
−






AB
2
41
22

 c.
=
BA AB

2. La matrice =






J
42
22

 est inversible et sa matrice inverse est :
 a. =






−
J
0,25 0,5
0,50,5
1
b.
0,
50

,5
0,
51

1
=
−

−








−
J

c.
=
−
JJ

1
2
 Matrice d’adjacence d’un graphe 
→
FICHE 53
1. En numérotant les sommets par ordre alphabétique, 
le graphe ci-contre a pour matrice d’adjacence :
 a.











01
10

1
000

10
01

00
10

b.











1
111

11
00

10
11

10
11

c.











0
111

1
000

10
01

10
10

2. Le nombre de chemins de longueur 3 entre les sommets A et C est :
 a. 4 b. 5 c. 6
3
 Chaînes de Markov 
→
FICHE 54
Soit le graphe ci-contre associé à une 
chaîne Markov.
1. Sachant qu’au départ, le processus se trouve dans l’état A, l’état initial 
est décrit par la matrice ligne :
 a.
()

π=0,50,3
0

b.
()
π=10
0

c.
()
π=

0,50,7
0

2. La matrice de transition du processus est :
 a.







0,50,5
0,70,3
b.







0,50,7
0,50,3
c.







0,70,5
0,30,5
3. L’état invariant du système est :
 a.
()

π=
10

b. 
()
π=

0,50,5 c.
()
π=

7/12 5/12
4. L’état du système au bout de 4 étapes est décrit par la matrice ligne :
 a.
()

π=
10
4

b. 0,50,5
4
()
π=

c. 0,5840,416
4
()
π=

A
C
B
D

0,5
0,7
0,5 0,3

A B
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17 • Graphes et matrices
COURS & MÉTHODES EXERCICES & SUJETS CORRIGÉS
 DÉMONSTRATIONS
4
 Déterminer le nombre de chemins entre deux sommets 
→
FICHE 53
Soit 
p

 un entier naturel non nul. On considère un graphe 


 à 
p

 sommets numé-
rotés de 1 à 
p

 et notés 
A
1

, 
A
2

, …, 
p
A

. Soient 
i

 et 
j

 des entiers compris entre 1 et 
p

.
On se propose de démontrer par récurrence que pour tout entier naturel 
n

 non 
nul, le nombre de chemins de longueur 
n

 entre les sommets 
i
A

 et 
j
A

 est égal au 
coefficient de la 
i

-ième ligne et 
j

-ième colonne de la matrice 
M
n

, coefficient que 
l’on note 
M
n

ij
()

.
1. Que représente le coefficient 
M
ij
1
()

 ?
2. Soit 
n ∈
∗


. On suppose que le nombre de chemins de longueur 
n

 entre deux 
sommets quelconques 
i
A

 et 
A
j

 est égal à 
M
n
ij
()

.
Tout chemin de longueur 
n 1+

 entre deux sommets 
A
i

 et 
A
j

 est constitué d’un 
chemin de longueur 
n

 entre le sommet 
A
i

 et un sommet 
A
k

 (
1 kp

) suivi de 
l’arête 
AA
kj
−

.
a. Soit 
k

 un entier compris entre 1 et 
p

. Que représente 
MM
n

ik
kj
1
() ()
×

 ?
b. En déduire le nombre de chemins de longueur 
n 1+

 entre les sommets 
A
i

 et 
A
j

.
3. Conclure.
5
 Exprimer la matrice ligne des états 
après plusieurs transitions 
→
FICHE 54
Soit 
n

 un entier naturel et 
X
n

 décrivant l’état d’un processus de Markov à 2 états 
après 
n

 transitions. On note 
Q

 la matrice de transition de ce processus.
La loi de probabilité de l’état du système à l’instant 
n

 est définie par :
PX PX
nn n


1
2
()
()()
== =

.
a. Démontrer que pour tout entier naturel 
n

, 
Q
nn

1
=
+

.
b. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel 
n

, 
Q
n
n

0
=

.
 S’ENTRAÎNER
6
 Résoudre un système linéaire 
→
FICHE 51
Résoudre le système linéaire (S) :
xyzt

xyzt
xy zt
xyzt
30
23

3
21
25
++−=

−++=
−− +−=−
−+++=−






.
CLÉS
CONSEILS
On pourra considérer les matrices colonnes : 
=












X

x
y
z
t

 et 
=
−
−











0
3
1
5
B

 ainsi que la matrice carrée 
A

d’ordre 4 telle que 
= .AX B
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7 
 Calculer la puissance d’une matrice 
à partir d’une matrice diagonale 
→
FICHES 51 et 52
On considère la matrice 
A
230
01

0
460

=
−
−
−










.
Soient les matrices 
P

101
100
21 2
=
−−










 et 
Q

010
201
110
=
−










.
a. Calculer 
PQ

. Que peut-on en déduire ?
b. Montrer que 
QAP∆=

 est une matrice diagonale.
c. Montrer par récurrence que, pour tout 
n ∈
∗


, 
APQ
nn
=∆

.
d. Soit 
n ∈
∗


. Exprimer les coefficients de 
n
∆

 en fonction de 
n

.
e. Donner la première colonne de la matrice 
A
2020

.
CONSEILS
Pour simplifier les calculs on peut remarquer que 










1
0
0
2020
A

 est une matrice colonne 
dont les coefficients sont ceux de la première colonne de 
2020
A

.
8 
 Étudier une suite de matrices colonnes 
→
FICHE 51
On considère les suites 
u
n
()

 et 
v
n
()

 définies par :
u 0
0
=

, 
v 10
0
=

 et pour tout 
n ∈

, 
23

1
1
uuv

vuv
nnn
nnn
{
=++

=−
+
+

.
Pour tout 
n ∈

, on pose 
U

u
v
n
n
n
=








.
a. Déterminer la matrice A d’ordre 2 et la matrice colonne B telles que, pour tout 
n ∈

, 
UAUB
nn1
=+
+

.
b. Montrer qu’il existe une matrice 
C

 telle que 
AC BC+=

.
d. On considère la suite de matrices colonnes 
V
n
()

 définies pour tout 
n ∈

 par 
VUC
nn
=−

.
Démontrer que pour tout 
n ∈

, 
VV
nn
A
1
=
+

.
On admettra alors que pour tout 
n ∈

, 
VAV
n
n
0
=

.
e. Soit 
n

 un entier naturel. Calculer 
V
0

 et déterminer 
U
n

 en fonction de 
A

 et de 
n

.
9 
 Utiliser une matrice d’adjacence 
→
FICHE 53
Une personnalité effectue une tournée dans les villes A, B, C, D, E, F, G et H, en 
utilisant le réseau autoroutier. Le graphe 


 ci-après, représente les différentes 
villes de la tournée et les tronçons d’autoroute reliant ces villes (une ville est 
représentée par un sommet, un tronçon d’autoroute par une arête).
CONSEILS
On peut montrer que 
()
+=⇔− =
2
AC

BC IA
CB

 et 
inverser la matrice 
−
2
IA

 à l’aide de 
la calculatrice avec 
=






10
01

2
I

.
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17 • Graphes et matrices
COURS & MÉTHODES EXERCICES & SUJETS CORRIGÉS
B
A
D
H
C
E
G
F
a. Le graphe 
&

 est-il complet ? connexe ?
b. Donner la matrice 
M

 d’adjacence associée au graphe 


 (les sommets étant pris 
dans l’ordre alphabétique).
c. Déterminer, en justifiant, le nombre de chemins de longueur 3 reliant E à H. 
Préciser ces chemins.
10
 Utiliser un graphe pour raisonner 
→
FICHE 53
Est-il possible que, dans un groupe de 
9 personnes, chacun soit l’ami de 5 per-
sonnes exactement du groupe ? (On sup-
pose que l’amitié est réciproque et qu’une 
personne n’est pas l’amie d’elle-même.)
11
 Étudier une chaîne de Markov 
→
FICHE 54
Un prestidigitateur manipule 3 gobelets alignés : l’un contient une balle, les deux 
autres sont vides.
À chaque manipulation, il inverse les deux gobelets de gauche avec une probabi-
lité de 
1
3

 ou les deux gobelets de droite avec une probabilité de 
2
3

.
Au départ, la balle se trouve dans le gobelet de gauche et les mouvements de la 
balle sont ainsi représentés par le graphe suivant où les sommets G, C et D repré-
sentent respectivement les gobelets de gauche, du centre et de droite :
1

3
2

3
1
3
1
3

2
3
2
3

G C D
CONSEILS
On pourra modéliser la situation par un 
graphe dont les sommets sont les neuf 
personnes, et les arêtes, les liens d’amitié.
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1. Donner la matrice de transition associée à cette chaîne de Markov en numéro-
tant les sommets de gauche à droite.
2. On note 
g
n

, 
c
n

 et 
d
n

 les probabilités respectives que la balle se trouve en G, C et D 
après 
n

 mouvements et on pose gcd
nn
nn

()

= .
a. Que vaut 

0

 ?
b. Calculer 

4

. Interpréter le résultat.
c. Déterminer la probabilité que la balle se trouve au centre après 10 mouvements.
3. Déterminer l’état invariant de cette chaîne.
12 
 Étudier l’évolution d’une population 
→
FICHE 52
On observe l’évolution d’une population d’animaux en considérant deux classes 
d’âges : jeune et adulte. Pour tout entier naturel 
n

, on note respectivement 
J
n

 et 
A
n

 le nombre d’animaux jeunes et le nombre d’animaux adultes après 
n

 années 
d’observation.
Au début de la première année (pour 
n 0=

), il y a 35 animaux jeunes et 80 ani-
maux adultes.
À la fin de chaque année, 50 % des jeunes sont devenus adultes et 50 % des 
adultes ont survécus, alors que 10 % des jeunes et 42 % des adultes donnent 
naissance à un jeune.
On considère les matrices 
A

0,10,42
0,50,5
=








 et, pour tout entier naturel 
n

, 
U

J
A
n
n
n
=








.
a. Montrer que pour tout entier naturel 
n

, 
UAU
nn1
=
+

.
Calculer le nombre d’animaux jeunes et d’animaux adultes après un an d’ob-
servation puis après deux ans d’observation (résultats arrondis à l’unité près par 
défaut).
b. Pour tout entier naturel 
n ∈
∗


, exprimer 
U
n

 en fonction de 
A
n

 et de 
U
0

.
c. Soient les matrices 
P
73
55

=
−








 et 
Q
53
57

=
−








. Calculer 
PQ

.
En déduire que la matrice 
P

 est inversible et donner 
P
1−

.
Montrer que 
PAP
1−

 est une matrice diagonale que l’on notera 
∆

.
d. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel 
n

 non nul :
.
1
APP
nn
=∆
−

e. Soit 
n

 un entier naturel 
n

 non nul.
Déterminer 
n
∆

 en fonction de 
n

.
Calculer 
A
n

.
f. En déduire les expressions de 
J
n

 et 
A
n

 en fonction de 
n

.
Déterminer les limites de ces deux suites.
Que peut-on en conclure pour la population étudiée ?
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17 • Graphes et matrices
COURS & MÉTHODES EXERCICES & SUJETS CORRIGÉS
13
 S’entraîner au calcul matriciel 
→
FICHES 51 et 52
Déterminer, en le justifiant, les affirmations vraies parmi les six suivantes.
a. Soient les matrices 
A

3
2
0
1
2
1
2
1
1
2
1
2
0
3
2
=


















, 
I

100
010
001
=










 et J
101
101
101
.=










Affirmation 1. Pour tout entier naturel 
n

 non nul, on a 
AI

J
n
n
21
2

=+
−

.
b. Soit 
n

 un entier naturel non nul, 
A

 et 
B

 deux matrices carrées d’ordre 
n

 et 
I

 la 
matrice identité d’ordre 
n

.
Affirmation 2. Si 
AB AB=+

 alors 
AIBI I
()()
−−=

.
Affirmation 3. Si 
AB BA=

 alors 
AB AB=+

.
c. Soit 
θ

 un nombre réel, 
X

 une matrice carrée d’ordre 2 et 
I
10
01

=








.
Affirmation 4.
I

cossin
sincos
2

θθ
θ− θ







= .
Affirmation 5. X
10
01

2
=








 si et seulement si 
XI=

 ou 
XI=−

.
d. Soit 
n

 un entier naturel non nul et 
I

 la matrice identité d’ordre 
n

.
Affirmation 6. Pour toutes matrices carrées 
A

 et 
B

 de même ordre, on a :
AB ABAB.
22
()()
−=−+
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 OBJECTIF
BAC
14 
 Pertinence d’une page web 
→
FICHES 51 à 54
Ce sujet fait partie de la liste de problèmes au programme. Il donne une idée du 
modèle mathématique utilisé par certains moteurs de recherche pour classer 
les pages web selon leur pertinence.
 LE SUJET
Le réseau informatique interne à une petite entreprise est formé de 4 pages 
P
1

, 
P
2

, 
P
3

 et 
P
4

.
Les liens entre ces pages sont représentés par le graphe orienté ci-dessous.
Un robot, qui navigue de manière aléatoire sur le réseau, est utilisé pour détermi-
ner les indices de pertinence 
p
1

, 
p
2

, 
p
3

 et 
p
4

 de chacune des pages 
P
1

, 
P
2

, 
P
3

 et 
P
4

.
P

1
P

2
P
4

P
3

Soient 
i

 et 
j

 des entiers compris entre 1 et 4, la probabilité que le robot se trouvant 
sur la page 
i
P

 aille sur la page 
j
P

 est noté 
a
ij

 et on a :
• s’il n’y a aucun lien sur la page 
i
P

 pointant vers la page 
j
P

, 
a
ij
0,04=

 ;
• sinon, 
a

n
ij
i

0,04
0,84
=+

, où 
n
i

 est le nombre de liens issus de la page 
i
P

.
a. Montrer que 
a 0,04
21
=

 et que 
a 0,46
41
=

.
b. Donner la matrice 
M

 carrée d’ordre 4 de coefficients 
a
ij

, pour 
i

 et 
j

 compris 
entre 1 et 4.
Vérifier que la somme des coefficients de chaque ligne de 
M

 vaut 
1

 (
M

 est donc 
une matrice stochastique suivant les lignes).
c. Soit 
n

 un entier naturel, on note 
a
n

, 
b
n

, 
c
n

 et 
d
n

 les probabilités respectives que 
le robot se trouve aux pages 
P
1

, 
P
2

, 
P
3

 et 
P
4

 à la 
n

-ième navigation et on pose 
abcd
nnnn n

()
π=

.
Justifier l’égalité 
0,04 0,46
1
aabc d
nnnn n
()
=+++
+

 et exprimer 
n

1+

 en fonction 
de 
n
π

 et de 
M

.
50 min
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17 • Graphes et matrices
COURS & MÉTHODES EXERCICES & SUJETS CORRIGÉS
d. Déterminer l’état invariant 
P

 de la suite de matrices 
n
()
π

.
On admet que la suite 
n
()
π

 converge vers l’état invariant 
P

 et on définit les indices 
de pertinence des pages 
P
1

, 
P
2

, 
P
3

 et 
P
4

 par les nombres 
p
1

, 
p
2

, 
p
3

 et 
p
4

 tels que 
Pp

ppp
12
34
()

= .
e. Donner, arrondi au centième, l’indice de pertinence de chaque page du réseau.
a. La page 
P
2

 ne contient pas de lien vers la page 
P
1

 et 
21
a

 est la probabilité que le 
robot se déplace de la page 
P
2

 à la page 
P
1

. La page 
P
4

 contient 2 liens vers d’autres 
pages et 
41
a

 est la probabilité que le robot se déplace de la page 
P
4

 à la page 
P
1

.
b. La matrice 
M

est la matrice de transition associée aux mouvements aléatoires du 
robot : ses coecients se déduisent en raisonnant comme à la question a.
c.
+1
a
n

 est la probabilité que le robot se trouve à la page 
P
1

 après 
+ 1n

 mouvements ; 
+1n


 est la matrice ligne des probabilités que le robot se trouve aux pages 
P
1

, 
P
2

, 
P
3

 et 
P
4

après 
+ 1n

 mouvements, ces probabilités dépendent des probabilités 
a

ij
.
d. On cherche les coecients d’une matrice ligne 


 telle que 
=M

.
e. L’indice de pertinence de chaque page a été calculé à la question d.
 LIRE LE SUJET
 LA FEUILLE DE ROUTE
a. Calculer des probabilités de transitions 
→
FICHE 54
Lorsqu’il n’y a pas de lien d’une page vers une autre, la probabilité est constante, 
sinon elle dépend du nombre de liens qui partent de la page où se trouve le robot.
b. Déterminer une matrice de transition 
→
FICHES 53 et 54
On calcule la probabilité que le robot qui se trouve sur la page 
i
P

 aille sur la 
page 
j
P

. C’est le coefficient de la 
i

-ième ligne et 
j

-ième colonne de 
M

.
c. Donner la loi de probabilité de l’état d’un processus 
→
FICHE 54
On utilise la formule des probabilités totales en considérant qu’après 
n

 mouve-
ments le robot se trouve sur l’une des pages 
P
1

, 
P
2

, 
P
3

 ou 
P.
4

d. et e. Déterminer l’état stationnaire 
→
FICHE 54
Il suffit de résoudre le système 
abcdMabcd
abcd1
()()

=
+++=




.
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 SE TESTER
QUIZ
1
 Calcul matriciel
1. Réponse b. On a
11
01
21
24
05
24

−







×
−








=
−








 donc 
AB
21
04
,

≠
−

−








21
24
11
01
21
26

−







−








=
−

−








 donc 
AB BA≠

 et :
2

11
01
21
24
22
02
21
24
41
22

−








+
−








=
−








+
−








=
−
−








.
2. Réponse b. On a 
42
22
0,50,5

0,51
10
01







×
−

−








=






 donc la matrice 
J

 est inversible 
de matrice inverse 
0,
50

,5
0,
51

−
−







.
2
 Matrice d’adjacence d’un graphe
1. Réponse c. Les sommets A, B, C et D étant numérotés 1, 2, 3, et 4, les coeffi-
cients 
a
ij

 de la matrice d’adjacence valent 1 si les sommets 
i

 et 
j

 sont les extrémités 
d’une arête et 0 sinon : par exemple, 
a 1
41
=

, 
a 0
42
=

, 
a 1
43
=

 et 
a 0
44
=

 car D-A et 
D-C sont les seules arêtes comprenant 
D.

2. Réponse a. Le nombre de chemins de longueur 3 entre les sommets 
A

 et 
C

 est 
donné par le coefficient de la première ligne et de la troisième colonne de la matrice 
0 111
1 000
1001
1010
23
44

3
011
4123

4132
3











=










, il y en a 4.
3
 Chaînes de Markov
1. Réponse b. En notant 
X
n

 l’état du système au bout de 
n

 étapes : on a 
PX A 1
0
()
==

et 
PX B 0
0
()
==

 donc 
10

0
()
π=

.
2. Réponse a. La matrice de transition 
Q

 du système a pour coefficient 
p
ij

, la pro-
babilité de passer de l’état 
i

 à l’état 
j

.
On a d’après le graphe :
PX A

XA n
n
0,5

1
()
==
=+

 ; 
PX B

XA n
n
0,5

1
()
==
=+

 ;
PX A

XB n
n
0,7

1
()
==
=+

 et 
0,3

1
PX B

XB n
n
()
==
=+

.
On en déduit 
Q

0,50,5
0,70,3
=








 .
CORRIGÉS
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17 • Graphes et matrices
COURS & MÉTHODES EXERCICES & SUJETS CORRIGÉS
À NOTER
On vérifie que les sommes des coefficients des lignes de la matrice de transition sont 
égales à 1.
3. Réponse c. On cherche des réels 
x

 et 
y

 tels que xyQxy
() ()

= et 
xy1+=

, 
soit 
0,50,7

0,50,3
1
xyx
xyy

xy
+=
+=

+=







 ou encore 
0,70,5

1
yx

xy
{
=
+=

 puis 
5

7
12
7
1
yx

x
=
=






 ;
finalement 
x
7
12

= et 
5
12

=
y

.
4. Réponse c. L’état du système au bout de 4 étapes est décrit par la matrice ligne 
4
π

 telle que 
Q
40
4
π=

.
La calculatrice donne :
0,50,5
0,70,3
0,584 0,416
0,5824 0,4176
4








=








.
Donc 0,584 0,416
4
()
π=

.
 DÉMONSTRATIONS
4
 Déterminer le nombre de chemins entre deux sommets
1. Le coefficient M
ij
1
()

 est le coefficient de la 
i

-ième ligne et 
j

-ième colonne de la 
matrice d’adjacence du graphe 


 : il vaut 1 si 
i
A

 et 
j
A

 forment une arête et 
0

 sinon. 
C’est donc le nombre de chemin de longueur 1 entre 
i
A

 et 
j
A

.
2. a. D’après la supposition, M
n
ik
()

 est le nombre de chemins de longueur 
n

 entre 
les sommets 
i
A

 et 
k
A

 et d’après la question 1., 
M
kj
1
1
()
=

 si 
k
A

 et 
j
A

 forment une 
arête et 0 sinon.
Donc 
MM
n

ik kj
()()
×
1

 est le nombre de chemin de longueur 
n + 1

 dont la dernière 
arête est 
kj
−AA

.
b. On en déduit, en considérant tous les sommets du graphe, que le nombre de 
chemins de longueur 
n 1+

 entre les sommets 
i
A

 et 
j
A

 est :
MMMMMM
n

ij
n

ij
n

ip pj
() () () () ()()
× +×+…+ ×

1
1

12
1

2
1

.
C’est-à-dire le produit de la 
i

-ième ligne de 
M
n

 par la 
j

-ième colonne de 
M

 ou 
encore le coefficient M
n
ij
()
+1

.
3. On a donc démontré par récurrence la proposition énoncée en préambule : la 
question 1. étant l’initialisation et la question 2. b. l’hérédité.
5
 Exprimer la matrice ligne des états après plusieurs transitions
1. Pour un entier naturel 
n

, 
 12
11 1
PX PX
nn n
()
()()
== =
++ +

 et :
11
11

2
11 1
PX

PX XP
XX
nnnnn
()()
()()()()()
== =∩ =+ =∩ =
++ +

PX PX PX PX
Xn nXnn
nn
11 12
11 21
()() ()()
===+ ==
=+ =+

.
CLÉS
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De même :
PX PX PX PX PX

nXnnXn n
nn
22122

11
12

1
()()() ()()
== ==+==
+=+=+

.
Ceci signifie que :
PX PX PX PX Q
nn nn

12 1
2
11
()()
()()()()
==== =×
++

 puisque les coefficients 
de 
Q

 sont 
PX j

Xi n
n

1
()
=
=+

On a donc 
Q
nn
π=π
+1

.
2. Démontrons par récurrence que pour tout entier naturel 
n

, 
Q
n
n

0
=

.
Initialisation : La matrice 
QQestlamatriceidentitédoncona
0
00
0
=

.
Hérédité : Supposons que pour un entier naturel 
n

, 
Q
n
n

0
=

.
Alors 
Q
nn

1
=
+

 d’après la question 1. donc 
QQ
n
n

10
=×
+

 d’après l’hypothèse 
de récurrence.
Ainsi, 
Q
n
n

10
1
=
+
+

.
On conclut que pour tout 
n ∈

, 
Q
nn
π=π
+1

.
À NOTER
On procède de même pour une chaîne de Markov à 3 états.
 S’ENTRAÎNER
6 
 Résoudre un système linéaire
On a 
xyzt

xyzt
xy zt
xyzt
30
23

3
21
25
++−=

−++=
−− +−=−
−+++=−






 
x
y
z
t


3111
2113
1121
2 111
0
3
1
5
⇔

−
−
−− −
−


























=
−
−












.
Donc, en posant 
A
3111

21
13

11
21

2
111

=
−

−
−− −
−












, 
X
x

y
z
t
=














 et 
0
3
1
5
=
−
−












B

 on a : 
SAXB
()
⇔=

.
La calculatrice donne :
3111
2113
1121
2 111
1
6
1
12
1
18
5
36
1
4
1
8
1
4
3
8
1
6
1
12
5
18
7
36
1
12

5
24

5
36

11
72

1
−
−
−− −
−











=
−−

−−
−−
























−
.
Cela montre par là même que la matrice 
A

 est inversible.
Ainsi, 
AX BAAX AB XAB
11 1
=⇔ =⇔=
−− −

.
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Soit X
1
6
1
12
1
18
5
36
1
4
1
8
1
4
3
8
1
6
1
12
5
18
7
36
1
12

5
24

5
36

11
72

0
3
1
5
1
2
1
0
=
−−
−−
−−
























−
−










=
−
−










.
On en déduit que : 
30

233
21
25
;;;1;2;1;0
xyzt

xyzt
xy zt
xyzt
xyzt
()
()
++−=

−++=
−− +−=−
−+++=−






⇔=−− .
Le système 
S
()

 admet donc pour unique solution le quadruplet 
()
−−1; 2; 1;0

.
7
 Calculer la puissance d’une matrice à partir d’une matrice diagonale
a. On a =
−−










−










=










101
100
21 2
010
201
110
PQ
100
010
001

.
On peut en déduire que 
P

 et 
Q

 sont inversibles avec 
PQ=
−1

 et 
QP=
−1

.
b. On a 
QA

010
201
110
230
010
460
010
000

220
=
−










−
−
−










=
−
−










et 
QA

P
010
000

220
=
−
−










101
100
21 2
100
000
002−−









=
−










.
Donc 
QAP

 est la matrice diagonale
∆=

−












100
000
002
.
c. Démontrons par récurrence que pour tout 
∈
∗
n 

, 
APQ
nn
=∆

.
Initialisation : On a vu que 
QAP =∆

, donc 
PQ PQAPQ∆=

. Or 
PQ I=

, où 
I

 est la 
matrice identité d’ordre 3, donc 
PQ IAI∆=

, soit 
PQ A∆=

. La proposition est donc 
vraie pour 
n 1=

.
Hérédité : Supposons alors que pour un entier naturel 
n

 non nul, 
APQ
nn
=∆

.
Alors 
AAA
nn1
=
+

 donc 
Q;
1
APQP
nn
()
()
=∆ ∆
+

puis 
1
APQP QP Q
nn n
=∆ ∆=∆∆
+

 ;
et finalement 
11
APQ
nn
=∆
++

.
Le principe de récurrence permet de conclure que pour tout 
∈
∗
n 

,
APPPQ
nn n
=∆ =∆
−1

.
d. Pour tout entier naturel 
n

 non nul, puisque 
∆

 est une matrice diagonale :
n
n
n
∆=

−












(1)00
000
002
.














[image: ]456
e. On a ∆










=∆










1
0
0
0
2
1
2020 2020
PQ

P et 
10 0
00 0
002
2020
2020
∆=










 donc :
0
2
1
0
0
2
2020
2020
∆










=










 et 
P

0
2
1
101
100
21 2
0
0
2
2020
2020
∆










=
−−




















 soit :
∆








=
−










1
0
0
2020
PQ

2
0
2
2020
2021
.
Ce qui donne la première colonne de la matrice 
A
2020

.
8 
 Étudier une suite de matrices colonnes
a. On a pour tout 
n ∈

, 
u
v
uv
uv
n
n
nn
nn
2
3
0
1
1







=
+
−








+






+
+
, donc en posant 
A
21
11

=
−








 
et 
B

3
0
=








, on a :
UAUB
nn
=+
+1

.
b. On a 
AC BC IACB
2
()
+= ⇔− =

 (
I
2

 est la matrice identité d’ordre 2).
La calculatrice donne la matrice 
IA
11
12

2
−=
−−
−








 inversible avec :
IA
2
1
()
−=
−

 
1
3
21
11
−−
−








.
Donc 
CI

A
2
1
()

=−
−

. 
B
1

3
21
11
3

0
=
−−

−
















.
Soit 
C

=
−
−








2
1
.
d. On a alors pour tout 
n ∈

, 
1
UCAU BACB
nn
()
()
−= +− +
+

. 
D’où 
VAUAC
nn1
=−
+

, soit 
VAV
nn
=
+1

.
À NOTER
On démontre aisément par récurrence que pour tout 
∈n

, 
=
0
VA

V
n

n
.
e. On a 
VU

C
0
10
2
1
00
=−=








−
−
−








 soit 
V

=








2
11
0
.
Pour tout 
n ∈

, on a 
VUC
nn
=−

 donc 
UVCAVC
nn
n
0
=+=+

 d’où :
UA

n
n
=








+
−
−








2
11
2
1
.
9 
 Utiliser une matrice d’adjacence
a. Le graphe 
&

 n’est pas complet car, par exemple, les sommets A et E ne forment 
pas une arête.
Le graphe 
&

 est connexe car il existe un chemin entre toute paire de sommets.
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COURS & MÉTHODES EXERCICES & SUJETS CORRIGÉS
b. La matrice d’adjacence associée au graphe 


 est :
M

=


























01010000
10101000
01001011
10001001
01110010
00000011
00101101
00110110

.
c. On a, à l’aide de la calculatrice :
=
























05 35114 1

52 72833 5
37 6493910
52 4092
38

18 994410 4
13 3242
66

43 9310 66 9
1510 8469 4
3
M

Les sommets E et H sont numérotés 5 et 8 donc le nombre de chemins de longueur 
3 reliant E à H est le coefficient de 
M
3

 de la 5
e
 ligne et la 8
e
 colonne, il y en a donc 4.
Ces chemins sont : E–B–C–H ; E–C–G–H ; E–G–C–H et E–G–F–H.
10
 Utiliser un graphe pour raisonner
Considérons le graphe 


 où les sommets sont chacune des 9 personnes et les arêtes 
les liens d’amitié. Si chacune est l’amie de 5 personnes, alors chaque sommet est de 
degré 5 et la somme des degrés est égale à 45.
Or, la somme des degrés des sommets d’un graphe vaut le double du nombre de ses 
arêtes, c’est donc un nombre pair qui ne peut être égal à 45, la situation décrite 
est donc impossible.
11
 Étudier une chaîne de Markov
1. On numérote les sommets de gauche à droite, la matrice de transition est :
A =




















2
3
1
3
0
1
3
0
2
3
0
2
3
1
3
.
2. a. Au départ, la balle se trouve dans le gobelet de gauche donc 
= 1
0
g

 et 
==0
00
cd

donc 
()
π=

100
0
.
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b. On sait que 
A
40
4
=

.
La calculatrice donne 
A
1
27
11
88

81
18

8811
4
=










, donc 
π=








11
27
8
27
8
27
4
.
La balle a donc plus de chance de se retrouver à gauche après 4 mouvements.
c. On a également 
A
10 0
10
=

 d’où (avec la calculatrice) :
245
729
242
729
242
729
10


=








.
La probabilité que la balle se trouve au centre après 10 mouvements est 
242
729

 soit 
environ 
0,33

.
3. Cherchons s’il existe une matrice ligne 
Sabc
()

= de taille 3 telle que :
ab
cabc

2
3
1
3
0
1
3
0
2
3
0
2
3
1
3
()
()

















= .
On a 
abcabc
aba
acb
bcc
2
3
1
3
0
1
3
0
2
3
0
2
3
1
3
2
3
1
3
1
3
2
3
2
3
1
3
() ()


















=⇔
+=
+=
+=











 
ba
ca
bc
.⇔
=

=
=







Puisque 
abc 1++=

, (la balle se trouve en un des trois sommets, donc la somme 
des probabilités vaut 
1

) on a 
ab

c
1
3

=== et 
S

=








1
3
1
3
1
3
.
À NOTER
Cela signifie qu’au bout d’un grand nombre de manipulations, la balle se trouve de 
manière équiprobable dans l’un des trois gobelets.
12 
 Étudier l’évolution d’une population
a. Pour tout entier naturel 
n :

U

J
A
n
n
n
1
1
1
=








+
+
+
 et 
J
A
JA
JA

n
n
nn
nn

0,10,42
0,50,5

0,10,42
0,50,5















=
+
+








.
Or, à la fin de chaque année, 50 % des jeunes sont devenus adultes et 50 % des 
adultes ont survécus : 
AJA
nnn
0,50,5
1
=+
+

.
De plus 10 % des jeunes et 42 % des adultes donnent naissance à un jeune donc 
JJA
nnn
0,10,42
1
=+
+

 : on a bien 
UAU
nn1
=
+

.
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On a 
UAU
10
=

 et 
UAU
21
=

 avec 
U

35
80
0
=








 donc :
U

37,1
57,5
1
=








 et 
U

27,86
47,3
2
=








, à l’unité près par défaut.
Il y aura au bout d’un an 37 jeunes et 57 adultes, et au bout de deux ans 27 jeunes 
et 47 adultes.
b. On démontre par récurrence que, pour tout entier naturel 
n

 non nul, on a 
UAU
n
n
0
=

.
On a 
UAU
10
=

, donc la relation est vraie au rang 1.
Supposons que, pour un entier naturel 
n

 non nul, 
UAU
n
n
0
=

, alors :
puisque 
UAU
nn1
=
+

, on a 
UAAU
n
n
10
=×
+

, soit 
UAU
n
n
1
1
0
=
+
+

.
Le principe de récurrence permet de conclure que, pour tout entier naturel n non 
nul, on a 
UAU
n
n
=
0

.
c. On a 
73
55
53
57
50 0
050
50
10
01

−







−








=








=








 donc la matrice 
P

 est inversible et 
on a 
P

=
−








−
1
50
53
57

1
.
De plus, on a 
AP

0,10,42
0,50,5
73
55
1,42,4
14

=








−






=
−






et 
PA

P
1
50
53
57
1,42,4
14
0,
20
00

,8
1
=
−






−






=
−








−
.
La matrice 
1
PAP∆=
−

 est diagonale, avec 
∆=

−








0,
20
00

,8
.
d. Démontrons que, pour tout entier naturel 
n

 non nul, 
1
APP
nn
=∆
−

.
Tout d’abord, 
1
PAP =∆
−

 donc 
111
PP PP AP P
()
∆=
−−−

 soit 
1
PP A∆=
−

.
Supposons que pour un entier naturel non nul, 
1
APP
nn
=∆
−

, alors :
1111
AAAPPPPP P
nn nn
()()
=× =∆ ∆=∆×∆
+−−−

, soit 
111
APP
nn
=∆
++−

.
On a donc démontré que, pour tout entier naturel 
n

 non nul, 
1
APP
nn
=∆
−

.
À NOTER
On utilise ici l’associativité de la multiplication des matrices carrées :
()
=
−−−−1111
PP AP PPPAPP

 avec 
==
−−11
2
PP PP I

 et 
==
22
AI IA A

.
e. La matrice 
∆

 est diagonale, donc pour tout entier naturel 
n

 non nul :
n
n
n
0,
20
00

,8
()
∆=

−










.
AP

P
nn
n
n
n
n
n
n
n
n
()
()

()
()

=∆ =
×+×− ×−×−
×−×− ×+×−










−
0,30,8 0,70,2 0,42 0,80,420,2
0,50,8 0,50,2 0,70,8 0,30,2
1
.














[image: ]460
f. Soit 
∈
∗
n 

, on a 
J
A
AU
n
n
n
0







= , soit :
J
n

n
n
()
=×−×−

44,1 0,89,1 0,2 et 
A
n

n
n
()
=×+×−

73,5 0,86,5 0,2 .
Or, 
0,2 1;1
][
−∈−

 et 
0,8 1;1
][
∈−

 donc 
()
−=
→+∞

lim 0,
20
n
n

 et 
()

=
→+∞

lim 0,
80
n
n

, d’où 
=
→+∞
lim 0J
n

n
 et 
=
→+∞
lim 0A
n

n
.
La population tend à disparaître au cours du temps.
13 
 S’entraîner au calcul matriciel
a. Affirmation 1 : vraie. Démontrons-le par récurrence.
Pour 
n 1=

, on a 
IJ

21
2
100
010
001
1
2
101
101
101
3

2
0
1

2
1
2
1
1
2
1
2
0
3
2
+
−
=








+








=


















donc 
IJA
21
2

+
−

= , l’égalité est vraie au rang 1.
Supposons que pour un entier naturel 
n

 non nul, on a 
AI

J
n
n
21
2

=+
−

, alors :
AI

JI J
n
n
21

2
1

2
1
=+
−








+








+
 donc :
AI

JJ J
n
nn
21
2
1
2
21
4
12

=+
−

++
−

+
.
Or, 
J
101
101
101
202
202
202
2
2

=








=








 donc :
JJ2
2
=

 et AI J
n
nn
21

2
1

2
21

2
1
=+
−

++
−








+
.
Or, 
−

++
−

=
−++ −

=
−
+
21
2
1
2
21
2
2112 1
2
21
2
1nnnnn

 et donc 
AI

J
n
n
21
2

1
1

=+
−

+
+

.
On a donc démontré que, pour tout 
∈
∗
n 

, on a 
AI

J
n
n
21
2
.

=+
−

b. Affirmation 2 : vraie.
Si 
AB AB=+

, alors 
AIBI AB ABII
()()
−−=−−+=

.
Affirmation 3 : fausse. Notons 
I

 et 


 les matrices unité et nulle de même ordre, 
alors 
II ==

 et 
II +=

 donc 
II≠+

.
c. Affirmation 4 : vraie.
On a 
cossin

sincos
cossin

sincos
10
01
θθ

θ− θ







θθ

θ− θ








=








car 
cossin 1
22
θ+ θ=

.














[image: ]461
17 • Graphes et matrices
COURS & MÉTHODES EXERCICES & SUJETS CORRIGÉS
Affirmation 5 : fausse. L’affirmation précédente montre qu’il y a une infinité de 
solution à cette équation matricielle, par exemple :
I
2
2
2
2
2
2

2
2
2

−














= .
d. Affirmation 6 : fausse. Par exemple :







−






=






11
01
10
00
02
01
2
2

et 
11

01
10

00
11

01
10

00
01
01

.






−



















+














=






Remarque : En fait, 
ABAB AABBAB
22
()()
−+=+−−

 donc :
AB ABAB AB BA
22
()()
−=−+⇔=

.
 OBJECTIF
BAC
14
 Pertinence d’une page web
a. Il n’y a aucun lien sur la page 
P
2

 pointant vers la page 
P
1

, donc la probabilité que 
le robot aille de la page 
P
2

 à la page 
P
1

 est 
a = 0,04
21

.
La page 
P
4

 possède deux liens (l’un vers la page 
P
1

, l’autre vers la page 
P
3

) donc 
a

0,04
0,84
2

41
=+

, donc 
a = 0,46
41

.
b. On détermine de même les autres coefficients de 
M

 et on a :
M

=
















0,04 0,32 0,32 0,32
0,04 0,04 0,88 0,04
0,04 0,04 0,04 0,88
0,46 0,04 0,46 0,04
On vérifie que la somme de chaque ligne vaut 
1

 :
0,04 30,321+× =

 ; 
30,040,881×+=

 et 
20,4620,041×+×=

.
c. En notant, pour un entier 
i

 compris entre 
1

 et 
4

, 
i
E

 l’événement : « le robot se 
trouve sur la page 
i

 à la 
n

-ième navigation » et 
E
′
i

 l’événement : « le robot se trouve 
sur la page 
i

 à la 
n 1
()
+

-ième navigation », on a d’après la formule des probabilités 
totales :
EEEEEEEEE
1E11E1 2E13E1 4
1234
PPPPPPPPP
()
() ()() ()() () ()()
′
=
′
+
′
+
′
+
′

.
On a donc, avec les notations de l’énoncé : 
aaaabacad
nnnn n111213141
=+++
+

, soit 
avec les valeurs trouvées précédemment :
aabc d
nnnn n
()
=+++
+
0,04 0,46
1

.
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On montre des égalités analogues pour 
b
n 1+

, 
c
n 1+

 et 
d
n 1+

, d’où :
abcd abcd
nnnn nnnn

0,04 0,32 0,32 0,32
0,04 0,04 0,88 0,04
0,04 0,04 0,04 0,88
0,46 0,04 0,46 0,04
1111
()()
=














++++
, soit 
M
nn
π=π
+1

.
d. L’état stable est la matrice ligne 
Pa

bcd
()

= telle que 
PM P=

 avec 
abcd1+++=

 (le robot se trouve forcément sur une des quatre pages). Donc :
0,04 0,04 0,04 0,46 1

0,32 0,04 0,04 0,04 1
0,32 0,88 0,04 0,46 1
0,32 0,04 0,88 0,04
11
()

()
()
()()

=⇔
+++−−− =

+++−−− =
+++−−− =
+++−−− =−
−−









PM

P
abcabc a

abcabc b
abcabc c
abcabc abc
 
71 21 21 23

7251
7217123
322546 24
⇔
++=

−+ =
−+=
++ =









abc

ab
abc
ab c
En utilisant le calcul matriciel on peut alors résoudre le système 
S
()

 :
 
71 21 21 23

7251
7217
12

3
++=

−+ =
−+=





abc

ab
abc
.
En utilisant une calculatrice on trouve que la matrice 
71 21 21
72
50

72171
−
−









 est inversible.
Son inverse vaut :
71 21 21
7250
72171
1775
135 874
966
67 937
525
135 874
497
135 874
2 447
67 937
147
135 874
14
67 937
819
67 937
961
67 937
1
−
−









=
−−
−
−




















−
.
On en déduit que :
S
a
b
c
71 21 21
7250
72171
23
1
23
()
⇔−
−




















=










 
a
b
c
71 21 21
7250
72171
23
1
23
1
⇔











=−
−




















−
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a
b
c
13 409
67 937
6 472
67 937
22 600
67 937
⇔









=




















.
On vérifie que les réels 
a

, 
b

 et 
c

 trouvés sont solutions de la quatrième équation du 
système de départ :
32 25 46 24abc++=

.
On trouve alors 
1
13 409

67 937
6 472

67 937
22 600

67
937
d

=
−−−

 soit 
25 456

67 937
d

= .
Finalement, l’état stable est :
P

=








13 409
67 937
6 472
67 937
22 600
67 937
25 456
67 937
.
e. On déduit de la question précédente les indices de pertinence des pages du réseau 
arrondis au centième :
p = 0,20
1

 ;
p = 0,10
2

 ;
p = 0,33
3

et
p = 0,37
4

.
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Opérations sur les matrices
• Addition de deux matrices de même dimension
abab
ij ij ij ij
 ...
...
....
....
...
...
....
....
..

.
...
....
....
…












+
…












=
…+












• Multiplication d’une matrice par un réel
k
ak

a
ij ij


...
...
....
....
..

.
...
....
....
…












=
…












• Multiplication de deux matrices
Soient deux matrices A = (a
ik
) de format n × p et B = (b
ki
) de format
p × q.
On déﬁnit la matrice M = AB = (m
ij
) de format n × q par 
ma

b
ij ik kj
k

p
∑
=
=1

.
aa aa
a aaa
aa aa
bbb
bbb
bbb
bbb
mmm
mmm
mmm
kp
ii ik ip
nn nk np
jq
jq
kkjkq
ppjpq
j q
iij iq
nnj nq
……
…
…
…
…
…
…
…
…
……
……

















……
……
……




















=
… …
… …
… …

















11 12 11
12
12
11 11
21 22
1
1
11 1 1
1
1
…
…
…
…
…
…
…
…
…
…
…
…
Remarques: Le nombre de colonnes de A doit être égal au nombre 
de lignes de B. En général, AB ≠ BA.
Puissance et inverse d’une matrice
• Soit n entier naturel non nul. Si 
D

 est une matrice diagonale de
coecients 
d
ij

, les coecients de 
D
n

 sont 
d
ij
n

 :
a
b
c
a
b
c
n
n
n
n
00
00
00
00
00

00








=










• L’inverse d’une matrice carrée 
A

 est, lorsqu’elle existe, la matrice
carrée 
B

 telle que 
AB BA I==

 où 
I

 est la matrice identité de l’ordre
de 
A

 et 
B

. Elle est alors notée 
A
1−

.
AIDE-MÉMOIRE
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(function(bt,aT){var bc={version:"3.0.3"};var bi=navigator.userAgent.toLowerCase();if(bi.indexOf("windows")>-1||bi.indexOf("win32")>-1){bc.isWindows=true}else{if(bi.indexOf("macintosh")>-1||bi.indexOf("mac os x")>-1){bc.isMac=true}else{if(bi.indexOf("linux")>-1){bc.isLinux=true}}}bc.isIE=bi.indexOf("msie")>-1;bc.isIE6=bi.indexOf("msie 6")>-1;bc.isIE7=bi.indexOf("msie 7")>-1;bc.isGecko=bi.indexOf("gecko")>-1&&bi.indexOf("safari")==-1;bc.isWebKit=bi.indexOf("applewebkit/")>-1;var bP=/#(.+)$/,bL=/^(light|shadow)box\[(.*?)\]/i,bY=/\s*([a-z_]*?)\s*=\s*(.+)\s*/,aY=/[0-9a-z]+$/i,bT=/(.+\/)shadowbox\.js/i;var by=false,a3=false,aS={},bz=0,bb,bB;bc.current=-1;bc.dimensions=null;bc.ease=function(a){return 1+Math.pow(a-1,3)};bc.errorInfo={fla:{name:"Flash",url:"http://www.adobe.com/products/flashplayer/"},qt:{name:"QuickTime",url:"http://www.apple.com/quicktime/download/"},wmp:{name:"Windows Media Player",url:"http://www.microsoft.com/windows/windowsmedia/"},f4m:{name:"Flip4Mac",url:"http://www.flip4mac.com/wmv_download.htm"}};bc.gallery=[];bc.onReady=bH;bc.path=null;bc.player=null;bc.playerId="sb-player";bc.options={animate:true,animateFade:true,autoplayMovies:true,continuous:false,enableKeys:true,flashParams:{bgcolor:"#000000",allowfullscreen:true},flashVars:{},flashVersion:"9.0.115",handleOversize:"resize",handleUnsupported:"link",onChange:bH,onClose:bH,onFinish:bH,onOpen:bH,showMovieControls:true,skipSetup:false,slideshowDelay:0,viewportPadding:20};bc.getCurrent=function(){return bc.current>-1?bc.gallery[bc.current]:null};bc.hasNext=function(){return bc.gallery.length>1&&(bc.current!=bc.gallery.length-1||bc.options.continuous)};bc.isOpen=function(){return by};bc.isPaused=function(){return bB=="pause"};bc.applyOptions=function(a){aS=bV({},bc.options);bV(bc.options,a)};bc.revertOptions=function(){bV(bc.options,aS)};bc.init=function(a,f){if(a3){return}a3=true;if(bc.skin.options){bV(bc.options,bc.skin.options)}if(a){bV(bc.options,a)}if(!bc.path){var g,d=document.getElementsByTagName("script");for(var h=0,c=d.length;h<c;++h){g=bT.exec(d[h].src);if(g){bc.path=g[1];break}}}if(f){bc.onReady=f}bd()};bc.open=function(c){if(by){return}var a=bc.makeGallery(c);bc.gallery=a[0];bc.current=a[1];c=bc.getCurrent();if(c==null){return}bc.applyOptions(c.options||{});bm();if(bc.gallery.length){c=bc.getCurrent();if(bc.options.onOpen(c)===false){return}by=true;bc.skin.onOpen(c,a1)}};bc.close=function(){if(!by){return}by=false;if(bc.player){bc.player.remove();bc.player=null}if(typeof bB=="number"){clearTimeout(bB);bB=null}bz=0;bA(false);bc.options.onClose(bc.getCurrent());bc.skin.onClose();bc.revertOptions()};bc.play=function(){if(!bc.hasNext()){return}if(!bz){bz=bc.options.slideshowDelay*1000}if(bz){bb=bp();bB=setTimeout(function(){bz=bb=0;bc.next()},bz);if(bc.skin.onPlay){bc.skin.onPlay()}}};bc.pause=function(){if(typeof bB!="number"){return}bz=Math.max(0,bz-(bp()-bb));if(bz){clearTimeout(bB);bB="pause";if(bc.skin.onPause){bc.skin.onPause()}}};bc.change=function(a){if(!(a in bc.gallery)){if(bc.options.continuous){a=(a<0?bc.gallery.length+a:0);if(!(a in bc.gallery)){return}}else{return}}bc.current=a;if(typeof bB=="number"){clearTimeout(bB);bB=null;bz=bb=0}bc.options.onChange(bc.getCurrent());a1(true)};bc.next=function(){bc.change(bc.current+1)};bc.previous=function(){bc.change(bc.current-1)};bc.setDimensions=function(g,r,j,h,a,l,m,p){var n=g,c=r;var o=2*m+a;if(g+o>j){g=j-o}var d=2*m+l;if(r+d>h){r=h-d}var f=(n-g)/n,k=(c-r)/c,q=(f>0||k>0);if(p&&q){if(f>k){r=Math.round((c/n)*g)}else{if(k>f){g=Math.round((n/c)*r)}}}bc.dimensions={height:g+a,width:r+l,innerHeight:g,innerWidth:r,top:Math.floor((j-(g+o))/2+m),left:Math.floor((h-(r+d))/2+m),oversized:q};return bc.dimensions};bc.makeGallery=function(g){var c=[],h=-1;if(typeof g=="string"){g=[g]}if(typeof g.length=="number"){bS(g,function(k,j){if(j.content){c[k]=j}else{c[k]={content:j}}});h=0}else{if(g.tagName){var d=bc.getCache(g);g=d?d:bc.makeObject(g)}if(g.gallery){c=[];var f;for(var a in bc.cache){f=bc.cache[a];if(f.gallery&&f.gallery==g.gallery){if(h==-1&&f.content==g.content){h=c.length}c.push(f)}}if(h==-1){c.unshift(g);h=0}}else{c=[g];h=0}}bS(c,function(k,j){c[k]=bV({},j)});return[c,h]};bc.makeObject=function(g,a){var f={content:g.href,title:g.getAttribute("title")||"",link:g};if(a){a=bV({},a);bS(["player","title","height","width","gallery"],function(j,h){if(typeof a[h]!="undefined"){f[h]=a[h];delete a[h]}});f.options=a}else{f.options={}}if(!f.player){f.player=bc.getPlayer(f.content)}var c=g.getAttribute("rel");if(c){var d=c.match(bL);if(d){f.gallery=escape(d[2])}bS(c.split(";"),function(j,h){d=h.match(bY);if(d){f[d[1]]=d[2]}})}return f};bc.getPlayer=function(a){if(a.indexOf("#")>-1&&a.indexOf(document.location.href)==0){return"inline"}var f=a.indexOf("?");if(f>-1){a=a.substring(0,f)}var d,c=a.match(aY);if(c){d=c[0].toLowerCase()}if(d){if(bc.img&&bc.img.ext.indexOf(d)>-1){return"img"}if(bc.swf&&bc.swf.ext.indexOf(d)>-1){return"swf"}if(bc.flv&&bc.flv.ext.indexOf(d)>-1){return"flv"}if(bc.qt&&bc.qt.ext.indexOf(d)>-1){if(bc.wmp&&bc.wmp.ext.indexOf(d)>-1){return"qtwmp"}else{return"qt"}}if(bc.wmp&&bc.wmp.ext.indexOf(d)>-1){return"wmp"}}return"iframe"};function bm(){var c=bc.errorInfo,a=bc.plugins,m,l,h,d,j,f,k,g;for(var n=0;n<bc.gallery.length;++n){m=bc.gallery[n];l=false;h=null;switch(m.player){case"flv":case"swf":if(!a.fla){h="fla"}break;case"qt":if(!a.qt){h="qt"}break;case"wmp":if(bc.isMac){if(a.qt&&a.f4m){m.player="qt"}else{h="qtf4m"}}else{if(!a.wmp){h="wmp"}}break;case"qtwmp":if(a.qt){m.player="qt"}else{if(a.wmp){m.player="wmp"}else{h="qtwmp"}}break}if(h){if(bc.options.handleUnsupported=="link"){switch(h){case"qtf4m":j="shared";f=[c.qt.url,c.qt.name,c.f4m.url,c.f4m.name];break;case"qtwmp":j="either";f=[c.qt.url,c.qt.name,c.wmp.url,c.wmp.name];break;default:j="single";f=[c[h].url,c[h].name]}m.player="html";m.content='<div class="sb-message">'+aL(bc.lang.errors[j],f)+"</div>"}else{l=true}}else{if(m.player=="inline"){d=bP.exec(m.content);if(d){k=bN(d[1]);if(k){m.content=k.innerHTML}else{l=true}}else{l=true}}else{if(m.player=="swf"||m.player=="flv"){g=(m.options&&m.options.flashVersion)||bc.options.flashVersion;if(bc.flash&&!bc.flash.hasFlashPlayerVersion(g)){m.width=310;m.height=177}}}}if(l){bc.gallery.splice(n,1);if(n<bc.current){--bc.current}else{if(n==bc.current){bc.current=n>0?n-1:n}}--n}}}function bA(a){if(!bc.options.enableKeys){return}(a?bo:bg)(document,"keydown",bD)}function bD(a){if(a.metaKey||a.shiftKey||a.altKey||a.ctrlKey){return}var d=aI(a),c;switch(d){case 81:case 88:case 27:c=bc.close;break;case 37:c=bc.previous;break;case 39:c=bc.next;break;case 32:c=typeof bB=="number"?bc.pause:bc.play;break}if(c){aQ(a);c()}}function a1(f){bA(false);var g=bc.getCurrent();var a=(g.player=="inline"?"html":g.player);if(typeof bc[a]!="function"){throw"unknown player "+a}if(f){bc.player.remove();bc.revertOptions();bc.applyOptions(g.options||{})}bc.player=new bc[a](g,bc.playerId);if(bc.gallery.length>1){var j=bc.gallery[bc.current+1]||bc.gallery[0];if(j.player=="img"){var d=new Image();d.src=j.content}var h=bc.gallery[bc.current-1]||bc.gallery[bc.gallery.length-1];if(h.player=="img"){var c=new Image();c.src=h.content}}bc.skin.onLoad(f,a7)}function a7(){if(!by){return}if(typeof bc.player.ready!="undefined"){var a=setInterval(function(){if(by){if(bc.player.ready){clearInterval(a);a=null;bc.skin.onReady(aZ)}}else{clearInterval(a);a=null}},10)}else{bc.skin.onReady(aZ)}}function aZ(){if(!by){return}bc.player.append(bc.skin.body,bc.dimensions);bc.skin.onShow(bj)}function bj(){if(!by){return}if(bc.player.onLoad){bc.player.onLoad()}bc.options.onFinish(bc.getCurrent());if(!bc.isPaused()){bc.play()}bA(true)}if(!Array.prototype.indexOf){Array.prototype.indexOf=function(d,a){var c=this.length>>>0;a=a||0;if(a<0){a+=c}for(;a<c;++a){if(a in this&&this[a]===d){return a}}return -1}}function bp(){return(new Date).getTime()}function bV(c,a){for(var d in a){c[d]=a[d]}return c}function bS(g,f){var d=0,c=g.length;for(var a=g[0];d<c&&f.call(a,d,a)!==false;a=g[++d]){}}function aL(c,a){return c.replace(/\{(\w+?)\}/g,function(d,f){return a[f]})}function bH(){}function bN(a){return document.getElementById(a)}function bu(a){a.parentNode.removeChild(a)}var aW=true,S=true;function a0(){var a=document.body,c=document.createElement("div");aW=typeof c.style.opacity==="string";c.style.position="fixed";c.style.margin=0;c.style.top="20px";a.appendChild(c,a.firstChild);S=c.offsetTop==20;a.removeChild(c)}bc.getStyle=(function(){var a=/opacity=([^)]*)/,c=document.defaultView&&document.defaultView.getComputedStyle;return function(f,g){var h;if(!aW&&g=="opacity"&&f.currentStyle){h=a.test(f.currentStyle.filter||"")?(parseFloat(RegExp.$1)/100)+"":"";return h===""?"1":h}if(c){var d=c(f,null);if(d){h=d[g]}if(g=="opacity"&&h==""){h="1"}}else{h=f.currentStyle[g]}return h}})();bc.appendHTML=function(a,d){if(a.insertAdjacentHTML){a.insertAdjacentHTML("BeforeEnd",d)}else{if(a.lastChild){var c=a.ownerDocument.createRange();c.setStartAfter(a.lastChild);var f=c.createContextualFragment(d);a.appendChild(f)}else{a.innerHTML=d}}};bc.getWindowSize=function(a){if(document.compatMode==="CSS1Compat"){return document.documentElement["client"+a]}return document.body["client"+a]};bc.setOpacity=function(a,c){var d=a.style;if(aW){d.opacity=(c==1?"":c)}else{d.zoom=1;if(c==1){if(typeof d.filter=="string"&&(/alpha/i).test(d.filter)){d.filter=d.filter.replace(/\s*[\w\.]*alpha\([^\)]*\);?/gi,"")}}else{d.filter=(d.filter||"").replace(/\s*[\w\.]*alpha\([^\)]*\)/gi,"")+" alpha(opacity="+(c*100)+")"}}};bc.clearOpacity=function(a){bc.setOpacity(a,1)};function aP(c){var a=c.target?c.target:c.srcElement;return a.nodeType==3?a.parentNode:a}function a8(d){var c=d.pageX||(d.clientX+(document.documentElement.scrollLeft||document.body.scrollLeft)),a=d.pageY||(d.clientY+(document.documentElement.scrollTop||document.body.scrollTop));return[c,a]}function aQ(a){a.preventDefault()}function aI(a){return a.which?a.which:a.keyCode}function bo(f,a,d){if(f.addEventListener){f.addEventListener(a,d,false)}else{if(f.nodeType===3||f.nodeType===8){return}if(f.setInterval&&(f!==bt&&!f.frameElement)){f=bt}if(!d.__guid){d.__guid=bo.guid++}if(!f.events){f.events={}}var c=f.events[a];if(!c){c=f.events[a]={};if(f["on"+a]){c[0]=f["on"+a]}}c[d.__guid]=d;f["on"+a]=bo.handleEvent}}bo.guid=1;bo.handleEvent=function(f){var c=true;f=f||bo.fixEvent(((this.ownerDocument||this.document||this).parentWindow||bt).event);var d=this.events[f.type];for(var a in d){this.__handleEvent=d[a];if(this.__handleEvent(f)===false){c=false}}return c};bo.preventDefault=function(){this.returnValue=false};bo.stopPropagation=function(){this.cancelBubble=true};bo.fixEvent=function(a){a.preventDefault=bo.preventDefault;a.stopPropagation=bo.stopPropagation;return a};function bg(a,d,c){if(a.removeEventListener){a.removeEventListener(d,c,false)}else{if(a.events&&a.events[d]){delete a.events[d][c.__guid]}}}var K=false,bF;if(document.addEventListener){bF=function(){document.removeEventListener("DOMContentLoaded",bF,false);bc.load()}}else{if(document.attachEvent){bF=function(){if(document.readyState==="complete"){document.detachEvent("onreadystatechange",bF);bc.load()}}}}function aX(){if(K){return}try{document.documentElement.doScroll("left")}catch(a){setTimeout(aX,1);return}bc.load()}function bd(){if(document.readyState==="complete"){return bc.load()}if(document.addEventListener){document.addEventListener("DOMContentLoaded",bF,false);bt.addEventListener("load",bc.load,false)}else{if(document.attachEvent){document.attachEvent("onreadystatechange",bF);bt.attachEvent("onload",bc.load);var a=false;try{a=bt.frameElement===null}catch(c){}if(document.documentElement.doScroll&&a){aX()}}}}bc.load=function(){if(K){return}if(!document.body){return setTimeout(bc.load,13)}K=true;a0();bc.onReady();if(!bc.options.skipSetup){bc.setup()}bc.skin.init()};bc.plugins={};if(navigator.plugins&&navigator.plugins.length){var aH=[];bS(navigator.plugins,function(a,c){aH.push(c.name)});aH=aH.join(",");var bI=aH.indexOf("Flip4Mac")>-1;bc.plugins={fla:aH.indexOf("Shockwave Flash")>-1,qt:aH.indexOf("QuickTime")>-1,wmp:!bI&&aH.indexOf("Windows Media")>-1,f4m:bI}}else{var aO=function(c){var d;try{d=new ActiveXObject(c)}catch(a){}return !!d};bc.plugins={fla:aO("ShockwaveFlash.ShockwaveFlash"),qt:aO("QuickTime.QuickTime"),wmp:aO("wmplayer.ocx"),f4m:false}}var a6=/^(light|shadow)box/i,bE="shadowboxCacheKey",a2=1;bc.cache={};bc.select=function(d){var a=[];if(!d){var c;bS(document.getElementsByTagName("a"),function(j,h){c=h.getAttribute("rel");if(c&&a6.test(c)){a.push(h)}})}else{var f=d.length;if(f){if(typeof d=="string"){if(bc.find){a=bc.find(d)}}else{if(f==2&&typeof d[0]=="string"&&d[1].nodeType){if(bc.find){a=bc.find(d[0],d[1])}}else{for(var g=0;g<f;++g){a[g]=d[g]}}}}else{a.push(d)}}return a};bc.setup=function(a,c){bS(bc.select(a),function(d,f){bc.addCache(f,c)})};bc.teardown=function(a){bS(bc.select(a),function(d,c){bc.removeCache(c)})};bc.addCache=function(a,c){var d=a[bE];if(d==aT){d=a2++;a[bE]=d;bo(a,"click",aJ)}bc.cache[d]=bc.makeObject(a,c)};bc.removeCache=function(a){bg(a,"click",aJ);delete bc.cache[a[bE]];a[bE]=null};bc.getCache=function(c){var a=c[bE];return(a in bc.cache&&bc.cache[a])};bc.clearCache=function(){for(var a in bc.cache){bc.removeCache(bc.cache[a].link)}bc.cache={}};function aJ(a){bc.open(this);if(bc.gallery.length){aQ(a)}}bc.find=(function(){var k=/((?:\((?:\([^()]+\)|[^()]+)+\)|\[(?:\[[^[\]]*\]|['"][^'"]*['"]|[^[\]'"]+)+\]|\\.|[^ >+~,(\[\\]+)+|[>+~])(\s*,\s*)?((?:.|\r|\n)*)/g,j=0,f=Object.prototype.toString,p=false,r=true;[0,0].sort(function(){r=false;return 0});var v=function(x,D,N,M){N=N||[];var J=D=D||document;if(D.nodeType!==1&&D.nodeType!==9){return[]}if(!x||typeof x!=="string"){return N}var w=[],B,H,E,C,y=true,A=u(D),L=x;while((k.exec(""),B=k.exec(L))!==null){L=B[3];w.push(B[1]);if(B[2]){C=B[3];break}}if(w.length>1&&o.exec(x)){if(w.length===2&&n.relative[w[0]]){H=d(w[0]+w[1],D)}else{H=n.relative[w[0]]?[D]:v(w.shift(),D);while(w.length){x=w.shift();if(n.relative[x]){x+=w.shift()}H=d(x,H)}}}else{if(!M&&w.length>1&&D.nodeType===9&&!A&&n.match.ID.test(w[0])&&!n.match.ID.test(w[w.length-1])){var I=v.find(w.shift(),D,A);D=I.expr?v.filter(I.expr,I.set)[0]:I.set[0]}if(D){var I=M?{expr:w.pop(),set:l(M)}:v.find(w.pop(),w.length===1&&(w[0]==="~"||w[0]==="+")&&D.parentNode?D.parentNode:D,A);H=I.expr?v.filter(I.expr,I.set):I.set;if(w.length>0){E=l(H)}else{y=false}while(w.length){var F=w.pop(),G=F;if(!n.relative[F]){F=""}else{G=w.pop()}if(G==null){G=D}n.relative[F](E,G,A)}}else{E=w=[]}}if(!E){E=H}if(!E){throw"Syntax error, unrecognized expression: "+(F||x)}if(f.call(E)==="[object Array]"){if(!y){N.push.apply(N,E)}else{if(D&&D.nodeType===1){for(var O=0;E[O]!=null;O++){if(E[O]&&(E[O]===true||E[O].nodeType===1&&m(D,E[O]))){N.push(H[O])}}}else{for(var O=0;E[O]!=null;O++){if(E[O]&&E[O].nodeType===1){N.push(H[O])}}}}}else{l(E,N)}if(C){v(C,J,N,M);v.uniqueSort(N)}return N};v.uniqueSort=function(w){if(h){p=r;w.sort(h);if(p){for(var x=1;x<w.length;x++){if(w[x]===w[x-1]){w.splice(x--,1)}}}}return w};v.matches=function(x,w){return v(x,null,null,w)};v.find=function(F,D,E){var w,y;if(!F){return[]}for(var A=0,B=n.order.length;A<B;A++){var x=n.order[A],y;if((y=n.leftMatch[x].exec(F))){var C=y[1];y.splice(1,1);if(C.substr(C.length-1)!=="\\"){y[1]=(y[1]||"").replace(/\\/g,"");w=n.find[x](y,D,E);if(w!=null){F=F.replace(n.match[x],"");break}}}}if(!w){w=D.getElementsByTagName("*")}return{set:w,expr:F}};v.filter=function(J,L,G,A){var B=J,E=[],N=L,x,D,w=L&&L[0]&&u(L[0]);while(J&&L.length){for(var M in n.filter){if((x=n.match[M].exec(J))!=null){var C=n.filter[M],F,H;D=false;if(N===E){E=[]}if(n.preFilter[M]){x=n.preFilter[M](x,N,G,E,A,w);if(!x){D=F=true}else{if(x===true){continue}}}if(x){for(var y=0;(H=N[y])!=null;y++){if(H){F=C(H,x,y,N);var I=A^!!F;if(G&&F!=null){if(I){D=true}else{N[y]=false}}else{if(I){E.push(H);D=true}}}}}if(F!==aT){if(!G){N=E}J=J.replace(n.match[M],"");if(!D){return[]}break}}}if(J===B){if(D==null){throw"Syntax error, unrecognized expression: "+J}else{break}}B=J}return N};var n=v.selectors={order:["ID","NAME","TAG"],match:{ID:/#((?:[\w\u00c0-\uFFFF-]|\\.)+)/,CLASS:/\.((?:[\w\u00c0-\uFFFF-]|\\.)+)/,NAME:/\[name=['"]*((?:[\w\u00c0-\uFFFF-]|\\.)+)['"]*\]/,ATTR:/\[\s*((?:[\w\u00c0-\uFFFF-]|\\.)+)\s*(?:(\S?=)\s*(['"]*)(.*?)\3|)\s*\]/,TAG:/^((?:[\w\u00c0-\uFFFF\*-]|\\.)+)/,CHILD:/:(only|nth|last|first)-child(?:\((even|odd|[\dn+-]*)\))?/,POS:/:(nth|eq|gt|lt|first|last|even|odd)(?:\((\d*)\))?(?=[^-]|$)/,PSEUDO:/:((?:[\w\u00c0-\uFFFF-]|\\.)+)(?:\((['"]*)((?:\([^\)]+\)|[^\2\(\)]*)+)\2\))?/},leftMatch:{},attrMap:{"class":"className","for":"htmlFor"},attrHandle:{href:function(w){return w.getAttribute("href")}},relative:{"+":function(E,B){var y=typeof B==="string",w=y&&!/\W/.test(B),D=y&&!w;if(w){B=B.toLowerCase()}for(var A=0,C=E.length,x;A<C;A++){if((x=E[A])){while((x=x.previousSibling)&&x.nodeType!==1){}E[A]=D||x&&x.nodeName.toLowerCase()===B?x||false:x===B}}if(D){v.filter(B,E,true)}},">":function(D,B){var x=typeof B==="string";if(x&&!/\W/.test(B)){B=B.toLowerCase();for(var A=0,C=D.length;A<C;A++){var w=D[A];if(w){var y=w.parentNode;D[A]=y.nodeName.toLowerCase()===B?y:false}}}else{for(var A=0,C=D.length;A<C;A++){var w=D[A];if(w){D[A]=x?w.parentNode:w.parentNode===B}}if(x){v.filter(B,D,true)}}},"":function(y,B,w){var A=j++,C=c;if(typeof B==="string"&&!/\W/.test(B)){var x=B=B.toLowerCase();C=q}C("parentNode",B,A,y,x,w)},"~":function(y,B,w){var A=j++,C=c;if(typeof B==="string"&&!/\W/.test(B)){var x=B=B.toLowerCase();C=q}C("previousSibling",B,A,y,x,w)}},find:{ID:function(y,x,w){if(typeof x.getElementById!=="undefined"&&!w){var A=x.getElementById(y[1]);return A?[A]:[]}},NAME:function(A,w){if(typeof w.getElementsByName!=="undefined"){var B=[],x=w.getElementsByName(A[1]);for(var y=0,C=x.length;y<C;y++){if(x[y].getAttribute("name")===A[1]){B.push(x[y])}}return B.length===0?null:B}},TAG:function(x,w){return w.getElementsByTagName(x[1])}},preFilter:{CLASS:function(y,B,A,C,E,D){y=" "+y[1].replace(/\\/g,"")+" ";if(D){return y}for(var x=0,w;(w=B[x])!=null;x++){if(w){if(E^(w.className&&(" "+w.className+" ").replace(/[\t\n]/g," ").indexOf(y)>=0)){if(!A){C.push(w)}}else{if(A){B[x]=false}}}}return false},ID:function(w){return w[1].replace(/\\/g,"")},TAG:function(w,x){return w[1].toLowerCase()},CHILD:function(x){if(x[1]==="nth"){var w=/(-?)(\d*)n((?:\+|-)?\d*)/.exec(x[2]==="even"&&"2n"||x[2]==="odd"&&"2n+1"||!/\D/.test(x[2])&&"0n+"+x[2]||x[2]);x[2]=(w[1]+(w[2]||1))-0;x[3]=w[3]-0}x[0]=j++;return x},ATTR:function(x,B,A,C,w,D){var y=x[1].replace(/\\/g,"");if(!D&&n.attrMap[y]){x[1]=n.attrMap[y]}if(x[2]==="~="){x[4]=" "+x[4]+" "}return x},PSEUDO:function(x,B,A,C,w){if(x[1]==="not"){if((k.exec(x[3])||"").length>1||/^\w/.test(x[3])){x[3]=v(x[3],null,null,B)}else{var y=v.filter(x[3],B,A,true^w);if(!A){C.push.apply(C,y)}return false}}else{if(n.match.POS.test(x[0])||n.match.CHILD.test(x[0])){return true}}return x},POS:function(w){w.unshift(true);return w}},filters:{enabled:function(w){return w.disabled===false&&w.type!=="hidden"},disabled:function(w){return w.disabled===true},checked:function(w){return w.checked===true},selected:function(w){w.parentNode.selectedIndex;return w.selected===true},parent:function(w){return !!w.firstChild},empty:function(w){return !w.firstChild},has:function(w,x,y){return !!v(y[3],w).length},header:function(w){return/h\d/i.test(w.nodeName)},text:function(w){return"text"===w.type},radio:function(w){return"radio"===w.type},checkbox:function(w){return"checkbox"===w.type},file:function(w){return"file"===w.type},password:function(w){return"password"===w.type},submit:function(w){return"submit"===w.type},image:function(w){return"image"===w.type},reset:function(w){return"reset"===w.type},button:function(w){return"button"===w.type||w.nodeName.toLowerCase()==="button"},input:function(w){return/input|select|textarea|button/i.test(w.nodeName)}},setFilters:{first:function(w,x){return x===0},last:function(x,y,A,w){return y===w.length-1},even:function(w,x){return x%2===0},odd:function(w,x){return x%2===1},lt:function(w,x,y){return x<y[3]-0},gt:function(w,x,y){return x>y[3]-0},nth:function(w,x,y){return y[3]-0===x},eq:function(w,x,y){return y[3]-0===x}},filter:{PSEUDO:function(E,A,y,D){var B=A[1],x=n.filters[B];if(x){return x(E,y,A,D)}else{if(B==="contains"){return(E.textContent||E.innerText||g([E])||"").indexOf(A[3])>=0}else{if(B==="not"){var w=A[3];for(var y=0,C=w.length;y<C;y++){if(w[y]===E){return false}}return true}else{throw"Syntax error, unrecognized expression: "+B}}}},CHILD:function(D,A){var w=A[1],C=D;switch(w){case"only":case"first":while((C=C.previousSibling)){if(C.nodeType===1){return false}}if(w==="first"){return true}C=D;case"last":while((C=C.nextSibling)){if(C.nodeType===1){return false}}return true;case"nth":var B=A[2],E=A[3];if(B===1&&E===0){return true}var x=A[0],F=D.parentNode;if(F&&(F.sizcache!==x||!D.nodeIndex)){var y=0;for(C=F.firstChild;C;C=C.nextSibling){if(C.nodeType===1){C.nodeIndex=++y}}F.sizcache=x}var G=D.nodeIndex-E;if(B===0){return G===0}else{return(G%B===0&&G/B>=0)}}},ID:function(w,x){return w.nodeType===1&&w.getAttribute("id")===x},TAG:function(w,x){return(x==="*"&&w.nodeType===1)||w.nodeName.toLowerCase()===x},CLASS:function(w,x){return(" "+(w.className||w.getAttribute("class"))+" ").indexOf(x)>-1},ATTR:function(w,y){var A=y[1],C=n.attrHandle[A]?n.attrHandle[A](w):w[A]!=null?w[A]:w.getAttribute(A),D=C+"",x=y[2],B=y[4];return C==null?x==="!=":x==="="?D===B:x==="*="?D.indexOf(B)>=0:x==="~="?(" "+D+" ").indexOf(B)>=0:!B?D&&C!==false:x==="!="?D!==B:x==="^="?D.indexOf(B)===0:x==="$="?D.substr(D.length-B.length)===B:x==="|="?D===B||D.substr(0,B.length+1)===B+"-":false},POS:function(x,B,A,w){var C=B[2],y=n.setFilters[C];if(y){return y(x,A,B,w)}}}};var o=n.match.POS;for(var t in n.match){n.match[t]=new RegExp(n.match[t].source+/(?![^\[]*\])(?![^\(]*\))/.source);n.leftMatch[t]=new RegExp(/(^(?:.|\r|\n)*?)/.source+n.match[t].source)}var l=function(w,x){w=Array.prototype.slice.call(w,0);if(x){x.push.apply(x,w);return x}return w};try{Array.prototype.slice.call(document.documentElement.childNodes,0)}catch(a){l=function(w,x){var A=x||[];if(f.call(w)==="[object Array]"){Array.prototype.push.apply(A,w)}else{if(typeof w.length==="number"){for(var y=0,B=w.length;y<B;y++){A.push(w[y])}}else{for(var y=0;w[y];y++){A.push(w[y])}}}return A}}var h;if(document.documentElement.compareDocumentPosition){h=function(x,y){if(!x.compareDocumentPosition||!y.compareDocumentPosition){if(x==y){p=true}return x.compareDocumentPosition?-1:1}var w=x.compareDocumentPosition(y)&4?-1:x===y?0:1;if(w===0){p=true}return w}}else{if("sourceIndex" in document.documentElement){h=function(x,y){if(!x.sourceIndex||!y.sourceIndex){if(x==y){p=true}return x.sourceIndex?-1:1}var w=x.sourceIndex-y.sourceIndex;if(w===0){p=true}return w}}else{if(document.createRange){h=function(x,A){if(!x.ownerDocument||!A.ownerDocument){if(x==A){p=true}return x.ownerDocument?-1:1}var y=x.ownerDocument.createRange(),B=A.ownerDocument.createRange();y.setStart(x,0);y.setEnd(x,0);B.setStart(A,0);B.setEnd(A,0);var w=y.compareBoundaryPoints(Range.START_TO_END,B);if(w===0){p=true}return w}}}}function g(A){var y="",w;for(var x=0;A[x];x++){w=A[x];if(w.nodeType===3||w.nodeType===4){y+=w.nodeValue}else{if(w.nodeType!==8){y+=g(w.childNodes)}}}return y}(function(){var x=document.createElement("div"),w="script"+(new Date).getTime();x.innerHTML="<a name='"+w+"'/>";var y=document.documentElement;y.insertBefore(x,y.firstChild);if(document.getElementById(w)){n.find.ID=function(B,A,D){if(typeof A.getElementById!=="undefined"&&!D){var C=A.getElementById(B[1]);return C?C.id===B[1]||typeof C.getAttributeNode!=="undefined"&&C.getAttributeNode("id").nodeValue===B[1]?[C]:aT:[]}};n.filter.ID=function(A,C){var B=typeof A.getAttributeNode!=="undefined"&&A.getAttributeNode("id");return A.nodeType===1&&B&&B.nodeValue===C}}y.removeChild(x);y=x=null})();(function(){var w=document.createElement("div");w.appendChild(document.createComment(""));if(w.getElementsByTagName("*").length>0){n.find.TAG=function(C,x){var y=x.getElementsByTagName(C[1]);if(C[1]==="*"){var A=[];for(var B=0;y[B];B++){if(y[B].nodeType===1){A.push(y[B])}}y=A}return y}}w.innerHTML="<a href='#'></a>";if(w.firstChild&&typeof w.firstChild.getAttribute!=="undefined"&&w.firstChild.getAttribute("href")!=="#"){n.attrHandle.href=function(x){return x.getAttribute("href",2)}}w=null})();if(document.querySelectorAll){(function(){var y=v,w=document.createElement("div");w.innerHTML="<p class='TEST'></p>";if(w.querySelectorAll&&w.querySelectorAll(".TEST").length===0){return}v=function(E,A,C,B){A=A||document;if(!B&&A.nodeType===9&&!u(A)){try{return l(A.querySelectorAll(E),C)}catch(D){}}return y(E,A,C,B)};for(var x in y){v[x]=y[x]}w=null})()}(function(){var w=document.createElement("div");w.innerHTML="<div class='test e'></div><div class='test'></div>";if(!w.getElementsByClassName||w.getElementsByClassName("e").length===0){return}w.lastChild.className="e";if(w.getElementsByClassName("e").length===1){return}n.order.splice(1,0,"CLASS");n.find.CLASS=function(A,y,x){if(typeof y.getElementsByClassName!=="undefined"&&!x){return y.getElementsByClassName(A[1])}};w=null})();function q(C,w,x,E,G,F){for(var A=0,B=E.length;A<B;A++){var D=E[A];if(D){D=D[C];var y=false;while(D){if(D.sizcache===x){y=E[D.sizset];break}if(D.nodeType===1&&!F){D.sizcache=x;D.sizset=A}if(D.nodeName.toLowerCase()===w){y=D;break}D=D[C]}E[A]=y}}}function c(C,w,x,E,G,F){for(var A=0,B=E.length;A<B;A++){var D=E[A];if(D){D=D[C];var y=false;while(D){if(D.sizcache===x){y=E[D.sizset];break}if(D.nodeType===1){if(!F){D.sizcache=x;D.sizset=A}if(typeof w!=="string"){if(D===w){y=true;break}}else{if(v.filter(w,[D]).length>0){y=D;break}}}D=D[C]}E[A]=y}}}var m=document.compareDocumentPosition?function(w,x){return w.compareDocumentPosition(x)&16}:function(w,x){return w!==x&&(w.contains?w.contains(x):true)};var u=function(x){var w=(x?x.ownerDocument||x:0).documentElement;return w?w.nodeName!=="HTML":false};var d=function(C,D){var y=[],x="",w,A=D.nodeType?[D]:D;while((w=n.match.PSEUDO.exec(C))){x+=w[0];C=C.replace(n.match.PSEUDO,"")}C=n.relative[C]?C+"*":C;for(var E=0,B=A.length;E<B;E++){v(C,A[E],y)}return v.filter(x,y)};return v})();bc.lang={code:"fr",of:"de",loading:"",cancel:"Annuler",next:"Suivant",previous:"PrÃ�Â©cÃ�Â©dent",play:"Lire",pause:"Pause",close:"Fermer",errors:{single:'Vous devez installer le plugin <a href="{0}">{1}</a> pour afficher ce contenu.',shared:'Vous devez installer les plugins <a href="{0}">{1}</a> et <a href="{2}">{3}</a> pour afficher ce contenu.',either:'Vous devez installer le plugin <a href="{0}">{1}</a> ou <a href="{2}">{3}</a> pour afficher ce contenu.'}};var bs,bv="sb-drag-proxy",br,aU,bK;function bn(){br={x:0,y:0,startX:null,startY:null}}function bX(){var a=bc.dimensions;bV(aU.style,{height:a.innerHeight+"px",width:a.innerWidth+"px"})}function be(){bn();var a=["position:absolute","cursor:"+(bc.isGecko?"-moz-grab":"move"),"background-color:"+(bc.isIE?"#fff;filter:alpha(opacity=0)":"transparent")].join(";");bc.appendHTML(bc.skin.body,'<div id="'+bv+'" style="'+a+'"></div>');aU=bN(bv);bX();bo(aU,"mousedown",bh)}function bx(){if(aU){bg(aU,"mousedown",bh);bu(aU);aU=null}bK=null}function bh(c){aQ(c);var a=a8(c);br.startX=a[0];br.startY=a[1];bK=bN(bc.player.id);bo(document,"mousemove",bl);bo(document,"mouseup",aV);if(bc.isGecko){aU.style.cursor="-moz-grabbing"}}function bl(g){var c=bc.player,f=bc.dimensions,h=a8(g);var a=h[0]-br.startX;br.startX+=a;br.x=Math.max(Math.min(0,br.x+a),f.innerWidth-c.width);var d=h[1]-br.startY;br.startY+=d;br.y=Math.max(Math.min(0,br.y+d),f.innerHeight-c.height);bV(bK.style,{left:br.x+"px",top:br.y+"px"})}function aV(){bg(document,"mousemove",bl);bg(document,"mouseup",aV);if(bc.isGecko){aU.style.cursor="-moz-grab"}}bc.img=function(d,a){this.obj=d;this.id=a;this.ready=false;var c=this;bs=new Image();bs.onload=function(){c.height=d.height?parseInt(d.height,10):bs.height;c.width=d.width?parseInt(d.width,10):bs.width;c.ready=true;bs.onload=null;bs=null};bs.src=d.content};bc.img.ext=["bmp","gif","jpg","jpeg","png"];bc.img.prototype={append:function(d,f){var a=document.createElement("img");a.id=this.id;a.src=this.obj.content;a.style.position="absolute";var c,g;if(f.oversized&&bc.options.handleOversize=="resize"){c=f.innerHeight;g=f.innerWidth}else{c=this.height;g=this.width}a.setAttribute("height",c);a.setAttribute("width",g);d.appendChild(a)},remove:function(){var a=bN(this.id);if(a){bu(a)}bx();if(bs){bs.onload=null;bs=null}},onLoad:function(){var a=bc.dimensions;if(a.oversized&&bc.options.handleOversize=="drag"){be()}},onWindowResize:function(){var f=bc.dimensions;switch(bc.options.handleOversize){case"resize":var c=bN(this.id);c.height=f.innerHeight;c.width=f.innerWidth;break;case"drag":if(bK){var a=parseInt(bc.getStyle(bK,"top")),d=parseInt(bc.getStyle(bK,"left"));if(a+this.height<f.innerHeight){bK.style.top=f.innerHeight-this.height+"px"}if(d+this.width<f.innerWidth){bK.style.left=f.innerWidth-this.width+"px"}bX()}break}}};bc.iframe=function(d,a){this.obj=d;this.id=a;var c=bN("sb-overlay");this.height=d.height?parseInt(d.height,10):c.offsetHeight;this.width=d.width?parseInt(d.width,10):c.offsetWidth};bc.iframe.prototype={append:function(c,a){var d='<iframe id="'+this.id+'" name="'+this.id+'" height="100%" width="100%" frameborder="0" marginwidth="0" marginheight="0" style="visibility:hidden" onload="this.style.visibility=\'visible\'" scrolling="auto"';if(bc.isIE){d+=' allowtransparency="true"';if(bc.isIE6){d+=" src=\"javascript:false;document.write('');\""}}d+="></iframe>";c.innerHTML=d},remove:function(){var a=bN(this.id);if(a){bu(a);if(bc.isGecko){delete bt.frames[this.id]}}},onLoad:function(){var a=bc.isIE?bN(this.id).contentWindow:bt.frames[this.id];a.location.href=this.obj.content}};bc.html=function(a,c){this.obj=a;this.id=c;this.height=a.height?parseInt(a.height,10):300;this.width=a.width?parseInt(a.width,10):500};bc.html.prototype={append:function(c,d){var a=document.createElement("div");a.id=this.id;a.className="html";a.innerHTML=this.obj.content;c.appendChild(a)},remove:function(){var a=bN(this.id);if(a){bu(a)}}};var a4=16;bc.qt=function(a,c){this.obj=a;this.id=c;this.height=a.height?parseInt(a.height,10):300;if(bc.options.showMovieControls){this.height+=a4}this.width=a.width?parseInt(a.width,10):300};bc.qt.ext=["dv","mov","moov","movie","mp4","avi","mpg","mpeg"];bc.qt.prototype={append:function(k,j){var f=bc.options,d=String(f.autoplayMovies),h=String(f.showMovieControls);var l="<object",a={id:this.id,name:this.id,height:this.height,width:this.width,kioskmode:"true"};if(bc.isIE){a.classid="clsid:02BF25D5-8C17-4B23-BC80-D3488ABDDC6B";a.codebase="http://www.apple.com/qtactivex/qtplugin.cab#version=6,0,2,0"}else{a.type="video/quicktime";a.data=this.obj.content}for(var c in a){l+=" "+c+'="'+a[c]+'"'}l+=">";var m={src:this.obj.content,scale:"aspect",controller:h,autoplay:d};for(var g in m){l+='<param name="'+g+'" value="'+m[g]+'">'}l+="</object>";k.innerHTML=l},remove:function(){try{document[this.id].Stop()}catch(c){}var a=bN(this.id);if(a){bu(a)}}};var bC=false,a5=[],aN=["sb-nav-close","sb-nav-next","sb-nav-play","sb-nav-pause","sb-nav-previous"],bQ,bM,bR,aR=true;function bf(d,h,m,o,g){var k=(h=="opacity"),n=k?bc.setOpacity:function(t,r){t.style[h]=""+r+"px"};if(o==0||(!k&&!bc.options.animate)||(k&&!bc.options.animateFade)){n(d,m);if(g){g()}return}var l=parseFloat(bc.getStyle(d,h))||0;var j=m-l;if(j==0){if(g){g()}return}o*=1000;var c=bp(),p=bc.ease,q=c+o,a;var f=setInterval(function(){a=bp();if(a>=q){clearInterval(f);f=null;n(d,m);if(g){g()}}else{n(d,l+p((a-c)/o)*j)}},10)}function bW(){bQ.style.height=bc.getWindowSize("Height")+"px";bQ.style.width=bc.getWindowSize("Width")+"px"}function bU(){bQ.style.top=document.documentElement.scrollTop+"px";bQ.style.left=document.documentElement.scrollLeft+"px"}function bk(a){if(a){bS(a5,function(d,c){c[0].style.visibility=c[1]||""})}else{a5=[];bS(bc.options.troubleElements,function(c,d){bS(document.getElementsByTagName(d),function(g,f){a5.push([f,f.style.visibility]);f.style.visibility="hidden"})})}}function aM(a,c){var d=bN("sb-nav-"+a);if(d){d.style.display=c?"":"none"}}function bJ(c,f){var g=bN("sb-loading"),a=bc.getCurrent().player,h=(a=="img"||a=="html");if(c){bc.setOpacity(g,0);g.style.display="block";var d=function(){bc.clearOpacity(g);if(f){f()}};if(h){bf(g,"opacity",1,bc.options.fadeDuration,d)}else{d()}}else{var d=function(){g.style.display="none";bc.clearOpacity(g);if(f){f()}};if(h){bf(g,"opacity",0,bc.options.fadeDuration,d)}else{d()}}}function aK(k){var p=bc.getCurrent();bN("sb-title-inner").innerHTML=p.title||"";var j,n,f,g,m;if(bc.options.displayNav){j=true;var l=bc.gallery.length;if(l>1){if(bc.options.continuous){n=m=true}else{n=(l-1)>bc.current;m=bc.current>0}}if(bc.options.slideshowDelay>0&&bc.hasNext()){g=!bc.isPaused();f=!g}}else{j=n=f=g=m=false}aM("close",j);aM("next",n);aM("play",f);aM("pause",g);aM("previous",m);var h="";if(bc.options.displayCounter&&bc.gallery.length>1){var l=bc.gallery.length;if(bc.options.counterType=="skip"){var a=0,c=l,d=parseInt(bc.options.counterLimit)||0;if(d<l&&d>2){var o=Math.floor(d/2);a=bc.current-o;if(a<0){a+=l}c=bc.current+(d-o);if(c>l){c-=l}}while(a!=c){if(a==l){a=0}h+='<a onclick="event.preventDefault();Shadowbox.change('+a+');"';if(a==bc.current){h+=' class="sb-counter-current"'}h+=">"+(++a)+"</a>"}}else{h=[bc.current+1,bc.lang.of,l].join(" ")}}bN("sb-counter").innerHTML=h;k()}function a9(f){var c=bN("sb-title-inner"),a=bN("sb-info-inner"),d=0.35;c.style.visibility=a.style.visibility="";if(c.innerHTML!=""){bf(c,"marginTop",0,d)}bf(a,"marginTop",0,d,f)}function bq(d,h){var k=bN("sb-title"),g=bN("sb-info"),c=k.offsetHeight,a=g.offsetHeight,l=bN("sb-title-inner"),j=bN("sb-info-inner"),f=(d?0.35:0);bf(l,"marginTop",c,f);bf(j,"marginTop",a*-1,f,function(){l.style.visibility=j.style.visibility="hidden";h()})}function bO(c,h,d,f){var g=bN("sb-wrapper-inner"),a=(d?bc.options.resizeDuration:0);bf(bR,"top",h,a);bf(g,"height",c,a,f)}function bw(c,g,d,f){var a=(d?bc.options.resizeDuration:0);bf(bR,"left",g,a);bf(bR,"width",c,a,f)}function bG(h,d){var a=bN("sb-body-inner"),h=parseInt(h),d=parseInt(d),f=bR.offsetHeight-a.offsetHeight,g=bR.offsetWidth-a.offsetWidth,k=bM.offsetHeight,j=bM.offsetWidth,l=parseInt(bc.options.viewportPadding)||20,c=(bc.player&&bc.options.handleOversize!="drag");return bc.setDimensions(h,d,k,j,f,g,l,c)}var ba={};ba.markup='<div id="sb-container"><div id="sb-overlay"></div><div id="sb-wrapper"><div id="sb-title"><div id="sb-title-inner"></div></div><div id="sb-wrapper-inner"><div id="sb-body"><div id="sb-body-inner"></div><div id="sb-loading"><div id="sb-loading-inner"><span>{loading}</span></div></div></div></div><div id="sb-info"><div id="sb-info-inner"><div id="sb-counter"></div><div id="sb-nav"><a id="sb-nav-close" title="{close}" onclick="event.preventDefault();Shadowbox.close()"></a><a id="sb-nav-next" title="{next}" onclick="event.preventDefault();Shadowbox.next()"></a><a id="sb-nav-play" title="{play}" onclick="event.preventDefault();Shadowbox.play()"></a><a id="sb-nav-pause" title="{pause}" onclick="event.preventDefault();Shadowbox.pause()"></a><a id="sb-nav-previous" title="{previous}" onclick="event.preventDefault();Shadowbox.previous()"></a></div></div></div></div></div>';ba.options={animSequence:"sync",counterLimit:10,counterType:"default",displayCounter:true,displayNav:true,fadeDuration:0.35,initialHeight:160,initialWidth:320,modal:false,overlayColor:"#000",overlayOpacity:0.5,resizeDuration:0.35,showOverlay:true,troubleElements:["select","object","embed","canvas"]};ba.init=function(){bc.appendHTML(document.body,aL(ba.markup,bc.lang));ba.body=bN("sb-body-inner");bQ=bN("sb-container");bM=bN("sb-overlay");bR=bN("sb-wrapper");if(!S){bQ.style.position="absolute"}if(!aW){var a,c,d=/url\("(.*\.png)"\)/;bS(aN,function(h,g){a=bN(g);if(a){c=bc.getStyle(a,"backgroundImage").match(d);if(c){a.style.backgroundImage="none";a.style.filter="progid:DXImageTransform.Microsoft.AlphaImageLoader(enabled=true,src="+c[1]+",sizingMethod=scale);"}}})}var f;bo(bt,"resize",function(){if(f){clearTimeout(f);f=null}if(by){f=setTimeout(ba.onWindowResize,10)}})};ba.onOpen=function(c,a){aR=false;bQ.style.display="block";bW();var d=bG(bc.options.initialHeight,bc.options.initialWidth);bO(d.innerHeight,d.top);bw(d.width,d.left);if(bc.options.showOverlay){bM.style.backgroundColor=bc.options.overlayColor;bc.setOpacity(bM,0);if(!bc.options.modal){bo(bM,"click",bc.close)}bC=true}if(!S){bU();bo(bt,"scroll",bU)}bk();bQ.style.visibility="visible";if(bC){bf(bM,"opacity",bc.options.overlayOpacity,bc.options.fadeDuration,a)}else{a()}};ba.onLoad=function(c,a){bJ(true);while(ba.body.firstChild){bu(ba.body.firstChild)}bq(c,function(){if(!by){return}if(!c){bR.style.visibility="visible"}aK(a)})};ba.onReady=function(f){if(!by){return}var d=bc.player,a=bG(d.height,d.width);var c=function(){a9(f)};switch(bc.options.animSequence){case"hw":bO(a.innerHeight,a.top,true,function(){bw(a.width,a.left,true,c)});break;case"wh":bw(a.width,a.left,true,function(){bO(a.innerHeight,a.top,true,c)});break;default:bw(a.width,a.left,true);bO(a.innerHeight,a.top,true,c)}};ba.onShow=function(a){bJ(false,a);aR=true};ba.onClose=function(){if(!S){bg(bt,"scroll",bU)}bg(bM,"click",bc.close);bR.style.visibility="hidden";var a=function(){bQ.style.visibility="hidden";bQ.style.display="none";bk(true)};if(bC){bf(bM,"opacity",0,bc.options.fadeDuration,a)}else{a()}};ba.onPlay=function(){aM("play",false);aM("pause",true)};ba.onPause=function(){aM("pause",false);aM("play",true)};ba.onWindowResize=function(){if(!aR){return}bW();var a=bc.player,c=bG(a.height,a.width);bw(c.width,c.left);bO(c.innerHeight,c.top);if(a.onWindowResize){a.onWindowResize()}};bc.skin=ba;bt.Shadowbox=bc})(window);Shadowbox.init({overlayOpacity:0.1,skipSetup:true});(function(d,a){if(navigator.epubReadingSystem){if(navigator.epubReadingSystem.name){if(navigator.epubReadingSystem.name=="iBooks"){function f(){this.hasDeviceMotion="ondevicemotion" in d;this.threshold=1;this.delay=100;this.lastTime=new Date();this.lastX=null;this.lastY=null;this.lastZ=null;if(typeof a.CustomEvent==="function"){this.event=new a.CustomEvent("shake",{bubbles:true,cancelable:true})}else{if(typeof a.createEvent==="function"){this.event=a.createEvent("Event");this.event.initEvent("shake",true,true)}else{return false}}}f.prototype.reset=function(){this.lastTime=new Date();this.lastX=null;this.lastY=null;this.lastZ=null};f.prototype.start=function(){this.reset();if(this.hasDeviceMotion){d.addEventListener("devicemotion",this,false)}};f.prototype.stop=function(){if(this.hasDeviceMotion){d.removeEventListener("devicemotion",this,false)}this.reset()};f.prototype.devicemotion=function(m){var l=m.accelerationIncludingGravity,k,j,h=0,g=0,n=0;if((this.lastX===null)&&(this.lastY===null)&&(this.lastZ===null)){this.lastX=l.x;this.lastY=l.y;this.lastZ=l.z;return}h=Math.abs(this.lastX-l.x);g=Math.abs(this.lastY-l.y);n=Math.abs(this.lastZ-l.z);if(((h>this.threshold)&&(g>this.threshold))||((h>this.threshold)&&(n>this.threshold))||((g>this.threshold)&&(n>this.threshold))){k=new Date();j=k.getTime()-this.lastTime.getTime();if(j>this.delay){d.dispatchEvent(this.event);this.lastTime=new Date()}}this.lastX=l.x;this.lastY=l.y;this.lastZ=l.z};f.prototype.handleEvent=function(g){if(typeof(this[g.type])==="function"){return this[g.type](g)}};var c=new f();c&&c.start()}}}}(window,document));function playPause(a){var c=document.getElementById(a);if(c.paused){c.play()}else{c.pause()}}function playPausePopup(a){var c=document.getElementById(a);if(c.hasAttribute("controls")){c.pause();c.removeAttribute("controls")}else{c.setAttribute("controls","controls");c.play()}}function openVideoBox(a,d,c){Shadowbox.open({content:'<div style="width:100%;height:100%"><video width="100%" height="100%" preload="auto" autoplay="true" controls="true" src="'+a+'" type="video/mp4"/></div>',player:"html",title:"Video Widget",height:c,width:d,modal:true,handleOversize:"resize"})}function openGallery(j,h,a,c,f,l){if(j.preventDefault){j.preventDefault()}j.returnValue=false;var g=new Array(a);var n={continuous:false,counterType:"default",animate:false,handleOversize:"resize",modal:true,overlayOpacity:0.6,displayCounter:false};for(i=0;i<a;i++){var k;var m=i+1;k=h+"/"+h+"-"+m+".jpg";var d={player:"img",title:l,content:k,options:n,width:c,height:f};g[i]=d}Shadowbox.open(g)}function openGallerya(h,a,c,f,k){var g=new Array(a);var m={continuous:false,counterType:"default",animate:false,handleOversize:"resize",modal:true,overlayOpacity:0.6,displayCounter:false};for(i=0;i<a;i++){var j;var l=i+1;j=h+"/"+h+"-"+l+".jpg";var d={player:"img",title:k,content:j,options:m,width:c,height:f};g[i]=d}Shadowbox.open(g)}function openWidget(f,d){if(f.preventDefault){f.preventDefault()}f.returnValue=false;var c=d.firstChild;while(c&&c.nodeType!=1){c=c.nextSibling}var a=d.nextSibling;while(a&&a.nodeType!=1){a=a.nextSibling}if(a.style.display=="none"){a.style.display="block";c.src="images/Stop-Normal-Red-icon.png";d.style.top="-140px"}else{a.style.display="none";c.src="images/start-icon.png";d.style.top="0px"}return false}function MyMessage(a){Shadowbox.open({content:'<div style="background-color:white;width:90%;height:90%;"><p>'+a+"</p></div>",player:"html",title:"Welcome",modal:true,handleOversize:"resize",height:350,width:350})}function HideFocus(){var a=document.getElementsByClassName("bgclear");for(var d=0;d<a.length;++d){var c=a[d];c.style.backgroundColor="rgba(0, 0, 0, 0)"}}function ShowFocus(c){var a=document.getElementById(c);if(a){a.style.backgroundColor="rgba(128, 128, 128, 0.5)"}}function ShowLayer(f){HideFocus();HideAllLayers();var a=document.getElementsByClassName(f);for(var d=0;d<a.length;++d){var c=a[d];c.style.visibility="visible"}ShowFocus(f)}function HideLayer(f){HideFocus();var a=document.getElementsByClassName(f);for(var d=0;d<a.length;++d){var c=a[d];c.style.visibility="hidden"}}function ToggleLayer(f){HideFocus();var a=document.getElementsByClassName(f);for(var d=0;d<a.length;++d){var c=a[d];if(c.style.visibility=="hidden"){c.parentNode.style.zIndex="2";c.style.visibility="visible";c.style.display="block"}else{if(c.style.visibility=="visible"){c.parentNode.style.zIndex="-1";c.style.display="none";c.style.visibility="hidden"}}}}function AdjustIFrameSize(c){var a=c.contentWindow||c.contentDocument.parentWindow;a.onload=function(){b=document.getElementsByTagName("body")[0];var l=document.querySelector("meta[name=viewport]");var k=l.getAttribute("content");var h=/width[ ]*=[ ]*([\d\.]+)[ ]*,[ ]*height[ ]*=[ ]*([\d\.]+)/.exec(k);var o=parseFloat(h[1]);var g=parseFloat(h[2]);var n=b.clientWidth;var f=b.clientHeight;var d=(n/o);var j=(f/g);var m=1;if(d<j){m=d}else{m=j}z=Math.sqrt(m);s="zoom:"+z+"; -moz-transform: scale("+z+"); -moz-transform-origin: -1 0;-webkit-transform: scale("+z+");-webkit-transform-origin: 0 0;";if(typeof b.setAttribute==="function"){b.setAttribute("style",b.getAttribute("style")+";"+s)}}}function HideAllLayers(){var a=document.getElementsByClassName("autohide");for(var d=0;d<a.length;++d){var c=a[d];c.style.visibility="hidden"}}function addEvent(c,f,d){if(!d.$$guid){d.$$guid=addEvent.guid++}if(!c.events){c.events={}}var a=c.events[f];if(!a){a=c.events[f]={};if(c["on"+f]){a[0]=c["on"+f]}}a[d.$$guid]=d;c["on"+f]=handleEvent}addEvent.guid=1;function removeEvent(a,d,c){if(a.events&&a.events[d]){delete a.events[d][c.$$guid]}}function handleEvent(d){d=d||window.event;var a=this.events[d.type];for(var c in a){this.$$handleEvent=a[c];this.$$handleEvent(d)}}function getCookieVal(c){var a=document.cookie.indexOf(";",c);if(a==-1){a=document.cookie.length}return unescape(document.cookie.substring(c,a))}function GetCookie(f){var c=f+"=";var h=c.length;var a=document.cookie.length;var g=0;while(g<a){var d=g+h;if(document.cookie.substring(g,d)==c){return getCookieVal(d)}g=document.cookie.indexOf(" ",g)+1;if(g==0){break}}return null}function SetCookie(d,g){var a=SetCookie.arguments;var k=SetCookie.arguments.length;var c=(k>2)?a[2]:null;var j=(k>3)?a[3]:null;var f=(k>4)?a[4]:null;var h=(k>5)?a[5]:false;document.cookie=d+"="+escape(g)+((c==null)?"":("; expires="+c.toGMTString()))+((j==null)?"":("; path="+j))+((f==null)?"":("; domain="+f))+((h==true)?"; secure":"")}function DeleteCookie(a){document.cookie=a+"=; expires=Thu, 01-Jan-70 00:00:01 GMT;"}function PushBackCookie(d){var c=GetCookie("back");var a=GetCookie("backlogical");if(c){var f=d+"\n"+c;SetCookie("back",f,null,null);f=document.body.id+"\n"+a;SetCookie("backlogical",f,null,null)}else{SetCookie("back",d,null,null);SetCookie("backlogical",document.body.id,null,null)}}function PopBackCookie(){var a=null;var d=GetCookie("back");var c=GetCookie("backlogical");if(d){var g=d.indexOf("\n");if(g!=-1){a=d.substring(0,g);var f=d.substring(g+1,d.length);SetCookie("back",f,null,null)}else{a=d;DeleteCookie("back")}g=c.indexOf("\n");if(g!=-1){var f=c.substring(g+1,d.length);SetCookie("backlogical",f,null,null)}else{DeleteCookie("backlogical")}}return a}var hasTouchEvents=true;if(navigator.epubReadingSystem){try{hasTouchEvents=navigator.epubReadingSystem.hasFeature("touch-events")}catch(e){}}var evaluator;try{evaluator=new XPathEvaluator()}catch(e){hasTouchEvents=false}if(hasTouchEvents){try{addEvent(window,"load",function(){var a=evaluator.evaluate("//*[local-name()='span'][@onclick]",document.documentElement,null,XPathResult.ORDERED_NODE_ITERATOR_TYPE,null);if(a){var d=a.iterateNext();while(d){var c=d.onclick;if(c.length>0){addEvent(d,"touchstart",function(f){if(typeof c=="function"){f.preventDefault();this.onclick.call(d);false}});addEvent(d,"touchmove",function(f){f.preventDefault();false});addEvent(d,"touchend",function(f){f.preventDefault();false});addEvent(d,"touchcancel",function(f){f.preventDefault();false})}d=a.iterateNext()}}})}catch(e){}}function TraceLink(c,a,d){c.preventDefault();if(d.indexOf("pageNum")!=-1){PushBackCookie(a)}location.href=d}var cantracelink=false;if(navigator.epubReadingSystem){if(navigator.epubReadingSystem.name){if(navigator.epubReadingSystem.name=="iBooks"){cantracelink=true}}}if(cantracelink){addEvent(window,"load",function(){window.removeEventListener("shake",shakeEventDidOccur,false);setTimeout(function(){ShowBackLink()},500);var c=document.getElementsByTagName("a");for(var f=0;f<c.length;f++){if(c[f].hasAttribute("href")){var d=c[f];var a=c[f].href;if(a.length>0){addEvent(d,"click",function(g){TraceLink(g,location.href,this.href)});addEvent(d,"touchstart",function(g){TraceLink(location.href,this.href)});addEvent(d,"touchmove",function(g){TraceLink(location.href,this.href)});addEvent(d,"touchend",function(g){TraceLink(location.href,this.href)});addEvent(d,"touchcancel",function(g){TraceLink(location.href,this.href)})}}}})}function PeekBackCookie(){var a=null;var c=GetCookie("back");if(c){var d=c.indexOf("\n");if(d!=-1){a=c.substring(0,d)}else{a=c}}return a}function PeekBackLogicalCookie(){var a=null;var c=GetCookie("backlogical");if(c){var d=c.indexOf("\n");if(d!=-1){a=c.substring(0,d)}else{a=c}}return a}function DoBackLink(a){a.preventDefault();location.href=PopBackCookie()}function ShowBackLink(){var d=PeekBackLogicalCookie();if(d!=null){window.removeEventListener("shake",shakeEventDidOccur,false);d=d.replace("lp","");var a=document.createElement("p");a.setAttribute("style","position:absolute;top:0px;left:0px;text-align:center;width:100%;");var c=document.createElement("span");c.setAttribute("class","sbacktext");c.innerHTML="Revenir page "+d;c.addEventListener("click",function(f){DoBackLink(f);return false});a.appendChild(c);document.body.appendChild(a);setTimeout(function(){window.addEventListener("shake",shakeEventDidOccur,false)},6500)}}function shakeEventDidOccur(){ShowBackLink(0)}var SpinningWheel={cellHeight:44,friction:0.003,device:"i",pixelRatio:2,slotData:[],handleEvent:function(a){if(a.type=="touchstart"){this.lockScreen(a);if(a.currentTarget.id=="sw-cancel"||a.currentTarget.id=="sw-done"||a.currentTarget.id=="sw-buttonl"||a.currentTarget.id=="sw-buttonr"){if(this.device=="a"){this.tapUp(a)}else{this.tapDown(a)}}else{if(a.currentTarget.id=="sw-frame"){this.scrollStart(a)}}}else{if(a.type=="touchmove"){this.lockScreen(a);if(a.currentTarget.id=="sw-cancel"||a.currentTarget.id=="sw-done"||a.currentTarget.id=="sw-buttonl"||a.currentTarget.id=="sw-buttonr"){if(this.device=="i"){this.tapCancel(a)}}else{if(a.currentTarget.id=="sw-frame"){this.scrollMove(a)}}}else{if(a.type=="touchend"){if(a.currentTarget.id=="sw-cancel"||a.currentTarget.id=="sw-done"||a.currentTarget.id=="sw-buttonl"||a.currentTarget.id=="sw-buttonr"){if(this.device=="i"){this.tapUp(a)}}else{if(a.currentTarget.id=="sw-frame"){this.scrollEnd(a)}}}else{if(a.type=="webkitTransitionEnd"){if(a.target.id=="sw-wrapper"){this.destroy()}else{this.backWithinBoundaries(a)}}else{if(a.type=="orientationchange"){this.onOrientationChange(a)}else{if(a.type=="scroll"){this.onScroll(a)}}}}}}},onOrientationChange:function(a){window.scrollTo(0,0);this.swWrapper.style.top=window.innerHeight+window.pageYOffset+"px";this.calculateSlotsWidth()},onScroll:function(a){this.swWrapper.style.top=window.innerHeight+window.pageYOffset+"px"},lockScreen:function(a){if(a.currentTarget.id.match(/sw/)){a.preventDefault();a.stopPropagation()}},reset:function(){this.slotEl=[];this.activeSlot=null;this.swWrapper=undefined;this.swSlotWrapper=undefined;this.swSlots=undefined;this.swFrame=undefined},calculateSlotsWidth:function(){var c=this.swSlots.getElementsByTagName("div");for(var a=0;a<c.length;a+=1){this.slotEl[a].slotWidth=c[a].offsetWidth}},create:function(){var f,a,c,d,g;this.reset();if(window.devicePixelRatio>=1.5){this.pixelRatio=1.5}if(window.devicePixelRatio>=2){this.pixelRatio=2}this.cellHeight=44*this.pixelRatio;g=document.createElement("div");g.id="sw-wrapper";g.style.top=window.innerHeight+window.pageYOffset+"px";g.style.webkitTransitionProperty="-webkit-transform";g.innerHTML='<div id="sw-super-wrapper"><div id="sw-header"><div id="sw-cancel">Cancel</div><div id="sw-buttonl">Last</div><div id="sw-buttonr">Next</div><div id="sw-done">Done</div></div><div id="sw-slots-wrapper"><div id="sw-slots"></div></div><div id="sw-frame"></div></div>';document.body.appendChild(g);this.swWrapper=g;this.swSlotWrapper=document.getElementById("sw-slots-wrapper");this.swSlots=document.getElementById("sw-slots");this.swFrame=document.getElementById("sw-frame");for(a=0;a<this.slotData.length;a+=1){d=document.createElement("ul");c="";for(f in this.slotData[a].values){c+="<li>"+this.slotData[a].values[f]+"</li>"}d.innerHTML=c;g=document.createElement("div");g.className=this.slotData[a].style;g.appendChild(d);this.swSlots.appendChild(g);d.slotPosition=a;d.slotYPosition=0;d.slotWidth=0;d.slotMaxScroll=this.swSlotWrapper.clientHeight-d.clientHeight-(86*this.pixelRatio);d.style.webkitTransitionTimingFunction="cubic-bezier(0, 0, 0.2, 1)";this.slotEl.push(d);if(this.slotData[a].defaultValue){this.scrollToValue(a,this.slotData[a].defaultValue)}}this.calculateSlotsWidth();document.addEventListener("touchstart",this,false);document.addEventListener("touchmove",this,false);window.addEventListener("orientationchange",this,true);window.addEventListener("scroll",this,true);document.getElementById("sw-cancel").addEventListener("touchstart",this,false);document.getElementById("sw-done").addEventListener("touchstart",this,false);document.getElementById("sw-buttonl").addEventListener("touchstart",this,false);document.getElementById("sw-buttonr").addEventListener("touchstart",this,false);this.swFrame.addEventListener("touchstart",this,false)},open:function(){this.create();this.swWrapper.style.webkitTransitionTimingFunction="ease-out";this.swWrapper.style.webkitTransitionDuration="400ms";this.swWrapper.style.webkitTransform="translate3d(0, -"+(259*this.pixelRatio)+"px, 0)"},destroy:function(){this.swWrapper.removeEventListener("webkitTransitionEnd",this,false);this.swFrame.removeEventListener("touchstart",this,false);document.getElementById("sw-cancel").removeEventListener("touchstart",this,false);document.getElementById("sw-done").removeEventListener("touchstart",this,false);document.getElementById("sw-buttonl").removeEventListener("touchstart",this,false);document.getElementById("sw-buttonr").removeEventListener("touchstart",this,false);document.removeEventListener("touchstart",this,false);document.removeEventListener("touchmove",this,false);window.removeEventListener("orientationchange",this,true);window.removeEventListener("scroll",this,true);this.slotData=[];this.cancelAction=function(){return false};this.cancelDone=function(){return true};this.cancelButtonl=function(){return true};this.cancelButtonr=function(){return true};this.reset();document.body.removeChild(document.getElementById("sw-wrapper"))},close:function(){this.swWrapper.style.webkitTransitionTimingFunction="ease-in";this.swWrapper.style.webkitTransitionDuration="400ms";this.swWrapper.style.webkitTransform="translate3d(0, 0, 0)";this.swWrapper.addEventListener("webkitTransitionEnd",this,false)},addSlot:function(c,f,a){if(!f){f=""}f=f.split(" ");for(var d=0;d<f.length;d+=1){f[d]="sw-"+f[d]}f=f.join(" ");var g={values:c,style:f,defaultValue:a};this.slotData.push(g)},getSelectedValues:function(){var d,h,f,a,g=[],c=[];for(f in this.slotEl){this.slotEl[f].removeEventListener("webkitTransitionEnd",this,false);this.slotEl[f].style.webkitTransitionDuration="0";if(this.slotEl[f].slotYPosition>0){this.setPosition(f,0)}else{if(this.slotEl[f].slotYPosition<this.slotEl[f].slotMaxScroll){this.setPosition(f,this.slotEl[f].slotMaxScroll)}}d=-Math.round(this.slotEl[f].slotYPosition/this.cellHeight);h=0;for(a in this.slotData[f].values){if(h==d){g.push(a);c.push(this.slotData[f].values[a]);break}h+=1}}return{keys:g,values:c}},setPosition:function(c,a){this.slotEl[c].slotYPosition=a;this.slotEl[c].style.webkitTransform="translate3d(0, "+a+"px, 0)"},scrollStart:function(d){var f=d.targetTouches[0].clientX-this.swSlots.offsetLeft;var g=0;for(var a=0;a<this.slotEl.length;a+=1){g+=this.slotEl[a].slotWidth;if(f<g){this.activeSlot=a;break}}if(this.slotData[this.activeSlot].style.match("readonly")){this.swFrame.removeEventListener("touchmove",this,false);this.swFrame.removeEventListener("touchend",this,false);return false}this.slotEl[this.activeSlot].removeEventListener("webkitTransitionEnd",this,false);this.slotEl[this.activeSlot].style.webkitTransitionDuration="0";var c=window.getComputedStyle(this.slotEl[this.activeSlot]).webkitTransform;c=new WebKitCSSMatrix(c).m42;if(c!=this.slotEl[this.activeSlot].slotYPosition){this.setPosition(this.activeSlot,c)}this.startY=d.targetTouches[0].clientY;this.scrollStartY=this.slotEl[this.activeSlot].slotYPosition;this.scrollStartTime=d.timeStamp;this.swFrame.addEventListener("touchmove",this,false);this.swFrame.addEventListener("touchend",this,false);return true},scrollMove:function(c){var a=c.targetTouches[0].clientY-this.startY;if(this.slotEl[this.activeSlot].slotYPosition>0||this.slotEl[this.activeSlot].slotYPosition<this.slotEl[this.activeSlot].slotMaxScroll){a/=2}this.setPosition(this.activeSlot,this.slotEl[this.activeSlot].slotYPosition+a);this.startY=c.targetTouches[0].clientY;if(c.timeStamp-this.scrollStartTime>80){this.scrollStartY=this.slotEl[this.activeSlot].slotYPosition;this.scrollStartTime=c.timeStamp}},scrollEnd:function(g){this.swFrame.removeEventListener("touchmove",this,false);this.swFrame.removeEventListener("touchend",this,false);if(this.slotEl[this.activeSlot].slotYPosition>0||this.slotEl[this.activeSlot].slotYPosition<this.slotEl[this.activeSlot].slotMaxScroll){this.scrollTo(this.activeSlot,this.slotEl[this.activeSlot].slotYPosition>0?0:this.slotEl[this.activeSlot].slotMaxScroll);return false}var c=this.slotEl[this.activeSlot].slotYPosition-this.scrollStartY;if(c<this.cellHeight/1.5&&c>-this.cellHeight/1.5){if(this.slotEl[this.activeSlot].slotYPosition%this.cellHeight){this.scrollTo(this.activeSlot,Math.round(this.slotEl[this.activeSlot].slotYPosition/this.cellHeight)*this.cellHeight,"100ms")}return false}var h=g.timeStamp-this.scrollStartTime;var a=(2*c/h)/this.friction;var f=(this.friction/2)*(a*a);if(a<0){a=-a;f=-f}var d=this.slotEl[this.activeSlot].slotYPosition+f;if(d>0){if(d>this.swSlotWrapper.clientHeight/4){d=this.swSlotWrapper.clientHeight/4}}else{if(d<this.slotEl[this.activeSlot].slotMaxScroll){d=(d-this.slotEl[this.activeSlot].slotMaxScroll)/2+this.slotEl[this.activeSlot].slotMaxScroll;a/=3;if(d<this.slotEl[this.activeSlot].slotMaxScroll-this.swSlotWrapper.clientHeight/4){d=this.slotEl[this.activeSlot].slotMaxScroll-this.swSlotWrapper.clientHeight/4}}else{d=Math.round(d/this.cellHeight)*this.cellHeight}}this.scrollTo(this.activeSlot,Math.round(d),Math.round(a)+"ms");return true},scrollTo:function(d,a,c){this.slotEl[d].style.webkitTransitionDuration=c?c:"100ms";this.setPosition(d,a?a:0);if(this.slotEl[d].slotYPosition>0||this.slotEl[d].slotYPosition<this.slotEl[d].slotMaxScroll){this.slotEl[d].addEventListener("webkitTransitionEnd",this,false)}},scrollToValue:function(g,f){var d,c,a;this.slotEl[g].removeEventListener("webkitTransitionEnd",this,false);this.slotEl[g].style.webkitTransitionDuration="0";c=0;for(a in this.slotData[g].values){if(a==f){d=c*this.cellHeight;this.setPosition(g,d);break}c-=1}},backWithinBoundaries:function(a){a.target.removeEventListener("webkitTransitionEnd",this,false);this.scrollTo(a.target.slotPosition,a.target.slotYPosition>0?0:a.target.slotMaxScroll,"150ms");return false},tapDown:function(a){a.currentTarget.addEventListener("touchmove",this,false);a.currentTarget.addEventListener("touchend",this,false);a.currentTarget.className="sw-pressed"},tapCancel:function(a){a.currentTarget.removeEventListener("touchmove",this,false);a.currentTarget.removeEventListener("touchend",this,false);a.currentTarget.className=""},tapUp:function(a){this.tapCancel(a);if(a.currentTarget.id=="sw-cancel"){this.cancelAction()}else{if(a.currentTarget.id=="sw-done"){this.doneAction()}else{if(a.currentTarget.id=="sw-buttonl"){this.buttonlAction()}else{this.buttonrAction()}}}this.close()},setDevice:function(a){this.device=a},setButtonTexts:function(f,d,c,a){if(f!=null){if(f!=""){document.getElementById("sw-cancel").innerHTML=f}else{document.getElementById("sw-cancel").style.display="none"}}if(d!=null){if(d!=""){document.getElementById("sw-done").innerHTML=d}else{document.getElementById("sw-done").style.display="none"}}if(c!=null){if(c!=""){document.getElementById("sw-buttonl").innerHTML=c}else{document.getElementById("sw-buttonl").style.display="none"}}if(a!=null){if(a!=""){document.getElementById("sw-buttonr").innerHTML=a}else{document.getElementById("sw-buttonr").style.display="none"}}},setCancelAction:function(a){this.cancelAction=a},setDoneAction:function(a){this.doneAction=a},setButtonlAction:function(a){this.buttonlAction=a},setButtonrAction:function(a){this.buttonrAction=a},cancelAction:function(){return false},cancelDone:function(){return true},cancelButtonl:function(){return true},cancelButtonr:function(){return true}};function openOneSlot(a){if(document.getElementById("sw-wrapper")){return}SpinningWheel.addSlot(a);SpinningWheel.setCancelAction(SpinningCancel);SpinningWheel.setDoneAction(SpinningDone);SpinningWheel.open()}function SpinningDone(){var c=SpinningWheel.getSelectedValues();var f=c.values.join(" ");var d=f.match(/\(p\. (\d+)\)/);var a="pageNum-"+d[1]+".html";PushBackCookie(location.href);location.href=a}function SpinningCancel(){}var GPScoords=[];function distanceGPS(g,c,f,h){var d=Math.PI/180;lat1=g*d;lat2=f*d;lon1=c*d;lon2=h*d;t1=Math.sin(lat1)*Math.sin(lat2);t2=Math.cos(lat1)*Math.cos(lat2);t3=Math.cos(lon1-lon2);t4=t2*t3;t5=t1+t4;rad_dist=Math.atan(-t5/Math.sqrt(-t5*t5+1))+2*Math.atan(1);return(rad_dist*3437.74677*1.1508)*1.6093470878864446}function erreurPosition(a){var c="Erreur lors de la gÃ�Â©olocalisation : ";switch(a.code){case a.TIMEOUT:c+="Timeout !";break;case a.PERMISSION_DENIED:c+="Vous nÃ¢Â�Â�avez pas donnÃ�Â© la permission";break;case a.POSITION_UNAVAILABLE:c+="La position nÃ¢Â�Â�a pu Ã�Âªtre dÃ�Â©terminÃ�Â©e";break;case a.UNKNOWN_ERROR:c+="Erreur inconnue";break}alert(c)}function maPosition(h){var o=h.coords.latitude;var c=h.coords.longitude;var p=h.coords.altitude;var l={};var j=[];for(var g=0;g<GPScoords.length;++g){var n=GPScoords[g];var f=n[0];var m=f[0];var a=f[1];var d=distanceGPS(o,c,m,a);var k=d.toFixed(1)+" km : "+n[1]+" (p. "+n[2]+")";j.push([k,d])}j.sort(function(r,q){return r[1]-q[1]});for(var g=0;g<j.length;g++){l[g+1]=j[g][0]}openOneSlot(l)}function Geo(a,c){if(navigator.geolocation){a.preventDefault();navigator.geolocation.getCurrentPosition(maPosition,erreurPosition,{maximumAge:0,enableHighAccuracy:true})}return false}function moveCaret(f,a){var d,c;if(f.getSelection){d=f.getSelection();if(d.rangeCount>0){var g=d.focusNode;var h=d.focusOffset+a;d.collapse(g,Math.min(g.length,h))}}else{if((d=f.document.selection)){if(d.type!="Control"){c=d.createRange();c.move("character",a);c.select()}}}}function insertTextAtCursor(f){var d,a,c;if(window.getSelection){d=window.getSelection();if(d.getRangeAt&&d.rangeCount){a=d.getRangeAt(0);a.deleteContents();a.insertNode(document.createTextNode(f))}}else{if(document.selection&&document.selection.createRange){document.selection.createRange().text=f}}}function FilterKeyDown(a,c){if(c.key=="Spacebar"){insertTextAtCursor(" ");return false}return true}function FilterKeyUp(d,f){var a=d.parentNode.getAttribute("id");var c=d.textContent;if(c.length==0){if(localStorage){try{localStorage.removeItem(a)}catch(f){}}else{try{DeleteCookie(a)}catch(f){}}}else{if(localStorage){try{localStorage.setItem(a,c)}catch(f){}}else{try{SetCookie(a,c)}catch(f){}}}return true}function getFirstChild(a){var c=a.firstChild;while(c!=null&&c.nodeType==3){c=c.nextSibling}return c}function ClearArea(c){var a=c.parentNode.parentNode.getAttribute("id");getFirstChild(c.parentNode.parentNode).textContent="";if(localStorage){try{localStorage.removeItem(a)}catch(d){}}else{try{DeleteCookie(a)}catch(d){}}return false}function ClearAllAreas(f){getFirstChild(f.parentNode.parentNode).textContent="";if(localStorage){var g="TxtEdit-923f7de590beff1f4b9c99242d04ae4b";for(key in localStorage){try{if(key.substring(0,g.length)===g){delete localStorage[key]}}catch(h){}}}else{if(document.cookie&&document.cookie!=""){var c=document.cookie.split(";");for(var a=0;a<c.length;a++){var d=c[a].split("=");d[0]=d[0].replace(/^ /,"");try{DeleteCookie(d[0])}catch(h){}}}}return false}function LoadArea(){var g=document.getElementsByClassName("textarea");for(var d=0;d<g.length;d++){var a=g[d].parentNode.getAttribute("id");var c="";try{if(localStorage){c=localStorage.getItem(a)}else{c=GetCookie(a)}if(c){g[d].textContent=c}}catch(f){}}}if(window.addEventListener){window.addEventListener("load",LoadArea,false)};
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