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Préface
La résistance des matériaux est la référence fondamentale de l’ingénieur-constructeur. À partir d’une analyse des modes de fonctionnement de la structure, elle propose divers modèles qui permettront, connaissant les charges appliquées et les propriétés de matériaux, de déterminer les efforts dans la structure puis de vérifier un certain nombre de critères de dimensionnement.
Louis Navier attribuait à Galilée les premières tentatives faites pour calculer la résistance des structures aux efforts qui tendent à les rompre et mentionnait également les travaux de Daniel Bernoulli, Leonhard Euler, Joseph-Louis de Lagrange, Charles-Augustin Coulomb. Mais il considérait que beaucoup de ces recherches avaient été plus utiles au progrès des sciences mathématiques qu’au perfectionnement de l’art des constructions(1).
À cette époque, où l’on opposait volontiers l’ingénieur-savant et l’ingénieur-constructeur, la plupart des praticiens déterminaient les dimensions des constructions d’après les usages établis. Mais déjà, il était reconnu qu’il est parfois nécessaire de sortir de ce cadre. Ce qui n’est possible qu’en se basant sur des théories sanctionnées par l’expérience… Paul Séjourné qui a appliqué la théorie de l’élasticité au calcul des voûtes en maçonnerie soulignait les limites de son approche mais justifiait son utilisation en constatant que les nombreux ouvrages ainsi dimensionnés avaient donné satisfaction(2).
Pour l’essentiel, les bases de la résistance des matériaux, ainsi que de la théorie de l’élasticité, ont été établies au XIXe siècle et pourraient apparaître aujourd’hui comme un ensemble immuable. Pourtant le XXe siècle a vu quelques avancées significatives notamment sur la théorie des poutres puis des pièces longues en voiles minces (Stephen Timoshenko et Vasiliĭ Zakharovich Vlassov) à laquelle il faudrait encore ajouter la théorie dite avancée des poutres prenant en compte le gauchissement dû à l’effort tranchant…
La résistance des matériaux n’est donc pas encore une langue morte.
Mais aujourd’hui comme hier, l’évolution des pratiques doit être sanctionnée par l’expérience. Les meilleurs professionnels sont unanimes pour considérer qu’un bon modèle est un modèle dont on connait le résultat avant de l’avoir utilisé. Cette connaissance des ordres de grandeur s’acquiert bien entendu par l’usage des outils logiciels les plus avancés mais surtout en confrontant leurs résultats à ceux des modèles simplifiés proposés par la résistance des matériaux et validés par l’expérience. La juste compréhension suppose une pratique approfondie des modèles élémentaires. C’est ce que propose cet ouvrage.
Issu des nombreuses années de pratiques et d’enseignement de Jean-Armand Calgaro et de Daniel Lecointre à l’ENPC et au CHEC, le présent ouvrage reprend les grands principes et les grandes théories de la résistance des matériaux pour une meilleure appropriation des concepts, certains sujets ayant été particulièrement approfondis :
	la torsion non uniforme ou gênée et, notamment l’utilisation de la méthode des matrices de transfert pour la résolution de ce problème ;

	l’analyse en ossature plissée ;

	l’étude des dalles minces et la méthode de Guyon-Massonnet ;

	l’introduction à l’étude de la stabilité des structures élastiques ;

	les poutres courbes chargées perpendiculairement à leur plan.


Il ne s’agit ni d’un formulaire ni d’un ultime traité sur la résistance des matériaux mais bien d’un guide visant à expliquer les phénomènes pris en compte.
Destiné non seulement aux élèves des meilleures formations mais aussi à tous les ingénieurs-constructeurs ou techniciens de bureau d’études, il saura les accompagner dans le processus de conception des ouvrages et d’analyse critique des modèles utilisés.
Afin que la résistance des matériaux reste pour longtemps une langue vivante.
Dominique Vié
Directeur du CHEC
(Centre des Hautes Études de la Construction)
(1) Résumé des leçons données à l’École nationale des Ponts et Chaussées - Application de la Mécanique à l’établissement des Constructions et des Machines 1re partie par Claude-Louis-Marie-Henri Navier, membre de l’Institut, ingénieur en chef des Ponts et Chaussées – éd. Carillian-Gœuvry, 1833.
(2) « Comment, aujourd’hui, on projette et on construit les grandes voûtes en maçonnerie ». Paul Séjourné, membre de l’Institut, inspecteur général des Ponts et Chaussées – Annales des Ponts et Chaussées, 1931.

Avant-propos
Tous les corps solides présentent, à des degrés divers, des propriétés de résistance et de rigidité, c’est-à-dire peuvent, dans un domaine limité, réagir à l’application d’actions extérieures sans entraîner une rupture ou une variation sensible de leurs dimensions géométriques.
La résistance des matériaux étudie la résistance et la rigidité des constructions (au sens large). Son application repose sur les lois et les théorèmes de la mécanique générale, et, en premier lieu, sur les lois de la statique. Elle fournit des modèles de comportement simplifiés pour des corps déformables sans qu’il y ait des mouvements d’ensemble de ces corps et permet, ainsi, de calculer les efforts internes et les contraintes dans les éléments structuraux courants (poutres, dalles, coques). Par exemple, le fonctionnement d’un tablier de pont est d’abord globalement étudié dans le sens longitudinal selon un modèle de poutre en considérant que les sections transversales sont rigoureusement indéformables, puis on considère son comportement dans le sens transversal en tenant compte de la déformabilité des sections, pour apprécier le caractère tridimensionnel de ce fonctionnement.
Cette discipline peut être considérée comme une section de la mécanique, en général, appelée mécanique des corps solides déformables qui inclut, en particulier, la théorie de l’élasticité dont les notions de base sont condensées dans le premier chapitre de ce livre. Elle repose sur un certain nombre d’hypothèses et d’approximations que l’on oublie parfois, ou dont on sous-estime l’importance, lorsque l’on s’en écarte tant soit peu.
Il existe de nombreux traités de résistance des matériaux. Le présent ouvrage n’est pas un traité supplémentaire : il est un cours traitant du fonctionnement des principaux éléments structuraux rencontrés dans les structures de génie civil. La pratique de la voile dans les écoles destinées à former des officiers dont la marine à besoin répond aux besoins essentiels, pour les élèves, de formation maritime, d’apprentissage du milieu marin et d’une manière générale d’acquisition du sens marin. De même, la résistance des matériaux permet d’acquérir le « pied marin » dans le domaine de la construction. En effet, l’évaluation de la solidité des ouvrages complexes nécessite le recours à des logiciels de calcul numérique, mais encore faut-il être capable d’en interpréter les résultats. Il s’agit donc d’acquérir le « sens de l’ingénieur » pour comprendre comment se développent et transitent les efforts et les contraintes dans une structure. Et les ingénieurs et les techniciens doivent acquérir le sens des ordres de grandeur. C’est le but de la résistance des matériaux, une sorte de gymnastique intellectuelle.
Ce livre reprend, avec quelques extensions, un cours professé dans différentes écoles, mais principalement au CHEC (Centre des hautes études de la construction). Il permet d’effectuer des calculs sur la base de modèles simplifiés, mais il ne couvre qu’une petite partie de l’ensemble des techniques auxquelles on doit recourir selon la complexité des cas à traiter. En particulier, la dynamique ou le calcul post-élastique des structures ne sont pas traités. De même, les structures en forme de coques nécessitent des modèles de calcul qui ne sont pas abordés. Cependant, il détaille la naissance des contraintes dans les poutres sous divers modes de sollicitation (effort normal, effort tranchant, torsion) qui supposent un comportement élastique linéaire des matériaux. Un chapitre propose une synthèses des diverses méthodes, dont certaines historiques par lesquelles le calcul des dalles et des plaques a été développé, méthodes qui sont encore utilisées dans les cas ne nécessitant pas un calcul aux éléments finis. Pour les structures à barres ou à poutres, planes ou tridimensionnelles, les méthodes dites des forces et des déplacements sont décrites : elles sont utilisables manuellement dans les cas simples, notamment pour le calcul des poutres droites à travées multiples. Les phénomènes d’instabilité élastique sont abordés par des méthodes relativement originales, mais un traité complet pourrait leur être consacré. Enfin, un dernier chapitre a pour but de montrer la complexité du comportement des structures spatiales en s’appuyant sur l’exemple simple d’une poutre plane et courbe, chargée perpendiculairement à son plan.
Les auteurs espèrent que ce livre, plus original dans sa présentation que dans son contenu, se révélera utile pour la formation des élèves ingénieurs et techniciens dans le domaine du BTP, mais également pour les ingénieurs confirmés qui souhaitent mettre à jour quelques connaissances élémentaires sur le fonctionnement des structures.
Jean-Armand Calgaro et Daniel Lecointre
À propos des auteurs
Jean-Armand Calgaro est polytechnicien et ingénieur des Ponts et Chaussées. Il est expert en conception et construction de ponts et, plus généralement, pour les questions techniques relatives aux ouvrages de génie civil. Il a été professeur de Résistance des Matériaux et de calcul et conception des ponts, notamment à l’ENPC (École nationale des Ponts et Chaussées) et au CHEC (Centre des hautes études de la construction), ancien président du Comité technique 250 (Eurocodes) du CEN (Comité européen de normalisation) et de la Commission française de coordination des Eurocodes (AFNOR).
Daniel Lecointre est ingénieur des Arts et Métiers et diplômé du CHEC. Il est professeur à l’ENPC et au CHEC. Il est également consultant, spécialiste des structures.


Chapitre 1
Notions élémentaires sur la théorie de l’élasticité
1.1Hypothèses
La théorie de l’élasticité constitue un recours précieux pour résoudre certains problèmes que la résistance des matériaux est impuissante à traiter. Cependant, cette théorie repose sur des hypothèses simplificatrices qui en limitent la portée. Ces hypothèses sont détaillées dans les paragraphes suivants.

1.1.1Homogénéité et continuité de la matière
L’hypothèse d’homogénéité et de continuité de la matière consiste à admettre que les propriétés physiques et mécaniques varient de façon continue (au sens mathématique du terme) d’un point à l’autre d’un milieu considéré.
En réalité, les matériaux employés dans les constructions se présentent comme un assemblage d’éléments de divers aspects, différemment orientés, tels qu’agrégats dans le béton, ou cristaux dans l’acier. Mais si l’on considère que ces éléments sont petits par rapport aux dimensions des pièces (et ceci est vrai surtout pour l’acier dont 1 cm3 contient plus de 100 000 cristaux), on peut admettre que l’homogénéité de la matière est une hypothèse justifiée.


1.1.2Isotropie de la matière
Le fait que les éléments constitutifs d’un corps aient une orientation quelconque nous conduit à admettre aussi comme suffisamment exacte l’hypothèse de l’isotropie.
Néanmoins, lorsque, à la suite de traitements industriels tels que le laminage, par exemple, les propriétés élastiques diffèrent suivant la direction envisagée, le corps est anisotrope. Le bois fournit aussi un exemple d’anisotropie car son coefficient d’élasticité mesuré transversalement aux fibres est beaucoup plus faible que celui qui est mesuré dans le sens des fibres.


1.1.3Élasticité de la matière
La théorie suppose que la matière est parfaitement élastique, c’est-à-dire qu’entre la contrainte et la déformation d’un élément quelconque, existe une relation biunivoque, représentable par une droite passant par l’origine. On sait que cette hypothèse n’est que partiellement confirmée par l’expérience, quant à la linéarité de la relation, et même à sa réversibilité. La théorie de l’élasticité néglige en effet tous les phénomènes de plasticité, dont l’importance est cependant très grande.


1.1.4Continuité et petitesse des déformations
L’hypothèse de continuité des déformations consiste à admettre que deux points d’un milieu infiniment voisins avant transformation le restent après transformation : ainsi sont exclus certains phénomènes tels, par exemple, le glissement ou la cavitation.
Les formules explicitées au paragraphe suivant, et qui relient les composantes de la déformation à celles du déplacement d’un point, supposent en effet que les déformations sont des infiniment petits du premier ordre, et négligent tous les infiniment petits d’ordre supérieur au premier.
En pratique, les déformations des matériaux couramment utilisés sont de l’ordre de 10–3 (fig. 1.1) et, dans les calculs, les termes du second ordre, c’est-à-dire en 10–6, sont négligés : l’erreur relative ainsi commise est également de l’ordre de 10–3, et il serait vain de donner un résultat avec plus de trois chiffres significatifs – par contre, les calculs aboutissant à un tel résultat doivent être conduits avec un plus grand nombre de chiffres significatifs.
[image: ]Fig. 1.1. Illustration des petites déformations

Enfin, la théorie de l’élasticité ne s’applique pas aux grandes déformations de matériaux très déformables, tels le caoutchouc, même dans l’hypothèse d’une proportionnalité parfaite des efforts aux déformations.



1.2Étude géométrique des déformations d’un milieu continu
On considère un milieu continu, rapporté à un repère fixe par rapport auquel il n’a pas de mouvement d’ensemble. Il est déformé par un système d’efforts ou de pressions extérieurs.

1.2.1Notion de vecteur déformation
Pour la simplicité de l’exposé, mais sans nuire à sa généralité, les développements qui suivent sont basés sur l’emploi de coordonnées cartésiennes notées x1, x2, x3. Soit Mx1, x2, x3 un point matériel du milieu avant déformation. Après déformation, il occupe, dans l’espace, la position M′x′1, x′2, x′3 (fig. 1.2). On appelle vecteur déformation le vecteur :
ξ→=MM′→
[image: ]Fig. 1.2. Vecteur-déformation

La déformation du milieu est donc connue si l’on connaît les fonctions représentatives des composantes de ce vecteur :
ξ→x1,x2,x3=u1u2u3=u1x1, x2, x3u2x1, x2, x3u3x1, x2, x3
Ces fonctions sont supposées indépendantes du temps.


1.2.2Notion de tenseur de déformation
On considère (fig. 1.3) un vecteur élémentaire dl→=MP→ construit à partir du point Mx1, x2, x3 avant déformation du milieu, de composantes :
dl→dx1, dx2, dx3
Après déformation, M se déplace en M′ et P en P′ et on pose dl′→=M′P′→.
PP′→=ξ→+dξ→  dl′→=dl→+dξ→
[image: ]Fig. 1.3. Déformation élémentaire

Cette dernière relation vectorielle peut être décrite sous forme matricielle, en introduisant les vecteurs colonnes dl et dl′. En explicitant (dl′), il vient :
dl′=dl+dξ=dx1dx2dx3+du1du2du3
Mais, du1=∂u1∂x1dx1+∂u1∂x2dx2+∂u1∂x3dx3 et la différenciation des autres composantes (u2 et u3) se fait de la même manière. On introduit la matrice :
u=∂u1∂x1∂u1∂x2∂u1∂x3∂u2∂x1∂u2∂x2∂u2∂x3∂u3∂x1∂u3∂x2∂u3∂x3
Elle peut s’écrire :
dξ=u⋅dl
Ainsi :
dl′=dl+u⋅dl=I+u⋅dl
en notant I la matrice unité d’ordre 3.
L’appréciation physique de la déformation d’un milieu passe par l’examen de la variation de la distance séparant deux points très rapprochés. Ainsi la longueur du segment M′P′ est telle que :
dl′2=dl′t⋅dl′
Soit :
dl′2=dlt⋅I+ut⋅I+u⋅dl=dlt⋅I+u+ut+utu⋅dl=dlt⋅I+2ε⋅dl
Dans cette expression, la matrice ε=12u+ut+utu est la matrice représentative d’un tenseur, appelé tenseur des déformations. Son terme générique est le suivant :
	εij=12∂ui∂xj+∂uj∂xi+∑k∂uk∂xi⋅∂uk∂xj	(1.1)
Pratiquement, dans la quasi-totalité des cas envisagés, les déformations sont très petites. Ceci n’implique pas nécessairement que les déplacements le soient également ; ainsi, dans une barre mince en forte flexion, les déplacements dans l’espace peuvent être notables, mais les allongements et les contractions de la barre restent faibles. Ceci autorise à négliger, dans l’expression de εij, les termes du second ordre. On retient donc :
	εij=12∂ui∂xj+∂uj∂xi	(1.2)
et on note que la matrice représentative du tenseur de déformation est symétrique puisque εij=εji.


1.2.3Caractérisation de la déformation d’un milieu continu
Considérons, avant déformation, deux vecteurs dli→ et dlj→ notés, en écriture matricielle, dli et dlj. Après déformation, ils deviennent deux vecteurs dl′i et dl′j dont on calcule le produit scalaire :
dl′i→⋅dl′j→=dl′it⋅dl′j=dlitI+ut⋅I+udlj=dlitI+2ε⋅dlj
On considère, dans un premier temps, que :
dli→=dlj→=dl⋅i→
i→ étant le vecteur unitaire de l’axe Ox1. En développant la précédente relation, on obtient :
dl′i→⋅dl′j→=dl′2=1+2ε11dl2
Donc :
dl′≅1+ε11dl ou ε11=dl′−dldl
Ce calcul peut être fait de la même manière pour des vecteurs élémentaires portés par les deux autres axes. On constate donc que les termes ε11, ε22, ε33 représentent l’allongement relatif des fibres de direction parallèle aux axes Mx1, Mx2, Mx3.
La matrice représentative du tenseur des déformations étant symétrique (εij=εji), elle est diagonalisable. Ses valeurs propres et ses vecteurs propres sont réels. Il existe donc, en tout point M, un repère spécifique orthogonal dont les axes portent les vecteurs propres. Alors, dans ce repère, la matrice représentative du tenseur des contraintes prend la forme :
ε=ε1000ε2000ε3
et l’on peut décrire la déformation du milieu comme la composition de trois allongements relatifs indépendants suivant ses trois axes (fig. 1.4).
[image: ]Fig. 1.4. Déformation d’un cube élémentaire dans les axes principaux de déformation

La déformation d’un élément de volume de côtés dx1, dx2, et dx3 est :
δdV=dx′1 dx′2 dx′3−dx1dx2dx3=1+ε11+ε21+ε3dV−dV≅ε1+ε2+ε3dV
Ainsi,
δdVdV≅ε1+ε2+ε3
Cette quantité s’appelle la trace de la matrice ε. C’est un invariant dans tout changement de repère orthogonal, de sorte que l’on peut écrire, plus généralement :
	δdVdV≅ε1+ε2+ε3=ε11+ε22+ε33	(1.3)
On considère alors deux vecteurs élémentaires perpendiculaires, par exemple, dli→=dl1→ et dlj→=dl2→ avec  dl1→=dl2→=dl ; les vecteurs dl1→ et dl2→ étant portés par les axes Mx1 et Mx2.
Avant déformation du milieu, leur produit scalaire est nul. Considérons maintenant le produit scalaire des vecteurs dl′1→ et dl′2→ après déformation.
dl′1→⋅dl′2→=dl1tI+2εdl2=2ε12dl2
On constate que les deux vecteurs déformés dl′1→ et dl′2→ ne sont plus perpendiculaires. Ils font un angle, proche de π/2, que nous notons (π/2−γ) et l’angle γ est appelé angle de distorsion. Ainsi :
dl′1→⋅dl′2→≅sinγ⋅ dl2=2ε12dl2=γ⋅ dl2
et
	ε12≅γ2	(1.4)
Ce calcul se développe de la même manière en considérant des vecteurs portés par un autre couple d’axes du repère (Mx1, Mx2, Mx3). Il montre donc que les termes εij avec i≠j sont égaux à la moitié des angles de distorsion des fibres portées par les vecteurs i→ et j→ au cours de la déformation (fig. 1.5).
[image: ]Fig. 1.5. Interprétation géométrique des coefficients εij



1.2.4Équations de compatibilité des déformations
Il résulte des développements précédents que la déformation d’un milieu continu est connue dès lors que l’on connaît en tout point le tenseur des déformations, c’est-à-dire les six fonctions représentant les éléments de ce tenseur.
Dans la pratique, de nombreux problèmes de mécanique des milieux continus sont résolus en se donnant, a priori, six fonctions pour représenter le tenseur des déformations. Mais ces six fonctions ne peuvent pas être choisies arbitrairement : elles doivent satisfaire à six conditions d’intégrabilité (également appelées équations de compatibilité) que l’on obtient en exprimant que les composantes du vecteur déformation sont des différentielles totales exactes. Ces six équations de compatibilité prennent la forme générale suivante :
∀i, j, k=1, 2, 3
	∂2εkk∂xi∂xj=∂∂xk∂εkj∂xi+∂εki∂xj−∂εij∂xk	(1.5)
ou, sous forme développée :
∂2εxx∂y∂z=∂∂x−∂εyz∂x+∂εxz∂y−∂εxy∂z∂2εyy∂x∂z=∂∂y−∂εxz∂y+∂εxy∂z−∂εyz∂x∂2εzz∂x∂y=∂∂z−∂εxy∂z+∂εyz∂x−∂εxz∂y  2∂2εyz∂y∂z=∂2εzz∂y2+∂2εyy∂z22∂2εxz∂x∂z=∂2εxx∂z2+∂2εzz∂x22∂2εxy∂x∂y=∂2εyy∂x2+∂2εxx∂y2


1.2.5Expressions dans divers systèmes de coordonnées
1.2.5.1Coordonnées cartésiennes
	Composantes de ξ→ : ux, uy, uz.

	Tenseur de déformation :


ε=εxxεxyεxzεyxεyyεyzεzxεzyεzz
εxx=∂ux∂x
εyy=∂uy∂y
εzz=∂uz∂z
εxy=εyx=12∂ux∂y+∂uy∂x
εxz=εzx=12∂ux∂z+∂uz∂x
εyz=εzy=12∂uy∂z+∂uz∂y


1.2.5.2Coordonnées cylindriques
La figure 1.6 présente les coordonnées cylindriques :
[image: ]Fig. 1.6. Coordonnées cylindriques

	Composantes de ξ→ : ur, uθ, uz.

	Tenseur de déformation :


ε=εrrεrθεrzεθrεθθεθzεzrεzθεzz
εrr=∂ur∂r
εθθ=1r⋅∂uθ∂θ+urr
εzz=∂uz∂z
εrθ=εθr=12∂uθ∂r−uθr+1r⋅∂ur∂θ
εrz=εzr=12∂ur∂z+∂uz∂r
εθz=εzθ=121r⋅∂uz∂θ+∂uθ∂z


1.2.5.3Coordonnées sphériques
La figure 1.7 présente les coordonnées sphériques :
[image: ]Fig. 1.7. Coordonnées sphériques

	Composantes de ξ→ : ur, uθ, uφ.

	Tenseur de déformation :


ε=εrrεrθεrφεθrεθθεθφεφrεφθεφφ
εrr=∂ur∂r
εθθ=1rsinφ⋅∂uθ∂θ+uφrcotanφ+urr
εφφ=1r⋅∂uφ∂φ+urr
εrθ=εθr=12∂uθ∂r−uθr+1rsinφ⋅∂ur∂θ
εrφ=εφr=12∂uφ∂z+1r⋅∂ur∂φ−uφr
εθφ=εφθ=12r∂uθ∂φ−uθcotanφ




1.3Analyse des contraintes
1.3.1Notion de contrainte
Étant donné un milieu continu « coupé » par un plan (P) (fig. 1.8), on considère un élément de surface dS contenu dans (P) et appartenant à l’une des régions isolées par (P), appelé « Facette ». On note dF→ la force exercée par l’autre région sur la surface dS.
[image: ]Fig. 1.8. Contrainte sur une facette

On appelle contrainte au point M contenu dans dS la grandeur suivante, homogène à une pression :
σ→=limdS→0dFdS→
Cette définition suppose que l’on fasse tendre dS vers 0 de façon à toujours contenir le point M. La surface élémentaire dS, une fois identifiée par son vecteur normal extérieur n→ (ce qui fixe la région à laquelle elle appartient), est appelée, comme indiqué précédemment, facette.
Il est d’usage de compter positivement la projection de la force dF→ suivant le vecteur normal n→ à la facette lorsque cette projection a le même sens que n→. Ceci fixe la convention de signe générale de la mécanique des milieux continus, qui peut être différente de celle adoptée en résistance des matériaux : les contraintes normales aux facettes sont comptées positivement lorsqu’elles correspondent physiquement à une traction.


1.3.2Tenseur des contraintes
On démontre qu’en tout point d’un milieu continu, l’état des contraintes peut être caractérisé par la donnée des six composantes d’un tenseur symétrique d’ordre 2, représenté par une matrice symétrique 3×3. Cette matrice est notée T et ses éléments, dans le repère (Mx1, Mx2, Mx3), sont notés T=σij (fig. 1.9).
[image: ]Fig. 1.9. Représentation géométrique des contraintes sur les faces d’un cube élémentaire (coordonnées cartésiennes)

La démonstration repose sur l’expression des équations d’équilibre en moments, autour de trois axes perpendiculaires, d’un prisme élémentaire parallélépipédique soumis, sur ses faces, au système des contraintes σij. Sur chaque face s’exerce une contrainte vectorielle que l’on décompose en une contrainte normale (perpendiculaire à la face) et une contrainte de cisaillement (projetée suivant deux axes perpendiculaires contenus dans le plan de la face considérée).
La symétrie du tenseur des contraintes peut être illustrée comme sur la figure 1.10 : soient deux éléments de surface rectangulaires qui se coupent suivant une droite d ; les composantes normales à la direction d des contraintes tangentielles sur ces surfaces sont d’égale grandeur et sont dirigées toutes deux vers la droite ou bien toutes deux en sens inverse.
[image: ]Fig. 1.10. Illustration de la symétrie du tenseur des contraintes



1.3.3Calcul de la contrainte sur une facette
Une facette étant définie par son vecteur unitaire normal n→, la contrainte exercée sur cette facette a pour expression, en écriture matricielle :
	σ=T⋅n	(1.6)
σ et n sont les matrices-colonnes des composantes des vecteurs σ→ et n→. La précédente écriture respecte implicitement la convention de signe décrite dans le § 1.3.1.


1.3.4Directions principales des contraintes
Étant symétrique, la matrice T représentative du tenseur des contraintes est diagonalisable, à vecteurs et valeurs propres réels. Au point considéré, il existe donc un repère orthogonal dont les axes sont portés par les vecteurs propres, dans lequel elle prend une forme diagonale. Les éléments de cette diagonale sont appelés contraintes principales au point considéré.


1.3.5Équations d’équilibre d’un milieu continu
Les équations d’équilibre d’un milieu continu peuvent être établies de diverses manières. La méthode la plus naturelle consiste à écrire l’équilibre d’un volume élémentaire, construit à partir du point considéré du milieu continu, sous l’effet des forces appliquées sur ses différentes faces et, éventuellement, d’une force volumique égale à f→dV (fig. 1.11).
[image: ]Fig. 1.11. Représentation des forces sur les faces d’un cube élémentaire, de direction Ox1 (coordonnées cartésiennes)

La densité de force f→ est définie par ses composantes f1, f2, f3 en coordonnées cartésiennes et fr, fθ, fz en coordonnées cylindriques.

1.3.5.1Expression en coordonnées cartésiennes
La figure 1.12 présente les coordonnées cartésiennes :
[image: ]Fig. 1.12. Prisme élémentaire en coordonnées cartésiennes

∂σxx∂x+∂σxy∂y+∂σxz∂z+fx=0
∂σyx∂x+∂σyy∂y+∂σyz∂z+fy=0
∂σzx∂x+∂σzy∂y+∂σzz∂z+fz=0


1.3.5.2Expression en coordonnées cylindriques
La figure 1.13 présente les coordonnées cylindriques :
[image: ]Fig. 1.13. Prisme élémentaire en coordonnées cylindriques

∂σrr∂r+1r⋅∂σrθ∂θ+∂σrz∂z+σrr−σθθr+fr=0
∂σrθ∂r+1r⋅∂σθθδθ+∂σθz∂z+2σrθr+fθ=0
∂σrz∂r+1r⋅∂σθz∂θ+∂σzz∂z+σrzr+fz=0
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