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logique pratique

Ce premier chapitre ne contient pas d'énoncés

mathématiques à proprement parler.

Il porte sur les mathématiques en général,

sur des questions de langage

et sur l'art de raisonner.





ORGANISATION DE L'ÉDIFICE 1 MATHÉMATIQUE

♦Les mathématiciens appellent théorèmes les vérités qui ont été découvertes.

 

EXEMPLE C'est un théorème que "la somme des angles d'un triangle vaut 180°".

 

Un corollaire d'un théorème "T" est un autre théorème, qui découle immédiatement - ou presque - de "T".

EXEMPLE "Dans un triangle rectangle la somme des angles autres que l'angle droit vaut 90°" est un corollaire du théorème précédent.

 

Un théorème n'est une vérité établie que s'il est démontré, de manière parfaitement convaincante, à partir de vérités elles-mêmes déjà établies. Comme il faut bien partir de vérités premières, indémontrables de par ce caractère même, on commence par en admettre quelques-unes, que l'on appelle des axiomes.

 

♦Axiomes et théorèmes portent sur ce qu'il est convenu d'appeler des objets mathématiques : nombres, figures, fonctions, ensembles, etc.

 

La définition d'une notion, d'un objet mathématique, dit ce qu'il est : elle dit quel sens donner au mot, ou à l'expression, qui désigne cet objet.

EXEMPLE "On appelle triangle rectangle un triangle dont un des angles est droit" est la définition du triangle rectangle.

 

Il convient de noter que le choix de la définition comporte une certaine part d'arbitraire : ce qui est définition dans ce livre peut être théorème dans un autre ouvrage ou dans un cours, et inversement. Pour définir une notion, on fait usage d'autres notions, déjà connues (triangle, angle droit, etc.). Si l'on remonte ainsi, de définitions en définitions, on aboutit aux notions premières, que l'on ne définit pas, mais sur les propriétés desquelles il y a accord (le point, la ligne, etc.). C'est souvent au moyen des axiomes que l'on établit cet accord.

 

EXEMPLE Un géomètre peut prendre pour axiome que "par deux points distincts, il passe une droite et une seule".

 

Notions premières et axiomes, définitions et théorèmes, offrent le spectacle des mathématiques en forme de théories.







2 L'ACTIVITE MATHEMATIQUE. LA DÉMONSTRATION

♦ Les problèmes qui se posent au mathématicien sont, en gros, de deux sortes : trouver et démontrer.

On peut avoir à trouver les solutions d'une équation, ou bien le sens de variation d'une fonction, ou encore une construction géométrique. Dans tous les cas, il convient de prouver que ce que l'on a trouvé répond à ce qui était attendu. Un algorithme est une démarche bien établie qu'il suffit de suivre mécaniquement pour trouver ce que l'on cherche ; par exemple, effectuer une multiplication sur des nombres décimaux comme on l'apprend à l'école [25]. Trouver requiert en général plus d'art, c'est-à-dire du savoir, de l'expérience, de la méthode et de l'imagination.

Démontrer consiste, en mathématiques, à prouver une vérité de façon irréfutable. Devant un problème de ce genre, il convient de repérer avec soin la conclusion (c'est-à-dire ce qu'il s'agit, très précisément, de prouver), en la distinguant des données et des hypothèses. Les données sont les objets sur lesquels porte le problème (telle fonction, une configuration, etc.) ; les hypothèses sont les suppositions que l'on fait à leur propos (par exemple, que tel triangle est isocèle). Au cours de la démonstration on ne doit faire appel qu'aux hypothèses du problème et aux connaissances acquises (définitions, théorèmes, axiomes).

Une vénérable tradition veut que la fin d'une démonstration soit marquée par la présence du sigle C.Q.F.D., initiales de "ce qu'il fallait démontrer". Pour les fins de recherches, certains auteurs emploient C.Q.F.T. ("ce qu'il fallait trouver").

 

♦ On a parfois avantage à pratiquer, au lieu d'une démonstration directe, une démonstration par l'absurde. Cela consiste à supposer fausse la conclusion, et à montrer que, de cette supposition, on peut tirer une conséquence en contradiction avec une des hypothèses du problème.

EXEMPLE On donne un nombre entier naturel n. On suppose que n2 est impair. On veut démontrer que n est lui aussi impair.

Supposons que n soit pair. On aurait n = 2p, d'où n2 = (2p)2 = 4p2 = 2(2p2) : n2 serait pair, ce qui contredit l'hypothèse. Donc n est impair.

 

♦ Il arrive qu'un énoncé contienne un entier naturel n quelconque, et que l'on ait à démontrer qu'il est vrai pour tout n à partir d'un certain rang n0. On a souvent avantage à procéder à une démonstration par récurrence. Pour ce faire :


1 Prouver que l'énoncé est vrai pour n= n0.

2 Démontrer que, s'il est vrai pour un rang quelconque, supérieur ou égal à n0 ("hypothèse de récurrence"), alors il l'est au rang suivant.



 

EXEMPLE
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L'égalité est bien vraie pour tout n supérieur ou égal à 1.

Une variante de la méthode consiste à effectuer comme suit la deuxième étape : on démontre que si l'énoncé est vrai à tous les rangs jusqu'à k (et pas seulement au rang k), alors il l'est au rang k+ 1.







3 LES PROPOSITIONS. NEGATION, DISJONCTION, CONJONCTION

♦ Une proposition est un énoncé susceptible d'être vrai ou faux.

EXEMPLE "Le milieu d'un segment est équidistant de ses extrémités", "tout triangle est isocèle", "x= 2" sont des propositions ; pour le troisième exemple on notera que le signe "=" remplace "égale" qui est un verbe (sujet : x).

Le mot "proposition" n'est pas employé en logique dans le même sens qu'en grammaire : ici "x est-il positif ?" n'est pas une proposition ; en revanche "si un triangle est équilatéral, il est isocèle" en est une, bien qu'on y rencontre plus d'un verbe.

 

♦ Si A et B sont des propositions, (A ou B) en est une, ainsi que (A et B) : (A ou B) est la disjonction de A et de B; (A et B) est leur conjonction.

EXEMPLE Si A= "x est pair" et si B= "x est impair", (A ou B) est la proposition "x est pair ou x est impair", couramment écrite "x est pair ou impair [ou les deux]" ; (A et B) est la proposition "x est pair et x est impair", soit encore "x est [à la fois] pair et impair".




On a :

A ou (B ou C) = (A ou B) ou C

A et (B et C) =(A et B) et C

A ou (B et C) (A ou B) et (A ou C)

A et (B ou C) =(A et B) ou (A et C).

♦La proposition qui dit le contraire de ce que dit une proposition A est appelée négation de A. On l'appelle aussi "contraire de A". Notation: A, ou A  (lire "non A").



 

EXEMPLE Si A est "le triangle PQR est isocèle",A  est "le triangle PQR n'est pas isocèle". ".

EXEMPLE Si B= "toute droite est parallèle à Δ", on a B  = "toute droite n'est pas parallèle à Δ", ou encore B  = "il y a des droites qui ne sont pas parallèles à Δ". On remarquera que B  n'est pas "aucune droite n'est parallèle à Δ".




On a :
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est la négation de la négation de A)
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EXEMPLE Le contraire de "x= 1 et x= 2" est "x≠ 1 ou x≠ 2" ; celui de "x est pair ou impair" est "x n'est pas pair et x n'est pas impair", soit encore "x n'est ni pair ni impair".


Exercice

Donner la négation des phrases suivantes pour x réel.


a x ≥ 2

b x = 2 et x ≠ 3

c ≥ 5s 3 ou x ≤ - 2











PARTICULARITÉS LE LANGAGE

♦Certains vocables d'usage courant en mathématiques prennent un sens quelque peu particulier.

Inférieur (notation : ≤) signifie "inférieur ou égal" ; a < b doit se lire "a est strictement inférieur à b". Telle est la convention actuellement en vigueur (pas suffisamment respectée).

Un signifie souvent "un au moins", notamment dans la formulation "il existe un ... tel que...". Si la précision s'impose, on dit donc "un exactement", ou "un et un seul".

Ou est inclusif : "n est entier ou n est positif' sous-entend "ou les deux à la fois"; le "ou" exclusif se traduit en général par "soit ... soit...".

 

Dire que deux choses sont égales, c'est dire qu'il s'agit de la même, sous deux appellations différentes; le contraire de "égal" est "distinct". Ainsi ne devrait-on pas dire que les segments [AB] et [CD] ci-dessous sont égaux ([AB] = [CD]), mais seulement qu'ils sont "isométriques". Ce sont leurs longueurs qui sont égales : AB = CD.
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FIGURE 1

Segments isométriques




De trois objets X, Y et Z on dit qu'ils sont distincts lorsqu'ils ne sont pas tous les trois confondus, autrement dit lorsque l'on n'a pas X= Y= Z; c'est le cas, entre autres, si l'on a X ≠ Y et Y≠Z. C'est le cas, a fortiori, si l'on a X≠ Y et X ≠ Z et Y ≠ Z; on dit alors que X, Y et Z sont "deux à deux distincts". Ainsi trois objets deux à deux distincts sont-ils nécessairement distincts, alors que la réciproque est fausse : trois objets peuvent être distincts sans l'être deux à deux. Tout ceci s'étend à plus de trois objets. Pour deux objets il n'y a pas de différence entre être distincts et être deux à deux distincts.

 

Le mot "équivalence" a divers sens, tous bien codifiés [5].

Prendre un nombre quelconque ne consiste pas à choisir un nombre particulier au hasard, par exemple 517, mais à introduire une indéterminée, autrement dit un nombre désigné par une lettre. De même un point quelconque n'est pas tel ou tel point que l'on pourrait sélectionner de manière bien définie dans une configuration donnée : c'est un point M qui doit pouvoir être n'importe lequel. À partir du moment où on lui impose d'être confondu avec tel point A préalablement donné, M n'est plus quelconque (ou du moins ne l'est-il plus autant).







L'IMPLICATION ET L'ÉQUIVALENCE

♦ Une implication est un énoncé du type "si A, alors B", où A et B sont des propositions.

Notation : A ⇒ B (lire "si A, [alors] B", ou "A implique B", ou "A entraîne B").

 

EXEMPLE Si x est égal à 3, alors x2 est égal à 9.

Une implication, prise globalement, est elle-même une proposition : celle de l'exemple précédent est vraie.

Dans l'implication A ⇒ B, A est l'antécédent et B le conséquent. Au lieu d'"antécédent" on peut dire "hypothèse". A ⇒ (B ⇒ C) est une implication dont l'antécédent est A et dont le conséquent est la proposition B ⇒ C Comme (A ⇒ B) ⇒ C'est une autre implication (d'antécédent A ⇒ B et de conséquent C), l'emploi des parenthèses est nécessaire : l'écriture A ⇒ B ⇒ C, telle quelle, n'a pas de sens.

 

♦ Si l'on a A ⇒ B et B ⇒ C, alors on a A ⇒ C.

Au lieu de "A ⇒ B et B ⇒ C" on peut écrire :


A ⇒ B

⇒ C

ou encore : A

⇒ B

⇒ C.



 

Cette disposition est d'usage courant pour enchaîner des égalités (ou des inégalités) que l'on transforme.

 

♦ On obtient la réciproque d'une implication en échangeant l'antécédent et le conséquent : la réciproque de A ⇒ B est B ⇒ A. Quand une implication est vraie, sa réciproque ne l'est pas nécessairement.

EXEMPLE "Si x = 3, alors x2 = 9" est une proposition vraie, mais "si x2 = 9, alors x = 3" est une proposition fausse. En effet, lorsque x2 = 9, x peut être égal à - 3.

Contraire d'une implication : 
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EXEMPLE Le contraire de "x= 5 ⇒ y ≤ 0" est "x= 5 et y > 0".

La contraposée de A ⇒ B est B  ⇒ A . Une implication et sa contraposée disent la même chose sous des formes différentes.

EXEMPLE "Si x= 3, alors x2 = 9" a pour contraposée "si x2≠ 9, alors x ≠ 3".

 


♦ Une équivalence [logique] est une proposition constituée par la conjonction d'une implication et de sa réciproque : "A équivaut à B" signifie "(A ⇒ B) et (B ⇒ A)".

Notation: A ↔ B (lire "A équivaut à B").

EXEMPLE x > 0 ↔ - x < 0.

Quand il est vrai que A équivaut à B (ou plus brièvement : quand A équivaut à B), A et B disent la même chose à travers des formulations différentes.

 

Lorsque l'on a A <=> B et B ↔ C, on a aussi A ↔ C.

Comme pour les implications on peut employer la disposition : pour dire "A ↔ B et B ↔ C".


 

A ↔ B

↔ C



Et de même est-il exclu d'écrire A ↔ B ↔ C sans parenthèses.

 

♦ Il convient de connaître d'autres formulations de l'équivalence, et de savoir les analyser.

Ainsi est-il courant de dire "x > 0 si et seulement si - x<0", qui se décompose en "x > si -x < 0" et en "- x < si x > 0". "x > 0 si - x < 0" n'est autre que l'implication - x < 0 ⇒ x > 0. Quant à "x > 0 seulement si - x < 0", il ne faut y voir qu'une lourde tournure visant à exprimer la réciproque. Dans l'énoncé d'une définition, on abrège volontiers "si et seulement si" en "si".
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