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Al. Dov’é il cuore dell’aritmogeometria pitagorica?

L’aritmogeometria pitagorica si potrebbe anche denominare la “matematica dei sassi
perché si avvale di configurazioni di punti che possono essere realizzate materialmente con
tanti sassolini, cosi come potrebbe fare un bambino per gioco su una spiaggia.
Nella sua semplicita si colloca all'inizio di un cammino matematico: quasi un’infanzia del
sapere, dove genio e mistero si abbracciano, stimolandosi a vicenda e crescendo insieme
felicemente. In questa “Genesi” I'aritmogeometria € un piccolo paradiso terrestre dove i
numeri e le figure, sposandosi, hanno dato luogo a un matrimonio entusiasmante che
terminera solo con il conflitto insanabile tra I'immagine stessa del numero-figura e il figlio piu
bello di questa coppia:

il celeberrimo teorema di Pitagora.

Tra tutti i triangoli rettangoli felicemente ossequenti il sommo teorema, a iniziare dalla
terna di sassolini pit semplice e famosa (la terna 3, 4, 5), il triangolo disobbediente, il
traditore della scuola, I'ingrato, I'ineludibile, & stato proprio il piu bello, il figlio primogenito
del quadrato:

I” isoscele!!!

Tutti i libri presentano questo triangolo per mostrare I'incommensurabilita tra il cateto e

I'ipotenusa e, parallelamente, la non razionalita di V2.

Noi oggi vediamo i numeri fino a 10 nelle dita delle nostre mani, come fanno i bambini quando
ci mostrano i numeri due e tre (prima grande conquista), ma oltre il 10 la visione diretta del
numero lascia spazio alla sua concettualizzazione legata al sistema decimale, imparato alle
elementari, e all’uso delle cifre arabe.

Alle elementari i bambini hanno giocato con i diagrammi “a patata” (di Venn), mettendo
all'interno farfalle, caramelle e quantaltro, per dare l'idea di numero come classe di
equivalenza di insiemi equipotenti.

L'immagine si & fermata li!

il
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A mo’ di presentazione...

Ho finito di leggere il suo libro e mi sono divertito parecchio. Il suo punto di forza & che &
proprio godibile da leggere, perché e pieno zeppo di novita, & scritto in maniera informale, e
ogni tanto ci sono aneddoti curiosi. Si legge tutto in un fiato. Il valore del contenuto poi &
innegabile.

Giacomo Drago
Giovane neolaureato in Matematica

Ho potuto apprezzare lo stile di Paolo Toni durante le sue lezioni tenute ai ragazzi
partecipanti al Summer Math Camp che, come responsabile delle Olimpiadi di Matematica,
organizzo da qualche anno a Paderno del Grappa.

Una cosa straordinaria, favorita certo dalla motivazione dei ragazzi presenti ma dovuta
soprattutto allo stile “originale” di Paolo che sapeva trasformare ogni lezione in un’occasione
di confronto e dibattito fra i ragazzi.

Scoprire in questo libro i “segreti” per ottenere questa magia é stato illuminate e mi sta dando
un grande aiuto nel mio lavoro. In questo libro, infatti, Paolo mette a disposizione di tutti le
tecniche e le regole che lo hanno reso uno dei docenti migliori che io abbia visto in azione.
Peccato che non sono piti un giovane insegnante!

Mi sarebbe stato molto utile se avessi letto questo libro a inizio carriera; avrei evitato molti
errori che solo dopo la lettura delle indicazioni in esso contenute, soprattutto quelle finali, ho
capito di avere commesso con il mio stile “convenzionale”.

Ma ho ancora alcuni anni per diventare un buon professore seguendo questi preziosi consigli!
Son convinto che il libro di Paolo sara molto apprezzato da chi, avendo maturato una certa
esperienza, non potra che riconoscere la validita dei suoi suggerimenti e capira che molte
delle difficolta incontrate negli anni erano conseguenza di un cattivo approccio alla
matematica e con gli allievi. Mi auguro che i giovani insegnanti, diversamente da molti colleghi
che ho conosciuto e che rifiutavano il confronto con gli altri, sentano I'esigenza di “imparare”
ad insegnare e quindi siano interessati alla lettura di un libro che & una fonte di utili
suggerimenti. La collaborazione fra colleghi di matematica € molto importante, soprattutto
nel “passare” le esperienze ai pili giovani.

E quello che Paolo cerca di fare con il suo libro che, per questo, considero molto prezioso e
necessario.

Francesco Rizzotto
Insegnante di Matematica
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Ho un debito particolare verso il mio carissimo amico, dom Paolo Fassera, monaco
benedettino dell’Abbazia di Praglia, che per suo consiglio, per me & risuonato piu come un
ordine, mi ha spinto e convinto a scrivere questo lavoro.
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Gruppo Editoriale Italiano (GEI) per aver consentito di utilizzare in questo lavoro alcuni quesiti

del libro Scintille matematiche, pubblicato nel 2011.
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Ai miei genitori Giovanna e Angiolo
la cui bonta e generosita non riusciro a uguagliare





OEBPS/images/ebook_page_image_27746_14.jpg
P. Toni—Dov’é il cuore della matematica?

Dalle forme piane, rettangolare e triangolare, del numero 6 si scopre:
1x2x3=1+2+3

cioe che 6 € la somma dei suoi divisori: proprieta che lo qualifica come perfetto.

11 6 & il pit piccolo di una serie infinita di numeri perfetti.

Se andiamo su numeri pil grandi la rappresentazione “a patata” ci aiuta poco a identificarli.
Prendiamo il numero 25: rappresentato a patata si riconosce male, ma se lo rappresentate a
quadrato si riconosce subito!

Meglio cosi? o] Meglio cosi?

Questa immagine del numero 25 é stata mirabilmente utilizzata dal prof. Camillo Bortolato
nel suo strumento didattico per la scuola elementare dal nome La linea del mille dove illustra
un metodo analogico per I'apprendimento della matematica veramente brillante ed efficace.
Quando diciamo che 9 & un “quadrato” e 27 & un “cubo”, senza accorgercene manteniamo

viva questa tradizione pitagorica.

Del numero 32 oggi diciamo che ¢ la quinta potenza di 2 e non che & un ipercubo!
L’aritmogeometria pitagorica trova poco spazio nell'insegnamento, ma nella mia esperienza
ho visto che da contributi originali e non trascurabili con un approccio diverso, che
rappresenta la via pil elementare e naturale per rispondere ad alcune domande.
Per esempio: se chiedete quanto fa la somma di tutti i numeri dispari fino a 999, di sicuro
troverete un certo imbarazzo nell’affrontare la questione. Ma se seguite la via pitagorica tutto

si sciogliera in un attimo.
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Ma noi potremmo chiederci: il numero 6 & meglio vederlo:

cosi o cosi?

Misura di lunghezza

soee @ @

Ax)% 3

Misura di Area

1+2¢3 S

- = =  Forma triangolare

Pentaedro
Forma prismatica

Ottaedro
Forma poliedrica
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Questo libro ¢ la testimonianza del tuo impegno intenso e gioioso nelle scuola, ed € un utile
insieme di indicazioni suggerite dalla tua esperienza per chi questo lavoro sta imparando.
Quando scrivi «La matematica fa conti ma non & un conto! E un pensiero strutturato in
continua evoluzione!», «lI ragazzi hanno bisogno di motivazioni, di mete alte a cui ambire, a
cui appassionarsi», fai affermazioni che, appena dette possono sembrare ovvie, ma che ovvie
non sono. In realta le “inimicizie” di molti ragazzi per questa materia sono il frutto del
nascondimento di queste realta che viene operato spesso nella scuola.

Quando parli di «sovrappeso della teorizzazione su una genesi diretta delle idee» o di

«tecnicismi che daranno frutti in un futuro annunciato, che a volte scompare dall’'orizzonte»
metti in evidenza due grosse pecche nell’insegnamento di qualunque disciplina in Italia, sia a
livello di scuola secondaria che di universita. Ho molto apprezzato anche il tuo parlare di
regole; é vero, i ragazzi ne hanno bisogno e di questo la scuola dovrebbe renderli consapevoli
per il bene loro e del vivere insieme.
In relazione ai tuoi rapporti personali con gli allievi, al tuo ascoltarli e dialogare insieme, al
«favorire al massimo la confidenza e la collaborazione tra studente e insegnante» voglio
riportare una frase di FEDERIGO ENRIQUES presa dal suo articolo Insegnamento dinamico
(«Periodico di matematiche», Serie IV, I, n. 1 (1921):

I'insegnamento non puo essere un regalo che il maestro faccia a qualcuno che viene ad ascoltare le
sue ben tornite lezioni (che, se sta disattento, merita di essere rimproverato per la sua
ingratitudine!); ma & piuttosto un aiuto a chi voglia imparare da sé e pero sia disposto, anziché a
ricevere passivamente, a conquistare il sapere, come una scoperta o un prodotto del proprio spirito.
Dico aiuto ai discepoli di buona volonta, senza escludere che questa stessa volonta venga stimolata
e quindi fortificata dall'insegnante che, coll’ esercizio graduato, riesce ad educare le attivita
spirituali, mostrandone il successo possibile.

Leggendo il tuo libro mi & spesso tornato in mente I'Enriques e il suo Insegnamento dinamico:
ritengo che questo tuo scritto gli sarebbe veramente piaciuto! Comunque un’altra frase la
voglio riportare, penso che ti riguardi visto anche il successo dei tuoi allievi:

Confessiamo francamente che il compito che ci & proposto & tremendamente, stavo per dire
divinamente, difficile. Infatti se il nostro pensiero e la nostra parola debbono muovere I'attivita del
discepolo, bisogna che qualcosa di vivo che & in noi passi nello spirito di lui, come scintilla di fuoco
ad accendere altro fuoco.

Un cordiale saluto.

Carla Simonetti
Insegnante di Matematica
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Ma la matematica non & un monolito (nel corso della storia avrebbe potuto prendere anche
strade diverse di linguaggio e di contenuti, se i nostri antenati avessero fatto scelte diverse,
come esemplifichero in un paragrafo), per cui la domanda non puo non articolarsi in:

«Dov’é il cuore della Geometria, dell’Algebra, dell’Analisi, della Geometria analitica?

E dentro I'Analisi, la Geometria... quali gli altri centri?».

E perché questo cuore batta con vigore, dove puo trovare posto in noi?
Si, perché la matematica puo vivere solo se ci sono dei matematici che la tengono viva, come
la musica sopravvive solo grazie ai musicisti; cosi la pittura, la poesia e tutte le arti!
A questo fine quali attenzioni seguire in classe con gli studenti perché anche loro possano
entrare in questa relazione artistica e personale con la matematica?

Questo libro vuole offrire alcuni contributi, non per mettere la parola fine su molte
questioni, che non la conosceranno mai, ma solo per consentire una riflessione e, se possibile,
far evitare qualche scoglio che, inevitabilmente, ogni insegnante incontrera nella propria
carriera.

Infine, se qualcuno desideri cercare il cuore della matematica, non vada lontano, non si
perda dietro tecnicismi inutili; lo cerchi dentro di sé e intorno a sé, a partire dal cielo stellato,
come novello Pitagora e, se & insegnante, lo cerchi nel sorriso dei propri allievi.
Per giungere alla mente degli studenti la strada maestra passa per il loro cuore.

Ringrazio il Cielo per avermi concesso il privilegio di aver insegnato per 37 anni nella scuola
superiore. Porto nel cuore tante immagini di studenti, i loro sorrisi, le loro aspirazioni (con i
loro conflitti e difficolta) e quelle dei loro familiari; dai primi ho ricevuto pit di quanto ho dato
e a essi questo libro & debitore con grande riconoscenza. Grazie negli anni a Cristina, Emilio,
Nicola, Simone, Paolo, Elena, Alessandra, Lorenzo, Andrea, Pier Domenico, Sara, Luciano,
Niccolo, Giacomo, Francesca, Benedetto, Matteo, Emiliana...

Paolo Toni
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Introduzione

Sento come un dovere, per un insegnante al termine della propria carriera, lasciare il

proprio tesoro di conoscenze didattiche a chi lo voglia raccogliere.
| primi eredi di questo patrimonio sono proprio gli allievi, alcuni dei quali sono diventati bravi
insegnanti sia nella Scuola Superiore che all’Universita, in Italia e all’estero, ma & anche giusto
aiutare i giovani che aspirano a dedicarsi all'insegnamento a confrontarsi e a usufruire di
tecniche che possono condividere ed elaborare.
Personalmente ho imparato tanto dai miei insegnanti e dalle esperienze dei colleghi,
adattandole alla mia didattica ma, ancora di pit, ho imparato dai miei studenti.
In questo libro ho cercato di presentare alcune esperienze e scelte didattiche, alcune minime
su singoli dettagli, altre piu ampie e strategiche; entrambe capaci di incidere
sull’apprendimento.

E vero, non esistono e non esisteranno mai due attori, due poeti, due pittori, due musicisti,
due pasticceri uguali... eppure quale attore, poeta, pittore, musicista, pasticcere non ha
imparato dai propri maestri e dalla scuola precedente?

L’originalita di un artista, e I'insegnante & un artista, non sta nel proporre tutto in modo nuovo
e diverso, cancellando le esperienze precedenti, ma semplicemente nel lasciare il proprio
segno, il proprio contributo.

Newton, che ci ha lasciato leggi mirabili, come la legge di gravitazione universale, ha
confessato con verita umile «sono un nano, ho visto pit lontano perché mi sono appoggiato
su spalle di giganti», mostrando al tempo stesso il suo contributo personale (originale e
geniale) e le conoscenze che ha utilizzato.

Se si confrontano due libri di testo di matematica, distanti 40 anni, sembra che li divida un
abisso, una grande discontinuita, ma se seguiamo I’evoluzione degli stessi, anno dopo anno,
notiamo una progressione lenta, fatta di piccoli passi, in piena continuita fra tradizione e
innovazione. Una domanda fondamentale attraversa tutto questo libro:

«Dov'é il cuore della matematica?»

Questa domanda non ¢ priva di senso! C'é chi ritiene la matematica una materia fredda,
puramente meccanica, priva di fantasia e di bellezza. Stereotipi molto diffusi!

Questa domanda, pero, una volta accolta, si apre, diventa esigente e si proietta come un fuoco
artificiale in tante direzioni, interne ed esterne alla matematica stessa, mostrando tutto il suo
calore, i suoi colori, la sua sorprendente bellezza!
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Nel rettangolo qui di seguito disegnato essa ¢ riportata 3 volte:

1+2434+44—> © o o o o o o o o o
142+3— e o o o o eo[X * *x x
1+2+3—> e o o o o o |* * * =k

1+42— e e | O 0O 0 *x >k 3k %
142— e e | 0O 0 O *x 3k >k %
1— e |X X 0 0 0 |* *x x
1= e | X X|0o o o *x *x *x x

e [X X 0 0 0 * * * x

e X X 0 0 0 * * * x*

| punti/sassolini che si trovano nella parte in alto a sinistra in tabella sono:
1+1+(1+2)+(1+2)+(1+2+3)+(1+2+3)+(1+2+3+4)

che poi, per il teorema-visione  n?=Tn + Tn-1

dove Tn indica il numero triangolare dibase n, cioe Tn =1 +2+--+n,

si puo riscrivere come:
1+[1+(1+2)]+[(1+2)+(1+2+3)]+[(1+2+3)+(1+2+3+4)]
cioé

12+22+3%+ 42

15





OEBPS/images/ebook_page_image_27746_15.jpg
P. Toni—Dov’é il cuore della matematica?

Sinotiche25=1+3+5+7+9, cioé la somma dei primi cinque numeri dispari, come si vede
nella figura:

quindi se scriviamo la somma completa di tutti i numeri naturali da 1 a 1000:
1+2+3+4+..+999+1000

ci accorgiamo che in essa ci sono 500 numeri pari e 500 numeri dispari.

Quindi:

1+3+5+7+..+999 = 500%= 250000

Si pud dedurre in generale che n?, con n # 0, & uguale alla somma dei primi n numeri dispari.
Lo stesso vale per la somma dei quadrati dei primi n numeri naturali:

12422432442+ 524 .4+ n?
Troverete lo stesso imbarazzo!

E chiaro che ci sono anche vie moderne, algebriche, per risolvere il problema, perd con
un’evidenza in un contesto pili sofisticato e quindi meno fruibile. Resta il fatto che si offrono
diverse vie pitagoriche, una diversa dall’altra, nel piano e nello spazio, che hanno un fascino
unico! Bello poi & il confronto tra le vie pitagoriche e le successive vie algebriche!
Negli anni ho trovato 5 soluzioni pitagoriche diverse alla domanda precedente.
Qui mi piace riportarne una, nel piano, di un mio allievo®.

Studiamo la somma di 12 + 22 + 32+ 42,

1Giacomo Tognazzo della classe 3C del Liceo Scientifico «E. Fermi» di Padova nell' A.S. 2008/09.
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Quindi il rettangolo & il triplo della somma
12422432442
ma il rettangolo ha base 1 + 2 + 3 + 4, cioe 10, e altezza 2x4 + 1, cioe 9, quindi:
3(12422+ 32+ +n?)=(1+2+3+..+n)(2n+1)
per cui

1+--+n)2n+1
12+22+32+~~+n22¢

3
e sapendo che
nn+1
L e %
si conclude che
12 " 22 4 32 TS nz = nn+1)(2n+1)
6

Il sogno di un allievo

Un giorno un allievo di 42 liceo mi disse:
«stanotte ho sognato che»:
1¥P+23+33=(1+4+2+3)?

« e ho scoperto che»
1B¥+22+-4+nP=1+2++n)

Mi lascid senza parole e mi confermo che le suggestioni dell’aritmogeometria pitagorica

avevano trovato un’eco e fertili risonanze nella sua fantasia!

E facile, pitagoricamente parlando, spalmare una somma di cubi successivi nel piano,

formando il quadrato del numero triangolare dell’ultima base. Basta fare qualche tentativo!

L'insegnamento dell’aritmogeometria ha trovato poco spazio nella scuola elementare e media

(trascurata del tutto spesso anche alle superiori), mentre secondo me potrebbe trovare un

terreno fecondo. Quanto sarebbe bello, alle elementari, se le maestre facessero scoprire tutte

le forme geometriche dei numeri piti piccoli, a partire dal 4! E, viceversa, scoprire quali numeri

si possono ottenere da certe forme!

16





