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In questo libro sono presentati i presupposti teorici dei
seguenti argomenti matematici:
introduzione alla topologia
limiti
e calcolo dei limiti
continuità e funzioni continue
derivate e
calcolo differenziale
integrali e calcolo integrale
studio di
funzioni di variabile reale
Ogni argomento è trattato mettendo in
risalto le applicazioni pratiche e risolvendo alcuni esercizi
significativi.


 



 


Simone
Malacrida (1977)

Ingegnere e scrittore, si è
occupato di ricerca, finanza, politiche energetiche e impianti
industriali.
I libri pubblicati si possono trovare
qui:
http://www.amazon.com/-/e/B00J23W2N4
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In questo libro vengono esposti i principali capisaldi dell’analisi
matematica.


Il salto concettuale di questo nuovo settore della matematica è
stato evidente fin dalla sua introduzione, riuscendo ad estendere i
risultati precedentemente trovati e andando a sondare i fenomeni
naturali nelle sue equazioni costitutive.


L’analisi matematica è difatti il presupposto fondamentale per la
comprensione di tutte le scienze in chiave moderna, ossia dopo
l’introduzione del metodo sperimentale e scientifico.


La fisica, la chimica, la medicina, l’ingegneria, l’architettura,
la tecnologia in genere, la statistica, l’economia e ogni altra
disciplina contemporanea deve all’analisi matematica non solo
l’ambientazione corretta dei problemi, ma la risoluzione degli
stessi tramite equazioni e soluzioni che si possono comprendere dopo
i necessari concetti introdotti in questo manuale.


Le applicazioni pratiche di tale formalismo matematico sono quindi
del tutto imprescindibili con la società degli ultimi quattro
secoli.


Ognuno dei capitoli sarà corredato da qualche esercizio finale.
Questo manuale non è un eserciziario e, proprio per questo, non si
troveranno centinaia di esercizi.


I quesiti proposti sono stati considerati significativi per la
comprensione delle principali regole e per la loro applicazione.


In aggiunta, è stato dato particolare risalto al metodo di
risoluzione degli stessi in quanto il vero salto di qualità tra lo
studio di una regola e la sua applicazione è dato proprio dal
metodo, ossia dalla qualità del ragionamento, e non dalla quantità
di calcoli.


Il programma esposto in questo manuale espande quanto insegnato
all’ultimo anno dei licei scientifici, andando a coincidere con la
quasi totalità degli argomenti presentati nel primo corso
universitario di analisi matematica.
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CENNI DI TOPOLOGIA GENERALE


 









Definizioni



 





Il salto concettuale tra la matematica elementare e quella avanzata è
stato evidente solamente dopo l’introduzione dell’analisi
matematica.


Il fatto che questa disciplina fosse locale, e non puntuale, ha
portato allo studio e allo sviluppo della topologia, intesa come
studio dei luoghi e degli spazi non solamente in senso geometrico, ma
con accezione ben più ampia.


La topologia generale dà i fondamenti di tutti i settori
sottostanti, tra i quali possiamo annoverare la topologia algebrica,
quella differenziale, quella avanzata e via dicendo.


Definiamo topologia una collezione T di sottoinsiemi di un
insieme generale X per la quale valgono le tre proprietà seguenti:


 




1) L’insieme vuoto e l’insieme generale X appartengono alla
collezione T.


2) L’unione di una quantità arbitraria di insiemi appartenenti a T
appartiene a T.


3) L’intersezione di un numero finito di insiemi appartenenti a T
appartiene a T.


 




Uno spazio topologico è definito con una coppia (X, T) e gli
insiemi costituenti la collezione T sono degli aperti.


Particolari topologie possono essere quella banale in cui T è
formata da X e dall’insieme vuoto e quella discreta in cui T
coincide con l’insieme delle parti di X.


Nella prima topologia solo l’insieme vuoto e X sono degli aperti,
mentre in quella discreta tutti gli insiemi sono degli aperti.


Due topologie sono confrontabili se una delle due è
sottoinsieme dell’altra, mentre se una topologia contiene l’altra
si dice che la prima è più fine della seconda.


L’insieme di tutte le topologie è parzialmente ordinato: la
topologia banale è la meno fine, quella discreta la più fine e
tutte le altre possibili topologie hanno finezza intermedia tra
queste due.


In uno spazio topologico, un insieme I che contiene un punto x
appartenente ad X si dice intorno (aperto) di x se esiste un
aperto A contenuto in I che contiene x:
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Un sottoinsieme di uno spazio topologico è chiuso se il suo
complementare è aperto.


Gli insiemi chiusi godono di tre proprietà:


 




1) L’unione di un numero finito di insiemi chiusi è un insieme
chiuso.


2) L’intersezione di insiemi chiusi è un insieme chiuso.


3) L’insieme X e l’insieme vuoto sono chiusi.


 




Con queste proprietà si può costruire una topologia basata sugli
insiemi chiusi.


In generale un sottoinsieme può essere chiuso, aperto, sia aperto
sia chiuso, né aperto né chiuso.


Detto S un sottoinsieme di uno spazio topologico X, x è un punto
di chiusura di S se ogni intorno (aperto o chiuso) di x contiene
almeno un punto di S.


Detto S un sottoinsieme di uno spazio topologico X, x è un punto
di accumulazione di S se ogni intorno (aperto o chiuso) di x
contiene almeno un punto di S diverso da x stesso.


Ogni punto di accumulazione è un punto di chiusura mentre non vale
viceversa.


I punti di chiusura che non sono di accumulazione sono detti punti
isolati.


L’insieme di tutti i punti di chiusura di un dato insieme è detto
chiusura e si indica con cl(I).


La chiusura in un insieme è un insieme chiuso e contiene l’insieme
di partenza, inoltre è l’intersezione di tutti gli insiemi chiusi
che contengono l’insieme di partenza ed è il più piccolo insieme
chiuso contenente l’insieme di partenza.


Queste definizioni vanno sotto il nome di chiusura topologica.


Un insieme è dunque chiuso se e solo se coincide con la propria
chiusura.


Infine la chiusura di un sottoinsieme è un sottoinsieme della
chiusura dell’insieme principale e un insieme chiuso contiene un
altro insieme se e solo se tale insieme contiene la chiusura del
secondo.


Va da sé che la chiusura dell’insieme vuoto è l’insieme vuoto,
quella dell’insieme generale X è l’insieme generale X e in uno
spazio discreto ogni insieme è uguale alla propria chiusura.


Detto S un sottoinsieme di uno spazio topologico X, x è un punto
interno di S se esiste un intorno (aperto o chiuso) di x
contenuto in S.


L’insieme di tutti i punti interni di un dato insieme è detto
parte interna e si indica con int(I).


La parte interna è un sottoinsieme aperto dell’insieme di
partenza, è l’unione di tutti gli insiemi aperti contenuti in tale
insieme ed è il più grande insieme aperto contenuto in tale
insieme.


Queste definizioni vanno sotto il nome di parte interna
topologica.


Un insieme è aperto se e solo coincide con la propria parte interna,
inoltre la parte interna soddisfa la relazione di ontro
immag.


Infine la parte interna di un sottoinsieme è un sottoinsieme della
parte interna dell’insieme principale e un insieme aperto contiene
un altro insieme se e solo se tale insieme contiene la parte interna
del secondo.


Va da sé che la parte interna dell’insieme vuoto è l’insieme
vuoto, quella dell’insieme generale X è l’insieme generale X e
in uno spazio discreto ogni insieme è uguale alla propria parte
interna.


Un sottoinsieme chiuso di uno spazio topologico si dice raro
se non ha parte interna.


Uno spazio topologico si dice di prima categoria se è unione
di una famiglia numerabile di chiusi rari, viceversa si dice di
seconda categoria.


Alla parte interna e alla chiusura possono essere associati degli
operatori che mettono in relazione duale questi due concetti.


La differenza insiemistica tra chiusura e parte interna è detta
frontiera, un elemento appartenente alla frontiera è detto
punto di frontiera.


La frontiera è inoltre l’intersezione tra la chiusura e il suo
complementare ed è definita come l’insieme dei punti tali per cui
ogni intorno contiene almeno un punto appartenente all’insieme e
almeno un punto non appartenente a tale insieme.


La frontiera di un insieme è chiusa.


Un insieme è chiuso se e solo se la sua frontiera è contenuta
nell’insieme mentre è aperto se e solo se la sua frontiera è
disgiunta da esso.


La frontiera di un insieme è uguale alla frontiera del suo
complemento e l’operazione di chiusura altro non è se non l’unione
dell’insieme con la sua frontiera.


La frontiera di un insieme è vuota se e solo se l’insieme è sia
chiuso sia aperto.


 







Proprietà



 





Uno spazio topologico si dice compatto se da ogni famiglia di
sottoinsiemi aperti dello spazio il cui ricoprimento è dato da:
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si può estrarre un sottoinsieme finito J in I tale per cui valga la
medesima relazione di ricoprimento.


Questa è la cosiddetta compattezza per ricoprimenti e si può
definire anche mediante l’uso di insiemi chiusi.


Uno spazio topologico si dice compatto per successioni se ogni
successione di punti dello spazio ammette una sotto-successione
convergente ad un punto dello spazio.
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