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En el Universo todo está formado por el mismo conjunto limitado de elementos o tipos de átomos; lo que cambia es su organización para constituir un árbol, una roca, un ser humano, etc. Dicha organización necesita, si lo decimos en términos informáticos, de un software o programa. Y ese software es un plan que es, de alguna forma, mental.












1. LA MENTE DE LA NATURALEZA










Pautas matemáticas en la naturaleza


Si observamos con atención cualquier aspecto del mundo natural, del cual la especie humana forma parte integrante, siempre llegaremos a la siguiente conclusión ineludible: Dentro de la naturaleza todo se las arregla para organizarse o estructurarse buscando y encontrando un equilibrio que permita y asegure la continuidad, tanto de la globalidad como de cada subsistema dentro del sistema global.


Generalmente damos por sentado que las cosas son como son, y no solemos preguntarnos por qué los tigres tienen esas rayas en su piel o cómo surge el torbellino que se forma en el agua cuando cae por un sumidero. Sin embargo, el mundo inorgánico se revela como una fuente inagotable de pautas geométricas estructuradas, como podemos observar en las burbujas, los copos de nieve, la estructura de los cristales, etc., y dichas pautas geométricas siempre pueden describirse mediante ciertas leyes matemáticas.


Pero las regularidades no son exclusivas de los objetos inanimados. Algunas propiedades de los seres vivos también surgen como consecuencia de regularidades matemáticas que subyacen en el mundo inorgánico y que se manifiestan como estructuras o formas durante la evolución, el comportamiento y las interacciones de dichos organismos. Es decir, muchos aspectos concernientes a la biología pueden entenderse mejor apelando a determinadas pautas subyacentes físico-matemáticas, y éstas pueden encontrarse tanto a escala molecular como si estudiamos el funcionamiento de los grandes ecosistemas.


Por ejemplo, algunos organismos vistos al microscopio, como la ameba, tienen un tipo muy primitivo de voluntad. Cuando se analizan sus movimientos puede constatarse que dichos organismos parecen moverse atendiendo a su sensibilidad química; son las señales químicas que hay a su alrededor las que les estimulan, guiándoles en cierta forma. La ameba tiene una consciencia muy básica, aunque sigue siendo consciencia. Podría decirse que es casi limítrofe entre la consciencia de lo orgánico y la de lo inorgánico.


En el comportamiento de colonias enteras de organismos también pueden identificarse principios matemáticos, aunque no tanto ecuaciones específicas como características genéricas de clases enteras de ecuaciones. Esto tiene que ver con el concepto de coherencia, que trataremos más adelante en este libro.


Obviando el hecho de que, en último término, todo en la naturaleza es vibración, dentro del mundo macroscópico que perciben nuestros sentidos las ondas constituyen un tipo de pauta muy frecuente. Las pautas ondulatorias aparecen por todas partes, tanto en líquidos como en gases, e incluso en sitios tan insospechados como los desiertos, si atendemos a la formación de sus dunas. Y no están asociadas solamente a regularidades en el espacio, como ocurría con los ejemplos anteriormente mencionados, sino que muchas de dichas pautas están ligadas también al tiempo.


Como sabemos, el sonido es el resultado de la propagación de una onda periódica en el aire, y la luz, los rayos X o las microondas son ejemplos de ondas electromagnéticas. Para estudiar fenómenos como la electricidad, el calor, los fluidos, la luz, el sonido, etc., resulta muy útil utilizar una rama de la matemática llamada cálculo diferencial, que permite describir esos fenómenos mediante ecuaciones diferenciales y ecuaciones en derivadas parciales.


Pero no vamos a tratar con este último tipo de fenómenos, ya que eso correspondería a un libro de teoría ondulatoria. En general, el cálculo diferencial con el que se estudian esos fenómenos ondulatorios es radicalmente diferente del tipo de matemáticas que se necesitan para describir el mundo orgánico; el matemático Ian Stewart ha manifestado que sería preciso desarrollar una nueva rama de la matemática como ayuda para iluminar algunas cuestiones de la biología: la evolución, la dinámica del ecosistema, la reproducción o el desarrollo de los organismos. Según él, ese tipo de matemáticas debe basarse en el razonamiento cualitativo, como el del concepto “espacio de fases” (el espacio de todos los comportamientos posibles de un sistema), al cual dedicaremos un apartado propio en el capítulo 2.



La sucesión de Fibonacci y el número de oro


Creo interesante partir del archiconocido caso del número áureo. Si conseguimos acceder a su comprensión comenzaremos con buen pie, ya que entenderemos que el diseño de la naturaleza posee un significado inteligente.


Un ejemplo característico bastante llamativo que muestra una regularidad matemática en un organismo es el referente a las conchas marinas. Sabemos que las conchas marinas exhiben espirales basadas en pautas matemáticas; como el conocido Nautilus, cuya concha obedece a una espiral logarítmica,1 de modo que las distancias entre sus brazos se incrementan según una progresión geométrica. Pero las particularidades de su geometría no quedan ahí; si se analiza cuantitativamente la estructura de la espiral, se descubre que sus medidas están relacionadas con la conocida sucesión numérica descubierta por Leonardo de Pisa (también conocido como Fibonacci) a principios del siglo XIII. Podemos comprobarlo. Dicha sucesión se define recursivamente como:




f1 = 1


f2 = 1


fn = fn-1 + fn-2, para todo n > 2.





O, lo que es lo mismo, cada número de la sucesión se calcula sumando los dos números anteriores, siendo los dos primeros números de la sucesión iguales a 1. Así, los primeros números de la sucesión infinita de Fibonacci son: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, ...


Si colocamos un conjunto de cuadrados, cuyos lados tienen de longitud los términos de esa sucesión, formando una espiral con arcos de circunferencia cuyos radios son los lados de los cuadrados, obtendremos una figura con proporciones equivalentes a las de esas conchas:





[image: Figura 1. Construcción de una espiral mediante los números de Fibonacci.]



Figura 1. Construcción de una espiral mediante los números de Fibonacci.





Este tipo de espiral inserta en un rectángulo (“áureo”, según veremos) resulta ser una figura de proporciones equivalentes a las que tienen las espirales logarítmicas de las conchas. Otro caso de espirales logarítmicas en la naturaleza, cuya forma corresponde a dicho tipo de proporciones, lo constituye el grandioso ejemplo de algunas galaxias espirales.


Leonardo de Pisa presentó en 1202 esta importante sucesión numérica en un libro de aritmética, como la solución a un problema basado en la cría de conejos. El planteamiento del problema en el que se pretende calcular la evolución en las poblaciones de conejos se basa en las siguientes premisas:


- Se presupone que los conejos están aislados del exterior.


- Originalmente sólo hay una pareja de conejos (macho y hembra) que aún no pueden reproducirse mientras no tengan al menos un mes de edad.


- Desde la fecundación tardan un mes en aparecer las crías, se asume que cada camada consiste en una pareja de dos conejos y que todas las parejas consiguen sobrevivir.


- Se repite indefinidamente el proceso: transcurre un mes hasta que cada nueva pareja se convierte en una pareja madura capaz de reproducirse, la cual, al cabo de otro mes, da lugar a una siguiente pareja y, además, sobrevive progresando ella misma al siguiente mes y sucesivos mientras continúa procreando.


La solución del problema consiste en la sucesión de números que se obtiene al observar el número de parejas que hay al principio de cada mes, 1, 1, 2, 3, 5, 8, ..., y resulta coincidir con la misma sucesión numérica de Fibonacci, como podemos comprobar en la siguiente figura.




[image: Figura 2. Evolución de la población de conejos.]


Figura 2. Evolución de la población de conejos.





Si se divide cada número de la sucesión entre su vecino anterior (1/1, 2/1, 3/2, 5/3, 8/5, 13/8, 21/13, ...) se obtiene la llamada tasa de crecimiento, que es el factor según el cual se incrementa la población de conejos tras cada estación de cría, y comprobamos que, a medida que avanzan los cocientes, éstos tienden al límite de la sucesión, el número irracional [image: ]denominado Número Aureo o, popularmente, Número de Oro, y representado habitualmente por la letra ϕ .


Como, cada mes que transcurre, la población se multiplica por ese factor, decimos que el tamaño de la población aumenta de una manera exponencial, ya que, una vez estabilizado el valor del cociente entre elementos consecutivos a valores muy cercanos a ϕ , el tamaño que aumenta la población en n generaciones es proporcional a la tasa de crecimiento (ϕ ) elevada a la n-ésima potencia.


El número áureo está también presente en la geometría: Dentro de un segmento cualquiera AC existe un punto B para el cual el resultado de la división entre AB y AC es igual al resultado de la división entre BC y AB, creando lo que se llama una proporción o sección áurea.




[image: Figura 3. Segmento con una sección áurea dada por la posición del punto B.]


Figura 3. Segmento con una sección áurea dada por la posición del punto B.





Si AC = 1, y a la longitud de AB la llamamos x, entonces [image: ]se convierte en [image: ]lo cual da lugar a la ecuación de segundo grado x2 + x −1 = 0 , que se puede resolver utilizando la fórmula cuadrática, obteniendo [image: ]y, en consecuencia: [image: ]


El rectángulo en el que se inscribe la espiral logarítmica tiene proporciones áureas, ya que su altura dividida por su longitud es igual a ese valor x, o, lo que es lo mismo, su longitud es igual a su altura multiplicada por ϕ .


En la geometría, el número áureo o valor ϕ =1,61803399... se ha conocido desde la antigüedad, porque relaciona de forma proporcional las partes de un cuerpo, recibiendo también en ese caso la denominación popular de “divina proporción”.


Los artistas del Renacimiento utilizaron la divina proporción en la pintura, escultura o arquitectura, para lograr en sus obras la belleza del equilibrio geométrico. El “Hombre de Vitruvio” es un famoso dibujo de Leonardo da Vinci, que representa una figura masculina desnuda, inscrita en un círculo y un cuadrado, sobre-imponiendo dos posiciones de brazos y piernas. El círculo está centrado en el ombligo y el cuadrado en los genitales, siendo la relación entre el lado del cuadrado y el radio del círculo igual a la proporción áurea. Con ello, Leonardo quiso representar la manifestación real de la proporción áurea en las medidas del cuerpo humano. Por ejemplo, esta proporción se manifiesta (entre algunos otros casos de las dimensiones de varias partes del cuerpo) en la relación entre la estatura de un ser humano y su altura hasta el ombligo.


En la naturaleza existen muchos más ejemplos de casos relacionados con la proporción áurea, como ocurre con la relación entre el número de abejas machos y el de hembras en un panal, la distancia entre las espirales de una piña, o la disposición de los pétalos de las flores, por poner algunos ejemplos.2


Es ya de dominio bastante popular la influencia del número áureo y la sucesión de Fibonacci sobre la estructura de las plantas: si contamos los pétalos, sépalos u otros elementos de las flores, los números más frecuentes que encontraremos son los que componen aquella pauta. Aunque hay excepciones, la mayor parte de las sucesiones numéricas observadas en ellas proceden de dos modificaciones de la sucesión de Fibonacci; una de ellas obedece simplemente a la duplicación de los números, y la otra corresponde a la secuencia siguiente: 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29,… que también funciona con la misma pauta aditiva pero partiendo, al inicio, de diferentes números (al cambiar el 2 por un 3).


En las plantas, los números surgen como formando parte de la dinámica del proceso de desarrollo vegetal: las semillas germinan produciendo muchas raíces que crecen hacia abajo y un solo brote que crece hacia arriba. A medida que crece la planta, en la punta del brote van apareciendo nuevas células que, al considerar el orden en que aparecen, puede verse que se alinean en espirales de Fibonacci, ya que los ángulos de divergencia entre las sucesivas células del brote están siempre muy próximos a 137,5 grados, el ángulo áureo,3 llamado así porque su ángulo conjugado es (360°137,5°) = 222,5°, y 222,5° representa la proporción áurea angular, pues es igual a 360°/ϕ . Ese ángulo de 137,5° es también el ángulo de divergencia que se observa en la cabeza de los girasoles, formando el característico patrón espiral que muestran las posiciones de sus semillas.


En el siguiente dibujo he numerado las hojas de un brote, según su orden de aparición respetando el ángulo áureo.




[image: Figura 4. Posiciones de aparición de las hojas en un brote, alineándose según el ángulo áureo.]


Figura 4. Posiciones de aparición de las hojas en un brote, alineándose según el ángulo áureo.





Se puede describir matemáticamente esta filotaxis (disposición de las hojas en una planta) espiral, para saber el ángulo en el que sale cada determinada hoja n del brote; para ello propongo lo siguiente:


1) Sabemos que la diferencia entre dos ángulos sucesivos es 137,5° = 360° - 222,5° = 360° - (360°/ϕ ) = 360° (1 - 1/ϕ ).


2) Podemos expresar en radianes el valor total del ángulo acumulado durante el continuo giro: ϑn (dicho valor puede ser mayor que 2π ). De aquí, la expresión que da los valores de los ángulos sucesivos, en radianes, es [image: ], ya que el ángulo acumulado es igual al ángulo anterior más 137,5°.


3) La expresión anterior podemos escribirla como [image: ]siendo ϑ 0 un ángulo inicial de partida que puede tomar como referencia inicial el valor 0. En ese caso, [image: ] [image: ]expresada en grados.


4) Para valores altos de n, el valor del ángulo obtenido ϑn resulta ser una cifra mayor de 360°, con poco significado intuitivo. Para obtener un valor de ángulo menor o igual a 360°, simplemente se puede extraer la parte decimal del resultado de la expresión [image: ]multiplicarla por 360 o por 2π , según si se desea que las unidades sean grados o radianes.


Pero la influencia de esta importante sucesión matemática no se limita al crecimiento de las plantas o a sistemas biológicos en general, sino que está presente en un gran número de diferentes sistemas dentro de la naturaleza. Por ejemplo, en un sistema físico que no tiene nada que ver con la botánica, como es una red de flujo magnético de Abrikosov en un material superconductor con estructura estratificada, se pueden observar pares de números de Fibonacci consecutivos. Si se observa la dinámica de dicha red bajo la variación del campo magnético puede apreciarse que produce estructuras muy similares a las conocidas en botánica, lo cual significa que la disposición de las líneas de flujo magnético en los superconductores se puede considerar equivalente a un ejemplo de filotaxis. Para una explicación más detallada sobre este tipo de superconductores, consultar el apéndice al final del libro.


Al comentar el resultado del problema de la población de conejos dijimos que la sucesión de Fibonacci crece de forma exponencial, ya que cada número de la sucesión puede calcularse como una potencia de ϕ multiplicada por un factor. Es decir, para n lo suficientemente grande, como n ≥ 20 (o bien n ≥ 7, si se admite un error menor de una centésima), la población en n generaciones es proporcional a ϕ elevado a la n-ésima potencia. Se puede calcular fácilmente (por ejemplo, en una hoja de cálculo) que la constante de proporcionalidad es [image: ]Así, dado que el número ϕ es, en el límite, igual a [image: ], para n → ∞ (o valores grandes de n) podemos expresar la sucesión de Fibonacci de la forma [image: ]que se puede escribir como [image: ], siendo n el número de orden del elemento fn de la sucesión. Cada elemento es el resultado de una función iterativa que multiplica el elemento anterior por la constante ϕ .



Leyes de escala alométricas


En la naturaleza, las expresiones que relacionan dos variables de forma potencial son frecuentes. Es el caso de las leyes de escala alométricas, que consiguen expresar matemáticamente algunas de las relaciones fundamentales de los sistemas biológicos. Un conocido ejemplo de escala alométrica es la ley de Kleiber, que expresa la correspondencia entre la masa de un animal y su tasa metabólica basal, que indica la cantidad mínima de energía necesaria para mantenerse vivo. Dicha ley se expresa como Tmb = A0M3/4, con el resultado expresado en Kcal/h, siendo A0 una constante taxonómica empírica que se toma igual a 70 para mamíferos y otros grupos animales.


Básicamente, la ley alométrica sólo sería un caso particular de una expresión iterativa general xt+1=Kxt-ζ. Pero ¿por qué la constante toma el valor 70? En un primario y lúdico intento de expresar la ecuación mediante constantes naturales conocidas, he encontrado la siguiente expresión alternativa para la ley de Kleiber:


[image: ]


Siendo δ la constante de Feigenbaum (propia de los fenómenos al límite del caos, como veremos más adelante en el capítulo 2) y ϕ el número áureo. Esta expresión resulta matemáticamente funcional por la simple razón de que [image: ], valor muy cercano a la constante definida como A0 = 70.


Como ocurre en muchos modelos matemáticos de fenómenos naturales, al expresar la relación anterior mediante escalas logarítmicas se obtiene una línea recta. Así, tomando logaritmos, [image: ]separando el término constante, [image: ], expresión que corresponde a una recta de pendiente ¾, con el primer término como ordenada en el origen (de valor aproximado 1,845) .


Podríamos justificar la fórmula (antes de tomar logaritmos), de manera general, como sigue: La energía que desarrolla el cuerpo está relacionada con la masa, pero ésta está distribuida en aquel según parámetros geométricos en los que la constante ϕ cumple un importante papel; por ese motivo, el denominador corresponde a una normalización de la masa debido a la geometría corporal. El factor δ respondería, en la relación entre masa y tasa metabólica basal, a la existencia de algún proceso biológico iterativo con un parámetro que provoca duplicaciones de período en el valor de la variable iterada. Finalmente, el 100 sería un factor de escala.


Respecto al exponente ¾ en la ley de Kleiber, la colaboración multidisciplinar entre el físico Geoffrey West y los biólogos James Brown y Brian Enquist ha concluido que no se trata de una casualidad, sino que responde a un principio general de todos los seres vivos, derivado de la existencia de varias redes con estructura fractal incluidas en todo el cuerpo (respiratoria, circulatoria, renal, neuronal, etc.), siendo los tipos de terminales o capilares comunes a todos los seres vivos. Según estos autores, la estructura fractal de dichas redes, que es capaz de integrar múltiples niveles de subunidades (unidades subcelulares, células, tejidos, órganos) permite minimizar la energía necesaria para el funcionamiento del organismo, distribuyendo de la manera más eficiente posible los nutrientes, la información, la energía y la eliminación de los residuos, y es ese carácter fractal de la estructura de las redes de distribución lo que determina el valor ¾ en el exponente. Su carácter fraccionario se verá justificado en el siguiente apartado.



Los fractales


Algunas de las estructuras que podemos observar en la naturaleza consisten en repeticiones auto-contenidas de unas mismas formas básicas. Esto puede comprobarse claramente fijándonos en la forma de algunos vegetales como, por ejemplo, un brócoli o una coliflor: podemos ver cómo los pequeños trozos de una coliflor se asemejan, en una menor escala, a la coliflor completa. Generalizando, podemos decir que los patrones característicos de las formas fractales pueden observarse en escalas menores, de forma repetida, resultando dichos patrones semejantes a los de la forma global; los fractales se forman como si ensamblaran copias de sí mismos.


El ejemplo de la coliflor lo utilizó Benoit Mandelbrot, físico y matemático de origen polaco, en su obra de 1982 La Geometría Fractal de la Naturaleza, cuando desarrolló el campo de la geometría fractal, que ha desempeñado un papel crucial en la posteriormente denominada teoría del caos. Según Mandelbrot, la geometría de los fractales está más cercana a las formas reales de la naturaleza que la geometría euclidiana, y puede proporcionar mejores aproximaciones formales de los procesos físicos y biológicos. Los fractales están en cualquier parte de la naturaleza: los árboles, las montañas, las hortalizas, los fenómenos geológicos y atmosféricos, el cuerpo humano, etc.


El término “fractal” procede del latín “fractus”, que significa piedra quebrada e irregular. Técnicamente, dentro de la geometría desarrollada por Mandelbrot, los fractales están descritos como formas geométricas irregulares, no euclidianas, con la particularidad de que, visualizándolos en diferentes escalas, tienen el mismo grado de irregularidad en todas ellas. Es decir, en la forma general de un fractal subyace una pauta de repetición que se manifiesta en la subestructura. El todo está formado por partes similares a él, no existiendo una escala fundamental sino una repetición de la forma observada, en una cascada de versiones auto-semejantes más pequeñas. Así, la autosemejanza es la principal propiedad de un fractal, y consiste en que cualquier sección que se pueda delimitar en él tiene un aspecto o forma similar a la del objeto completo.


Dicho de otro modo, la forma de un fractal es invariante frente a cualquier cambio de escala: sus irregularidades se repiten cuando se observa a mayor resolución; el perfil de la costa, las ramas de un árbol, las nubes,... son objetos con autosemejanza, su forma es independiente de la escala de observación, dentro de los órdenes de magnitud que en la práctica tienen sentido. De esta forma, la autosemejanza hace que cualquier subsistema de un sistema fractal equivalga geométricamente al sistema entero. En casos donde las piezas pequeñas no se corresponden con el sistema completo pero sí tienen el mismo aspecto, se dice que el fractal sólo es estadísticamente auto-semejante.


El hecho de poder observar la autosemejanza en las formas de la naturaleza puede recordarnos la conocida frase del milenario libro esotérico El Kybalion: “Como es arriba, es abajo”.4 Y teniendo en cuenta que cada forma puede considerarse compuesta por partes más pequeñas, o por una red de elementos, la autosemejanza también nos muestra que en el mundo natural existen redes de elementos dentro de otras redes.


Ya en su artículo ¿Cuánto mide la costa de Gran Bretaña?, publicado en 1967, Mandelbrot demostró que la medición de una línea geográfica real depende de la regla o escala mínima que se utilice para medirla, debido a que los detalles más pequeños de esa línea sólo aparecen al reducir la escala de la regla de medir. Es decir, que al medir una costa con unidades de medida de un kilómetro se obtiene un perímetro mayor que con unidades de diez kilómetros. Mostró empíricamente que la longitud se incrementa de forma ilimitada a medida que disminuye la longitud del tramo que se utiliza para medir. El artículo no dice que las líneas costeras sean fractales propiamente dichos (lo cual no sería cierto y, además, en ese año Mandelbrot todavía no había acuñado dicho término), pero sí muestra que esas líneas pueden comportarse empíricamente como un fractal al tener en cuenta las escalas de medida.


Debido precisamente a la complejidad no lineal de algunos sistemas fractales como esos, no se puede realizar el cálculo exacto de sus dimensiones verdaderas (su longitud, su área o su volumen), por lo cual Mandelbrot introdujo el concepto dimensión fractal para caracterizar el “grado de quebrado” de una figura y proporcionar así una medida del grado de irregularidad de dicho objeto. Por ejemplo, una línea quebrada en un plano ocupa más espacio que una línea recta (la cual tiene dimensión 1), pero llena menos espacio que un plano (que tiene dimensión 2); así, según Mandelbrot, la dimensión fractal de la línea quebrada es un número que está entre 1 y 2.5


Es este concepto de dimensión fractal lo que ha permitido a West, Brown y Enquist justificar el valor ¾ en el exponente de la ley de Kleiber, mencionada anteriormente. Cuando un objeto o proceso no posee una escala característica, sino que a su formación contribuyen diversas escalas como ocurre en los procesos auto-semejantes, entonces su dimensión no suele ser entera sino fraccionaria. Es decir, la dimensionalidad fraccionaria es propia de los objetos y procesos fractales o auto-semejantes.


Para la construcción artificial de fractales se utilizan procesos matemáticos o geométricos basados en la iteración o repetición,6 como ocurre con la estrella de Koch donde, partiendo de un triángulo equilátero, se colocan sucesivos triángulos equiláteros en el centro de cada segmento, de manera iterativa. Se trata de un ejemplo muy sencillo de obtención de una figura auto-semejante.




[image: Figura 5. Construcción de la estrella de Koch.]


Figura 5. Construcción de la estrella de Koch.






Ecuaciones iterativas


A principios del siglo 20, el matemático francés Gaston Maurice Julia estudió el comportamiento de la iteración de funciones, con la particularidad de que lo hizo utilizando números complejos,7 encontrando así ciertos lugares geométricos que han sido llamados Conjuntos de Julia.


Cada Conjunto está asociado a un determinado número complejo c. Por ejemplo, c es un número complejo que define concretamente al conjunto de Julia Jc, el cual se obtiene mediante la siguiente sucesión de números, donde z es un número complejo cualquiera:


[image: ]


Es decir, para comenzar el cálculo se parte de un número complejo cualquiera z que es el elemento inicial z0. Cada elemento sucesivo se calcula elevando al cuadrado el elemento anterior y sumando al resultado el número complejo c que define al conjunto. Si la sucesión obtenida resulta estar acotada (es decir, no tiende a infinito), entonces el número complejo de partida, z, pertenece al conjunto de Julia Jc.


Hasta después de la invención del ordenador no se pudieron representar gráficamente estos Conjuntos, ya que su cálculo exige probar cualquier número complejo z, y decidir en cada caso si dicho número pertenece o no al conjunto Jc, según si la sucesión queda acotada o si, por el contrario, tiende a infinito. Gráficamente, los conjuntos de Julia son figuras fractales, y la iteración permite generarlos mediante ordenador haciendo uso de ecuaciones iterativas no lineales.


Benoit Mandelbrot conocía los trabajos de Gaston M. Julia desde su juventud, porque se los había enseñado (y recomendado que los continuase estudiando) un tío suyo, que era profesor de matemáticas en el Collège de France de París. Mandelbrot retomó dichos estudios a finales de los años 70 cuando trabajaba para IBM en un centro de investigación de Nueva York, debido a lo cual disponía de ordenadores. Le habían encargado el estudio de las perturbaciones que afectaban a las transmisiones electrónicas, y al representar gráficamente los datos de dichas perturbaciones observó que siempre se obtenía una forma similar, independientemente de la escala de aumento que utilizase. Mandelbrot relacionó con los trabajos previos de Julia la autosemejanza que había encontrado en sus estudios sobre las perturbaciones y, mediante el uso del ordenador, probó a modificar el proceso iterativo de Julia, fijando el punto z0 en el valor cero y convirtiendo en variable el número complejo c. De esta forma construyó el llamado Conjunto de Mandelbrot, que es el conjunto de números complejos para los cuales la sucesión de puntos que se obtienen está acotada, utilizando el siguiente método iterativo:


z0 = 0



[image: ]



siendo c variable.


Si se representan con color negro los puntos c que dan lugar a sucesiones acotadas, y se asignan otros colores a los puntos en el gráfico según lo rápido que tienden a infinito, se obtiene gráficamente el conjunto de Mandelbrot, que es un conocido fractal (en internet existe abundante material gráfico con múltiples niveles de zoom sobre esta figura, mostrando su peculiar belleza):




[image: Figura 6. Conjunto de Mandelbrot]


Figura 6. Conjunto de Mandelbrot






Sistemas de Lindenmayer


Se han conseguido generar por ordenador formas fractales, mediante determinados programas basados en los denominados Sistemas de Lindenmayer o L-Sistemas. Estos L-Sistemas fueron desarrollados en 1968 por el biólogo y botánico húngaro Aristid Lindenmayer, y con ellos se pueden reproducir patrones o formas fractales de gran complejidad.


Se podría decir que Lindenmayer se inspiró, para desarrollar los L-Sistemas, en las gramáticas formales del prolífico lingüista y filósofo Noam Chomsky. Dichas gramáticas están compuestas básicamente por un conjunto de símbolos, otro de reglas de producción y un axioma o estado inicial del sistema. Lindenmayer aplicó una especie de gramática de ese tipo para intentar reproducir la secuencia ordenada que poseen las células de un filamento de un determinado tipo de alga.


Un ejemplo de L-Sistema como el que propuso originalmente Lindenmayer sería el siguiente:


1 - Los símbolos o variables son de dos tipos, A y B, que representan dos diferentes estados citológicos relacionados con la predisposición para la división y con el tamaño de la célula.


2 - Las reglas gramaticales o de producción son las siguientes: Cuando se divide una célula que se encuentra en estado A se genera una pareja de dos células, una en estado A y otra en estado B; dicha pareja puede representarse por "AB". Cuando se divide una célula que está en estado B se genera una pareja "BA", formada por una célula en estado B seguida de otra en estado A.


3 - El axioma inicial del L-Sistema es una simple célula originaria con la que se inicia el proceso. A partir de ese estado inicial se aplican las reglas de producción, de manera iterativa.


Si la célula inicial está en el estado A, el filamento crecerá en el tiempo de la forma siguiente:





	Momento temporal

	Células que se dividen

	Resultado





	t=0

	A

	AB





	t=1

	AB

	ABBA





	t=2

	ABBA

	ABBABAAB





	y así sucesivamente.

	







Dos de sus entonces estudiantes, Paulien Hogeweg y Ben Hesper (los investigadores de biología teórica que más tarde acuñaron el término “bioinformática”), se dieron cuenta de las posibilidades que tenían los L-Sistemas para la representación gráfica de plantas y, en 1970, crearon un programa capaz de imprimir la estructura de una hoja vegetal. Aunque la iniciativa no gustó a Lindenmayer, la idea consiguió circular y, finalmente, tras conocer al informático Przemyslaw Prusinkiewicz, Lindenmayer terminó publicando junto a él, en 1990, el libro La belleza algorítmica de las plantas.


Con estas gramáticas se consigue producir y representar ramificaciones de tipo arbóreo, que se suelen utilizar para simular las estructuras y los procesos de crecimiento de los árboles y otras plantas, de un modo más efectivo que mediante el álgebra convencional. Como los L-Sistemas utilizan el método iterativo, también se pueden generar o modelar con ellos otros tipos de formas fractales auto-semejantes, o las morfologías de otros tipos de organismos. Además del crecimiento de árboles y plantas, se pueden utilizar en la simulación de una gran variedad de procesos diferentes como planificación y diseño de ciudades, interacción entre ecosistemas y seres vivos, sistemas complejos, redes neuronales, simulaciones informáticas de “vida artificial”, etc.


Pero, como veremos a continuación, la simulación teórico-matemática de la morfología de las plantas no es algo nuevo.



Las Simetrías y el Bauplan de los Clásicos


En su conocida obra, de 1917, Sobre el crecimiento y la forma, el biólogo y matemático escocés D'Arcy L. Thompson analizó cómo se determina la forma de las estructuras biológicas (aplicando dicho análisis para describir tanto el desarrollo de las plantas como algunas partes periféricas del cuerpo humano), mediante la interacción física de las presiones y las tensiones con las asimetrías estructurales y las anisotropías.8 Demostró que las matemáticas pueden explicar, mejor que la teoría de la evolución, el papel de la mecánica y de la física en la generación de las estructuras y formas de los organismos vivos.


Pero ¿qué es lo que provoca el surgimiento de las regularidades geométricas en el mundo natural? Thompson intentó mostrar que la simetría es una propiedad de los organismos que tiene que ver con las formas en que pueden existir las cosas en el mundo físico. En el Universo existen ciertas simetrías fundamentales y, como consecuencia de ello, estamos rodeados de pautas de toda clase. La simetría es el principio profundo que genera la formación de pautas dando lugar a los conceptos de orden e información y, en último término, a otros que surgirán más adelante en este texto, como “autonomía”, “emergencia”, “bifurcación”, etc.


Llegados a este punto, es necesario distinguir claramente entre las Formas desde el punto de vista abstracto, y la materia física sobre la que dichas Formas se manifiestan. Ya los filósofos pitagóricos afirmaron que los números constituyen la sustancia de las cosas, considerando que los patrones numéricos son algo que limita y da forma a la materia.


Otro antecedente de este enfoque en el mundo clásico está en la filosofía de Aristóteles, según la cual la materia y la forma se complementan para dar lugar a todos los fenómenos reales. Refiriéndose a la actuación de la forma sobre la materia, Aristóteles utilizó el término entelequia para expresar el proceso mediante el cual una esencia o materia consigue autorrealizarse en el fenómeno real, al actuar la forma sobre ella. Designó así al principio interno de acción que, mediante un movimiento interno estructurado u ordenado, dirige los cambios o transformaciones en los seres para que manifiesten su plan arquitectónico individual. En su Metafísica podemos leer, por ejemplo: "(...) es propio de la substancia (...) que necesariamente preexista en entelequia otra substancia que la produzca, por ejemplo un animal, si se genera un animal".9 Y "la definición de lo que por obra de la inteligencia llega a estar en entelequia desde su estado en potencia es «cuando, habiéndolo querido, llega a ser, no impidiéndolo nada externo»".10
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