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dove i coefficienti J,, Joy, My, My, rappresentano le incognite discrete del problema trasfor-

mato. Si noti che le rappresentazioni (1.2-20) tendono a diventare esatte (assumono ciog il si-

gnificato di sviluppi in serie) per N —» oo, Una scelta ottimale delle funzioni base & molto im-

portante ai fini dell’efficienza numerica del procedimento, anche se sfortunatamente non sono

disponibili criteri di validita generale per eseguire tale scelta, cosicché ogni classe di problemi

deve e

re analizzata individualmente a questo scopo, come sara illustrato nei capitoli suc-

cessivi in vari casi specifici. In particolare, le funzioni base possono essere a dominio intero,
quando per ogni n Iinsieme dei punti di S in cui B, = 0& a misura nulla, a dominio non intero
nel caso contrario. L'impicgo di funzioni base a dominio intero & pitt comune per superfici di

forma semplice (ad esempio, funzioni sinusoidali per una superficie rettangolare), mentre per

forme complesse si & normalmente costretti all’uso di funzioni a dominio non intero (ad esem-
pio, funzioni costanti o lineari a tratti). In ogni caso, una volta eseguita la scelta, sostituendo le
(1.2-19), (1.2-20) nelle (L.2-17), il s

di equazioni funzionali

stema di equazioni integro-differenziali da luogo al sistema

D 31 €lBa (B @]+ T, €[B,Pg) aP)] + - My, BB, B 8 P)] +

- =

N
+ D M 3B, (R By = E(B) (By) + E(By) (B
e (12-21)

N N
D 31 (BB ()] + 32, LB R aPo)] + D My, 8[B, (P9 8 P)] +
n: n=l

=1

+ D Mo, 8[BA(RY) GoB)] = Bn(Py) iy (B + B(By) 15(By)

Si noti che il ema (L.2-21) & un sistema a incognite discrete, ma in esso le condizioni al

contomo (I.2-13) sono ancora imposte con continuitd in tutti i punti della superficie S. Al fine
di ottenere un sistema algebrico risolvente, occorre evidentemente discretizzare I'imposizione
delle condizioni al contorno in maniera concettualmente analoga a quanto si & fatto con le in-
cognite mediante gli sviluppi (12-20). A questo scopo si introduce una ulteriore successione di
funzioni W,(Ps), dette finzioni peso o funzioni test, di caratteristiche simili alle funzioni base,
ovvero definite su S ¢ ivi integrabili, tra di loro lincarmente indipendenti ¢ tali da costituire su
alari dei due membri di ci

S un i cuna

ieme completo. Si uguagliano poi le componenti

delle (1.2-21) e si moltiplicano i due membri di ciascuna equazione scalare cosi ottenuta per la
generica funzione test W, (Pg), integrandoli poi sulla superficie S. Si ottiene cosi il sistema al-
gebrico lineare complesso non omogenco di 4N equazioni nelle 4N incognite complesse T,

J2n Mip, Ma, (I<n<N)
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{:[JS(PS)M[MS(PS)]:e[EnP)] T

15 )]+ g[Mg (B)|=BE; (P)]

dove ¢[*], b[e]. &[e]. f[*], g[*], T[*] sono funzionali integro-differenziali lineari ¢ omogenei,
aventi natura vettoriale ¢ giacenti sul piano tangente alla superficie S in ogni suo punto Pg. Al

fine di ridurre il sistema (1.2-17) a un sis

ema scalare di pill facile risoluzione, si pud introdur-

tuito da due coordinate curvilinee

re sulla superficie S un arbitrario sistema di riferimento cor
ortogonali x,, X,. Le direzioni coordinate saranno quindi individuate in ogni punto da due ver-

sori reali aventi le seguenti proprieta:

[ R =1
[aaBo =1 12-18)
1y (Pg) *1,(Pg)=0

Le (I.2-18) consentono di adottare per tutti i campi vettoriali tangenti alla superficie rappresen-

tazioni del tipo

T (B) =3, (Ps) iy (Bs) + I, (Ps) a5 (P)
Mg (Pg) = M, (By) iy (Ps) + M(Ps) iy (Ps)
E[E; (P)] = €, (Py) iy (By) + €,(Ps) 5 (P)
[E; (P)] = Ty (B) 0y (Bs) + Ty (By) i1 ()

(1.2-19)

dove J},J,, M, ..... sono funzioni scalari il cui dominio & la superficie S.
1l metodo dei momenti & propriamente un procedimento matematico che consente di con-
vertire problemi integro-differenziali del tipo (I.2-17) in problemi algebrici la cui soluzione

tende a quella del problema originario al i co (normalmente

e di un parametro caratteris

intero), che nel seguito verrd indicato con N. 1l primo passo dell’applicazione di questo meto-

do consiste nell’introduzione di una succe:

sione di funzioni B,(Pg), dette funzioni base, defi-
nite su S ¢ ivi integrabili, tra di loro linearmente indipendenti ¢ tali da costituire su S un in-
sieme completo. Ne segue per definizione che le funzioni scalari incognite J, J,, M, M, pos-
sono essere sviluppate in seric di funzioni base, ¢ quindi, in un certo ordine di approssimazio-

ne, rappresentate mediante gli sviluppi troncati

N N
1B =Y 11, Bo(R) P9 =Y 12 By(By)
n=1 n=1 (1.2-20)

N N
MO =Y My, ByR)  Ma(R)= D My, B,(R)
n=1

n=1
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do semplice. Ci si propone per ora soltanto di ricercare una soluzione della (I.1-22) definita
nellintero spazio sede di mezzo normale omogenco con perdite (¢ > 0), con I'unico vincolo
che la soluzione soddisfi le condizioni di radiazione.

Come primo passo si introdurr il concetto di funzione di Green per il problema conside-
rato. Per definizione, dato un problema differenziale del tipo (I.1-22) si dice una finzione di
Green del problema ogni soluzione del problema stesso in cui il termine noto sia sostituito da
un impulso (o “funzione impulsiva”) di Dirac. Indicata la funzione di Green con il simbolo
G(P1Py), si ha quindi

V2G(P | Py) — 6°G(P | Py) = 8(P — P) (1.1-23)

dove le derivate sono calcolate rispetto a P (cio alle sue coordinate), ¢ Py & il punto in cui &
situata la sorgente impulsiva, detto punto potenziante. Al punto P in cui la funzione viene cal-
colata si riserva la denominazione di punto potenziato. La funzione di Green non & unica, per-
che dipende dalle condizioni al contorno o asintotiche che vengono associate alla (I.1-23); per
gli scopi presenti, ha interesse considerare il caso in cui tali condizioni siano rappresentate da

una condizione di radiazione, che in questo caso si scriverd

lim IP- Py G(P 1Py =0 (L1-24)
1P-Pyl—s00

Per integrare la (L1-23), si osservi anzitutto che la sorgente 8(P — Py) ha simmetria sferica at-

almeno uno

tomo al punto Py. Ne segue che tra gli integrali particolari della (I.1-23) ne esi

che ha lo stesso tipo di simmetria. Introducendo allora un sistema di coordinate sferiche con
origine in Py e coordinata radiale r = IP — Py, questo integrale particolare si pud indicare con
G(r), cosicché dalla (I1-23) per P # Py si ottiene

V2G(r) - 6°G(r) = 0 (L1-25)

ovvero, facendo uso dell’espressione dell’operatore di Laplace in coordinate sferiche

1 d? 2
i [r G®)] - 6°G(r) = 0 (1.1-26)

Posto allora
Z(r)=r G(r) (L.1-27)

I’equazione (I.1-26) diviene
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CAPITOLO I: METODI DI ANALISI

In questo capitolo si svilupperanno procedimenti si

stematici per la determinazione del
campo elettromagnetico sostenuto da distribuzioni di sorgenti interamente situate al finito che
irradiano in un mezzo normale. Si considerera il caso di un mezzo illimitato, omogeneo ¢ non
omogenco. Sotto la prima ipotesi il campo pud essere espresso formalmente in funzione di
campi vettoriali e scalari ausiliari detti potenziali, la cui determinazione & riconducibile all’in-

tegrazione dell’equazione di Helmholtz non omogenea, che pud essere eseguita per quadratu-

re. Nel caso non omogenco il problema pud ancora essere impostato mediante la teoria dei po-
tenziali, ma la sua risoluzione richiede invariabilmente I'impicgo di tecniche numeriche. Lo
studio verra svolto nell'ipotesi di sorgenti ¢ campi sinusoidali, facendo uso dei campi vettoria-

i complessi rappresentativi, indipendenti dal tempo.

L1 INTEGRAZIONE DELLE EQUAZIONI DI MAXWELL IN UN MEZZO NORMA-
LE OMOGENEO

1.1-1 POTENZIALI VETTORI E SCALARI
Si consideri un mezzo normale passivo ¢ omogenco di parametri costitutivi , , ¢ (reali ¢

indipendenti dal punto), con ¢ dovunque positiva. Il mezzo sia sede di una distribuzione di

correnti impresse sinusoidali di pulsazione @, che per ora si supporranno di tipo elettrico, de-
scritte mediante il campo vettoriale complesso rappresentativo J;. Le equazioni di Maxwell

per il campo elettromagnetico complesso assumono allora la forma

(L1-1)

VxH=joeE+];
VxE=—jouH

con g =&+ c/jo. Alle (L1-1) si suppongono associate condizioni asintotiche atte a garantire
P'unicita della soluzione sulla base di uno dei noti teoremi di unicita. Prendendo la divergenza

di ambo i membri della seconda equazione si ottiene
Ve (uH) =0 (L1-2)
La (L1-2) informa che I'induzione magnetica, essendo solenoidale, pud essere espressa come

rotore di un campo vettoriale ausiliario A, cui si dard il nome di potenziale vettore magnetico

(0 potenziale di Ampere). Si ha quindi

H=1lvxa (L1-3)
n
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dove il potenziale F scelta di Lorentz & soluzione dell'equazione di Helmholtz
VF-GF=—¢M; (L1-19)

con condizioni al contomo da dedursi a partire da quelle assegnate al campo.

Infine, il caso pilt generale di mezzo omogenco con entrambi i tipi di sorgenti pud trattar-
si, grazic alla lincarita delle equazioni di Maxwell, mediante sovrapposizione degli effetti. Si
conclude che la it generale espressione del campo elettromagnetico sostenuto da entrambi i

tipi di sorgenti &

(L.1-20)

con A, F scelte di Lorentz soluzioni delle equazioni

VA-c*A= -

(L.1-21)
VF-0°F=—¢M;

11 problema & quindi ricondotto all’integrazione dell’equazione vettoriale di Helmholtz non

omogenea.

1.1-3 INTEGRAZIONE DELL' EQUAZIONE DI HELMHOLTZ NON OMOGENEA CON IL
METODO DELLA FUNZIONE DI GREEN

11 metodo che si seguira per integrare equazioni del tipo (L 1-21) si chiama metodo della
funzione di Green ¢ verrd dapprima illustrato in relazione all’equazione di Helmholtz non o-

mogenea scalare. Se si

sume nello spazio un sistema di riferimento cartesiano, ciascuna del-
le componenti scalari dei potenziali A, F, che verra indicata genericamente con u(P), soddisfa

un’equazione del tipo
V2u(P) - c?u(P) = - s(P) (1.1-22)

dove s(P) (che si chiama anche sorgente del campo scalare u(P)) ¢ una funzione nota del punto

costituita in prati

da una componente cartesiana di J; o di €M, ¢

i suppone localizzata

tutta al finito. Si prescindera per ora dal problema delle condizioni al contorno da associare al-

la (1.1-22) (le quali, come gia detto, andrebbero dedotte a partire da quelle assegnate al campo

clettromagnetico) poiché, come si vedra nel seguito, tale problema pud essere aggirato in mo-
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I(VZG—GZG)dV I(VZG—GZG)dV -

D Dy
= lim Ivzcdv —lim | 6’GdV (1.1-33)
R-0 R0
Dg Dy

Dal momento che in coordinate sferiche & dV = 4m’dr, il secondo integrale all’ultimo membro
della (I.1-33) tende a zero. Indicata con Sy la superficie sferica avente centro in Py ¢ raggio R,

e con il versore della direzione radiale, si ha poi

R-0 R0 R0
Dy Sk

lim IVZGdV= lim |VeVGdV = lim |VGedS (L.1-34)
Dg

avendo applicato il teorema della divergenza. Facendo uso della (1.1-31) si ottiene ancora

L)

lim [VGefdS= lim {mzzﬁ
R—-0

R-0 dr
sk
—4nA lim {RZ[—GM - LT’R)}} = —4nA (11-35)
R-0 R R
In definitiva si ha
I [V3G(PIRy) - G(PIBy)] dV = - 47A @.1:36)

D
¢ quindi I'integrando pud identificarsi con un impulso di Dirac se

1
A=—-— .1-37
4m a )

La soluzione della (I.1-23) soddisfacente la condizione di radiazione (1.1-24) & quindi

p(=cIP-Py))

1
GP Py =— —
E 1R = I1P—P, |

(L.1-38)

Si riscrivano ora le due equazioni di Helmholtz (I.1-22), (1.1-23) attribuendo alle coordinate di

Py il ruolo di variabili indipendenti (il che verra indicato attribuendo il pedice Py agli operatori
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/0]
dr’

-6’Z(r)=0 (L1-28)
il cui integrale generale &
Z(r) = A exp(- or) + B exp(or) (L.1-29)

con A e B costanti arbitrarie di integrazione. Ne segue che I'integrale generale della (I.1-26) &

Gy = A ZREOD , p xR0 (11-30)

Nell'ipotesi che il mezzo passivo sia dissipativo (¢ > 0, Re(6) > 0), I'unico integrale partico-

lare della (1.1-26) che soddisfa la condizione di radiazione & quindi

G =

A SXPCOD) _ exp-aIP—Ry) Wi
T

1P~ Pyl

La costante A va ora determinata in modo che la (L 1-31) soddisfi I' cquazione di partenza (L1-
23) anche per P = Py, A tale scopo si ricordi che I'impulso di Dirac si pud considerare definito

dalle due seguenti proprieta:

8(P—Py)=0 seP %P,

J‘S(P*Pu)dV:I seByeD (¢132)
D

essendo D un qualunque dominio tridimensionale di cui Py & punto interno. La prima delle
(L.1-32) informa che la sorgente & localizzata in Py. La seconda mostra che essa & singolare in
Py (altrimenti il valore dell’integrale sarebbe nullo), ¢ precisa la natura di tale singolarita. Poi-

ché la prima delle (L.1-32) & senz’altro soddisfatta dalla funzione V?G — 6°G quando G & e-

spressa dalla (L1-31), resta da vedere se & possibile scegliere la costante A nella (L1-31) stessa
in modo tale che la medesima funzione soddisfi anche la seconda delle (L1-32). Anzitutto si
osservi che la (L.1-31), cosi come I'impulso di Dirac, ha una singolarita in Py. Si consideri poi
un dominio sferico Dy con centro in Py ¢ raggio R piccolo quanto si vuole (¢ comunque abba-
stanza piccolo talché risulti Dy < D), ¢ si integri su D il primo membro della (L1-23). Dal

momento che nel dominio D — Dy, la funzione integranda ¢ nulla, si ottiene
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Sostituendo la (L1-3) nella seconda delle (L 1-1) ¢ riordinando si ottiene

VX (E+joA)=0 (L1-4)
la quale mostra che il campo vettoriale E + joA, essendo irrotazionale, si pud esprimere come

il gradiente di una funzione scalare arbitraria che verri indicata con —¢, dove @ prende il no-

me di potenziale scalare elettrico. Dalla (L 1-4) si ottiene allora
E=-Vo-joA (L1-5)

Ogni arbitraria determinazione del potenziale scalare @ (purché soddisfacente opportuni requi-
siti di regolaritd) costituisce una scelta (gauge). E’ peraltro ovvio che il campo, che & unico

per ipotesi.
re magnetico corrispondente a una scelta @, per la (I.1-5) il potenziale vettore A, corrispon-

deve essere invariante rispetto alla scelta. Ne segue che se A ¢ il potenziale vetto-

dente a una divers

celta @, deve essere dato da
1
A=A+ EV(KP. —¢) (L1-6)

Ne segue che A & determinato a meno di un gradiente, come deve essere, per la (I1-3), al fine
di garantire I'invarianza di H. La (L1-6) & nota come trasformazione della scela. Facendo uso

della prima delle (L1-1) e della (I1-3), all’intensitd di campo elettrico si pud anche dare

I'espressione
g YxH L _VxVxA wn
joee  joe  joue.  joe

Uguagliando la (I.1-5) e la (I.1-7) si ottiene un’ equazione differenziale cui devono soddisfare i

potenziali A, ¢:
VxVxA-pJ;=— joue Vo + o’ue A (L1-8)

Riordinando la (11-8) e utilizzando la definizione di operatore di Laplace vettoriale (V x V x

=-V2 4 VVe), la (L1-8) pud essere riscritta nella forma
VA - G*A=—J; + V(V * A + jope,0) (L1-9)

dove 6 ¢ la costante di propagazione intrinseca del mezzo omogenco. La (L1-9) & un’cqua-

zione formalmente assai complicata. Va tuttavia osservato che per Iarbitrarieta del potenziale
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naturale estensione al caso dinamico dei corrispondenti potenzi Si considerino infatti
una distribuzione di corrente elettrica stazionaria J;y € una distribuzione statica di carica elet-
trica p,, e si indichino con Ay, @, rispettivamente il potenziale vettore magnetostatico e il po-
tenziale scalare clettrostatico che tali distribuzioni sostengono. Come & ben noto, Ay, @, sod-

disfano le equazioni di Poisson

VZAy= — iy
Vo= - % @115

E’ immediato riconoscere che le (I.1-15) rappresentano il limite delle equazioni di Helmholtz
(L1-11), (L1-13) per ® — 0.

1.1-2 ESPRESSIONI GENERALI DEL CAMPO ELETTROMAGNETICO

La discussione svolta nel paragrafo precedente porta alla conclusione che, in una regione
oomogenea in cui vi siano solo sorgenti elettriche, utilizzando un potenziale vettore magnetico
A scelta di Lorentz I'integrazione delle equazioni di Maxwell puod essere ricondotta alla de-

terminazione di A come soluzione dell’equazione
VA-c*A= - (11-16)

con condizioni al contorno da dedursi a partire da quelle imposte al campo elettromagnetico.

Una volta trovato A il campo elettromagnetico ¢ espresso dalle (1.1-7), (I.1-3):

VxVxA
joue,
H=Lvxa
W

(L1-17)

Nel caso di mezzo omogenco sede di sole sorgenti magnetiche impresse di densita M, il
campo pud essere determinato mediante un procedimento analogo, oppure applicando diretta-
mente ai risultati il teorema di dualita. Indicando con F (potenziale vettore elettrico o poten-

ziale di Fitzgerald) la grandezza duale di A, si ottengono per il campo elettromagnetico le e-

spression
'
E--L VxF
&
po VXVXE M €Ly

joue, jou
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scalare elettrico, & sempre lecito definire ¢ mediante la condizione di Lorentz
Ve A=—joueo (L1-10)

il cui significato & evidentemente quello di far scomparire Iultimo termine a secondo membro

della (I.1-9). In tal modo I"equazione per A diviene
VA-c’A=—ul; (L1-11)
ciod un’equazione vettoriale di Helmholtz non omogenea il cui termine noto & semplicemente

proporzionale alle sorgenti impresse. La (L1-3) ¢ la (L1-7) consentono di calcolare il campo

clettromagnetico a partire dalla soluzione della (I.1-11). Si noti che la (I.1-7) & ricavata diret-

tamente dalla prima delle (L1-1), la quale & quindi automaticamente soddisfatta. Daltra parte,
se A soddisfa la (L.1-11) vale anche la (L1-5). Prendendo il rotore dei due membri di quest’ul-
tima ¢ utilizzando la (I1-3) si ottiene la seconda delle (L1-1). Dunque il procedimento di riso-
luzione garantisce a priori che le equazioni di Maxwell sono soddisfatte per qualunque solu-
zione della (L1-11).

Ricordando Iequazione della divergenza
v.E=% L1-12)

valida in un mezzo omogeneo, ¢ facendo uso in essa della (1.1-5) ¢ della (1.1-10), si ottiene

L
€

Vio-clp=— (@L1-13)
Anche il potenziale scalare elettrico soddisfa dunque un’equazione del tipo della (L1-11), ov-
viamente scalare. Anche per la (I.1-13) il termine noto pud essere semplicemente espresso

mediante le sorgenti impresse, in quanto in regime sinusoidale ¢ in un mezzo omogeneo si ha

p__VeJ;
€ joe,

(L1-14)

©

I potenziali A, ¢ definiti dalla condizione di Lorentz (L 1-10) ¢ soddisfacenti le equazioni di
Helmholtz (L1-11), (L.1-13) si dicono scelte di Lorentz. L’impicgo di questi particolari poten-

ziali offre un vantaggio oper:

tivo notevole, in quanto le (I.1-11), (I.1-13) possono essere inte-
grate per quadrature, come si vedra nel seguito. Una proprietd concettualmente rilevante dei

potenziali scelte di Lorentz ¢ inoltre costituita dal fatto che essi possono considerarsi come la
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quanto stabilito nel paragrafo precedente, Iostacolo (ciot la disomogeneita del mezzo) pud es-
sere soppresso (ponendo €, = €, |1, = L, ¢, = ¢) senza alterare il campo (E, H), purché nella re-
gione V si imprima una distribuzione di correnti di polarizzazione (J, M) le cui densita sono

definite dalle (I.2-4) che in questo caso si riducono a

jo(e, —€)E®P)
M,(P) =jo (1 — ) HEP) (12-8)

Nel mezzo reso omogeneo le equazioni di Maxwell per (E, H) sono allora le (1.2-5), cosicché
dal principio di sovrapposizione degli effetti si conclude immediatamente che il campo diffuso
(E. Hy) non ¢ altro che il campo sostenuto in tale mezzo dalle correnti di polarizzazione (Jy,,
M), e soddisfacente le condizioni di radiazione.

Ai fini del calcolo del campo nella regione esterna a S si fara riferimento al problema re-
50 omogeneo in tutto lo spazio, descritto dalle (1.2-5). All’esterno di S il campo (E, Hy) dovu-
to alle correnti di polarizzazione (tutte localizzate entro S) pud essere calcolato mediante il te-
orema di equivalenza. Infatti, in questa regione esso coincide con il campo sostenuto da due

distribuzioni di correnti superficiali impresse sulla superficie S, aventi densita lineari

Is(Bs) = x Hy(R) 129
Mg (Py) =E((%) x i

dove fi ¢ il versore normale alla superficie orientato verso I'esterno ¢ Pg €S. Le (1.2-9) sono le
correnti superficiali su S equivalenti alle correnti di polarizzazione (JP, MP) distribuite entro
S, ai fini del calcolo del campo da esse sostenuto all’esterno della superficie. Per le (I.1-48),
(I.1-50) il campo elettromagnetico nella regione esterna a S, che si indichera con (E', H'), &

quindi esprimibile tramite le (I.1-20) a partire dai potenziali vettori

expl-olP - Ry))

.
o+ 2 [asw
[P =By 4n H

e [
a®=L (e
Vi

expl-olP - 7))

[P Py

= o [uy
e L
Vi

Si noti che per entrambi i potenziali (I.2-10) il primo componente al secondo membro & noto,
mentre il secondo & incognito in quanto contiene le densita di corrente (I.2-9), che non sono
note a priori, ¢ giocano il ruolo di incognite ausiliarie del problema.

Ai fini del calcolo del campo nella regione interna a S si procedera ancora in base al teo-

rema di equivalenza (che vale anche in mezzo non omogeneo) considerando la situazione di

partenza ¢ introducendo le sorgenti superficiali su S equivalenti alle sorgenti (J;, My) situate
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cioe le correnti di polarizzazione si riducono alle ordinarie correnti di conduzione del condut-
tore metallico.

Naturalmente in generale il problema trasformato (I.2-5) non & pitt semplice da risolvere
del problema assegnato (L.2-1), in quanto le (1.2-4) sono funzioni del campo incognito, ¢ quin-
di incognite a loro volta, salvo che in alcune situazioni particolari (si veda ad esempio il par.

1I1.2-2) in cui considerazioni di carattere fi:

o consentono di dare una ragionevole stima a
priori delle correnti di polarizzazione. Di norma, tuttavia, le correnti di polarizzazione devono
essere calcolate, ¢ I'interesse delle (L2-5) consiste nel fatto che la teoria dei potenziali svolta
nel par. L1 consente di sviluppare un procedimento del tutto generale per la loro determina-

zione.

1.2-2 SCATTERING DA OSTACOLO OMOGENEO
Come prima applicazione del concetto di correnti di polarizzazione, si trattera ora una

importante cl:

e di situazioni comunemente note come problemi di scattering (dall’inglese

“to scatter”, letteralmente “sparpagliare™). La problematica di base (calcolo del campo in una

regione non omogenca) & la stessa che & gia stata impostata nelle sue linee concettuali nel pa-

ragrafo precedente. In questo paragrafo s

approfondira ulteriormente I’argomento illustrando
un metodo di analisi avente carattere operativo, che conduce sistematicamente alla determina-

zione delle correnti di polarizzazione nel c:

in cui la disomogeneita sia costituita da una re-

gione limitata all’interno della quale i parametri costitutivi del mezzo sono costanti.

ivo avente conducibili-

Si supponga che I'intero spazio sia sede di un mezzo normale pas

ta elettrica positiva in tutti i punti. Sia assegnata in V,,, una distribuzione di correnti elettriche ¢

magnetiche impresse (J;, Mj), situate tutte al finito in una regione limitata V. (antenna trasmit-
tente). Si supponga inoltre che il mezzo sia omogeneo con parametri costitutivi €, W, ¢ costanti
rispetto al punto, salvo che in una regione limitata V, disgiunta da V, avente per contorno una
superficie regolare chiusa S. In V i parametri costitutivi del mezzo abbiano valori €, ;, ¢;,
costanti entro V ma diversi da €, y, c. Alla regione V si dard convenzionalmente il nome di
ostacolo (o scatterer). Sia (E;, H;) I'unico campo elettromagnetico sostenuto in V., dalle sor-
genti (J;, M) in assenza dell’ostacolo, e soddisfacente le condizioni di radiazione di Sommer-
feld. A (E;, Hy si dara il nome di campo incidente. 1l campo incidente pud essere calcolato
con il procedimento discusso nel par. L1, e sard quindi trattato come una quantita nota. Il pro-
blema consiste nella determinazione del campo clettromagnetico (E, H) sostenuto dalle sor-
genti assegnate in presenza dell’ostacolo, e soddisfacente le condizioni di radiazione. Come

primo passo si introdurra la scomposizione
(E, H) = (E;, H + (E, Hy) (12-7)

in cui (E;, Hy) si dira campo reirradiato o diffuso (scattered field). D’altra parte, secondo
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duttore elettrico perfetto. In questo caso, come si & gia detto, le correnti di polarizzazione si
riducono alle correnti di conduzione, le quali sono puramente superficiali per essere il condut-
tore perfetto. Poiché non vi sono correnti all’interno del conduttore, le correnti equivalenti

(1.2-9) coincidono con le correnti di polarizzazione e valgono

Js(Ps)=h x Hy(Ps) 12-14)
Mg(Ps) =0

Inoltre il campo elettromagnetico & nullo all’intemo dell’ ostacolo, ¢ il componente tangente di

H ¢ discontinuo attraverso la superficie S, per cui le (I.2-13) si riducono all’unica condizione

AxE'(P)xna=0

xE'(Pg) x 12-15)

VPeS

ciod a un’unica equazione risolvente nell’unica incognita Jg(Ps).

1.2-3 RISOLUZIONE NUMERICA CON IL METODO DEI MOMENTI

Come gia si & accennato, ciascuno dei potenziali (I1.2-10), (I1.2-12) & espresso come la
somma di un componente noto, che dipende linearmente dalle correnti impresse (J;, My o dal
campo incidente, ¢ di uno incognito, che dipende lincarmente dalle incognite ausiliarie (L.2-9).
Quando i potenziali si utilizzano tramite le (I.1-20) per determinare il campo eletromagnetico,
per quest’ultimo vale automaticamente la stessa proprietd. Si possono quindi adottare per le

intensita di campo sia all’interno sia all’esterno della superficie scomposizioni del tipo

E'(P)=Eg'(P)+Ey'(P)
E"(P)=Eg"(P)+Ey"(P)
H'(P)=Hy'(P)+ Hy'(P)
H"'(P)=Hg"(P)+Hy"(P)

(1.2-16)

dove il pedice “K” sta per “noto” ¢ il pedice “U” per “incognito”. Si pud inoltre osservare che
applicando le (L1-20) ai componenti noti dei potenziali (L2-10) si ottiene il campo incidente,
il quale compare direttamente nei componenti noti dei potenziali (L.2-12). Tenendo conto della
natura delle (L.1-20) si pud allora concludere che i componenti noti dei campi (L2-16) sono
funzionali integro-differenziali lincari ¢ omogenei del campo incidente (che & noto), mentre i
componenti incogniti sono funzionali integro-differenziali lincari ¢ omogenei delle correnti
(1.2-9). Raggruppando a secondo membro delle (I2-13) i termini noti ¢ introducendo notazioni
simboliche per i funzionali, le (L2-13) stesse si possono scrivere come un sistema di due equa-

zioni integro-differenziali vettoriali lineari non omogence del tipo
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all’esterno della superficie (in questo caso le uniche sorgenti che agiscono nell'intero spazio)

ai fini del calcolo del campo all’interno di essa. Queste sorgenti sono espresse da

Js" (Pg) = (—) x H(Pg) = H(Py) x i =

= [H;®) + Hy(Py)| x 1= Hy(By) x i~ Js(By)
M" (Pg) = E(Py) x (—h) = fi x E(Py) =

=i X [Ey(By) + Eg(Py)] = x Ey(Pg) ~Mg(Ry

(L.2-11)

1l campo elettromagnetico nella regione interna a S, che si indichera con (E", H"), ¢ quindi
esprimibile tramite le (L.1-20) a partire da potenziali vettori del tipo

Ps‘)

—o, [P
An®= B ey “"(‘Pli‘
5

ds—

CXP(*UI ‘P o Ps‘)

[P -y

ds—

i
b JJS(PS) as

(12-12)
wpy— B [ay B expl=o, P — Py))
)= & anxE.(Ps) P
_ B _[MS(PS) CXP(*“IP”PSD ds
dn g [P —Bg

dove o, ¢ la costante di propagazione intrinseca del mezzo che risiede all'interno di S. Anche
per i potenziali (L2-12) il primo componente al secondo membro & noto, mentre il secondo &
incognito in quanto contiene le densita di corrente (1.2-9).

11 problema si pud ora risolvere esprimendo formalmente il campo clettromagnetico nelle
duc regioni tramite i potenziali (1.2-10), (I.2-12), ¢ imponendo le condizioni di continuita dei

componenti tangenti sulla superficie S nella forma

A XE'(Py) xfi=h xE"(Bs) x i
A xH'(Pg) xfi=h x H" (P x i (12-13)
VBeS

Si ottiene cosi un ma di due equazioni integro-differenziali

ppiate nelle densita di
corrente incognite J(Ps), Mg(Pg). In generale un simile sistema pud essere risolto soltanto per
via numerica, trasformandolo in un sistema algebrico approssimativamente cquivalente. Que-
sto risultato puo essere ottenuto con diverse tecniche, una delle quali, nota come metodo dei
momenti, sara discussa nel prossimo paragrafo.

Per concludere si trattera brevemente il caso di un ostacolo costituito da un mezzo con-
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{V x H(P) = joe, (P) E(P) + J; (P) a2

V x E(P) = —jou(P) H(P)~M;(P)

Alle (1.2-1) si suppongono associate condizioni asintotiche atte a garantire I'unicita della solu-
zione sulla base di uno dei noti teoremi di unicitd. Si consideri ora un punto di riferimento P,

situato al finito, e si riscrivano le (I.2-1) nella forma equivalente

{v X H(P) = joe, (P,) E(P) + jo, (P) E(P) - joe, (P,) E(P) +J;(P) @25
V x E(P) =—jou(P,) H(P)— jou(P) H(P)+ jou(P,) H(P)—M;(P) ’
Introducendo le definizioni
eq=£c(P) 123
e =p(P)
J,(P) = jole.(P) - e, JEP)
L2-4
M, () = jolu(P) -, JHEP) (=
alle (L.2-1) si pud dare la forma
V x H(P) = joe, E(P)+J;(P)+J, (P) 55
jou, H(P) - M; (P) - M, (P) .

Sebbene le (1.2-5) siano state dedotte dalle (I.2-1) con un mero artificio formale, esse sono su-

scettibili di una importante interpretazione fisica. Osservando infatti che le densita di corrente

J,(P), My(P) compaiono formalmente nelle (12-5) come se fossero delle correnti impresse ¢
che i parametri costitutivi (I2-3) sono costanti, si pud affermare che un generico problema in
mezz0 non omogenco si pud ridurre a un problema in mezzo omogenco di parametri costituti-
Vi (1.2-3) purché si considerino come sorgenti del campo, oltre alle densita di corrente ¢
gnate J(P), M;(P) anche le densita di corrente J,(P), M,(P) definite dalle (2-4). Poiché que-

ste ultime tengono conto degli effetti di polarizzazione elettrica ¢ magnetica che avevano sede

nel mezzo non omogenco originariamente assegnato, ad

i da il nome di correnti di pola-
rizzazione. Si noti che nel caso che la disomogeneita sia costituita da un buon conduttore elet-
trico immerso in aria o nel vuoto, prendendo il punto di riferimento in aria dalle (1.2-4) si ot-

tiene

Jp(P)=c(P) E(P)
M, (P)=0
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procedendo alla velocita v, Per questo motivo i potenziali vettori introdotti nel par. I.1-4 sono
comunemente noti come potenziali ritardati. Questo carattere di potenziali ritardati garantisce
la causalita del fenomeno elettromagnetico, ovvero il fatto che gli effetti clettromagnetici
(cioé il campo) hanno sempre luogo in ritardo nel tempo rispetto alle cause che Ii hanno gene-
rati (cioé le sorgenti). Considerazioni simili si possono svolgere per il potenziale vettore ma-
gnetico dovuto a correnti superficiali ¢ lineari ¢ per il potenziale vettore elettrico. Nel caso di
sorgenti clettriche elementari superficiali e lineari, il potenziale vettore magnetico & ancora e-

spresso dalla (I.1-54), con momenti

M =Jg(Pg) dS
(L.1-58)
= 1,(P)R(P,)d(

Nel caso di sorgenti magnetiche, il potenziale vettore clettrico F & sempre la sovrapposizione

di contributi elementari del tipo

j—; ) 7%1»(;:12;% b L1-59)
ciascuno relativo a una sorgente magnetica elementare di momento (magnetico)

£=M(Py) dV,

£ =My(Py) dS (L.1-60)

£0=M,/(P)(P,)dl

per sorgenti volumetriche, superficiali ¢ lineari, rispettivamente.

1.2 INTEGRAZIONE DELLE EQUAZIONI DI MAXWELL IN UN MEZZO NORMA-
LE NON OMOGENEO

1.2-1 CORRENTI DI POLARIZZAZIONE
Si consideri un mezzo normale passivo non omogenco di parametri costitutivi reali ¢ dipen-
denti dal punto £(P), jL(P), ¢(P), con ¢ dovunque positiva. Il mezzo sia sede di una distribuzio-

ne di correnti impresse sinusoidali elettriche e magnetiche di pulsazione @, descritte mediante

i campi vettoriali complessi rappresentativi Ji(P), My(P). Le equazioni di Maxwell per il cam-

po clettromagnetico complesso assumono la forma
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siderera per riferimento la grandezza

exp(-olP-R)

IV, .1-53
P-pyl 0 (@.1-53)

_mqy
AP = £ VIJ.(PU)

fermo restando che quanto si dira & valido anche per le altre determinazioni dei potenziali ma-
gnetico ed elettrico. E’ evidente anzitutto che la (1-53) pud considerarsi un’applicazione del
principio di sovrapposizione degli effetti, nel senso che il potenziale in P risulta espresso come
somma di contributi del tipo

exp(—GIP-Py) _ W o exp(-GIP—Pyl)

W
£ 50y av, =L 154,
an MO0 NV TR =™ e E159

ciascuno relativo a una sorgente elettrica elementare (ciod puntiforme) situata in un punto P,

della regione in cui sono impresse le sorgenti. Il vettore complesso
£l = J(Py) dV = Sl +j M, (L1-55)

si chiama momento (elettrico) della sorgente clementare, ¢ ne definisce I'intensita, 1’orien-
tazione nello spazio ¢ la polarizzazione. I vettori reali £81;, M, rappresentano la parte reale e
immaginaria di 1, rispettivamente. Essendo la sorgente (I.1-54) puntiforme, il suo contributo
al potenziale & essenzialmente espresso dalla funzione di Green (L 1-38), moltiplicata per il
momento ¢ per il coefficiente —y, che compare a secondo membro della (L1-11). Si ponga ora

per comodita formale r = [P — Pl ¢ si consideri il vettore istantaneo reale associato al vettore

complesso (L1-54), la cui espressione &
L xR |y cos(ot — Br) — £y sen(ot — Br)] (L1-56)
T T
avendo posto, come di consueto, & = -+ jB. Si noti inoltre che si pud scrivere

(L.1-57)

dove v, & la velocita di fase intrinseca del mezzo omogeneo. Per r = 0 la funzione (L1-57) si

riduce a cos @t, per cui si pud affermare che in un generico punto P ciascuno dei contributi c-
lementari al potenziale in P risulta sfasato in ritardo nel tempo, rispetto al punto Py in cui &

stato generato, di un intervallo At = r/v, , pari al tempo necessario a percorrere la distanza r
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funzione G(P | Py) ¢ del suo gradiente. Contemporancamente, la regione V, tende all’intero
spazio, che sard indicato con il simbolo V.. Si conclude quindi che una soluzione della (L1-

22) valida nell’intero spazio e soddisfacente la condizione di radiazione di Sommerfeld &

eXPCOIP-RD 4

(L.1-43)
IP—Py |

1
up) = — [sey
V.

Dal momento che per ipotesi la sorgente si suppone localizzata tutta al finito, nella (I1-43) il
dominio di integrazione si riduce di fatto alla regione limitata V in cui & diversa da zero la
funzione s(Py).

Si consideri ora I’equazione vettoriale di Helmholtz non omogenea
V2U(P) - 6*U(P) = - S(P) (L1-44)
che & del tipo delle (I.1-21) cui soddisfano i potenziali vettori scelte di Lorentz. La sorgente

(vettoriale) S(P) si

della (L. 1-44) valida nell'intero spazio ¢ soddisfacente la condizione di radiazione

localizzata tutta al finito. Si supponga di voler determinare una soluzione

lim 1P-P I UP)=0 (L.1-45)

[P-Ry[>ee

essendo Py un punto fisso qualunque situato al finito (ad esempio nella regione in cui & loca-

lizzata la sorgente). Proicttando la (I.1-44) sugli assi di un sistema di riferimento cartesiano or-

togonale, si ottengono tre equazioni scalari simili alla (I.1-22), ciascuna delle quali ammette

una soluzione della forma (I.1-43). Combinando linearmente i versori degli cartesiani con

coefficienti di combinazione espressi da tali soluzioni, si ottiene una soluzione del tipo

exp(—GIP=By )

dV, .1-46
P_ByI o (.1-46)

1
ue) = va S

la quale soddisfa la (.1-44) ¢ la condizione (1.1-45). Al solito, nella (1.1-46) il dominio di in-

tegrazione pud essere ridotto alla regione limitata V in cui & diversa da zero la sorgente S(Py).

1.1-4 INTEGRAZIONE DELLE EQUAZIONI DI MAXWELL IN UNA REGIONE ILLIMITATA

Si supponga che I'intero spazio V., sia sede di un mezzo normale passivo ¢ omogenco di
parametri costitutivi €, 1, ¢, con ¢ > 0 in tutti i punti. Si vuole determinare il campo elettroma-
gnetico (E, H) sostenuto in V,, da una distribuzione nota di correnti impresse (J;, M;) situate

tutte al finito, e soddisfacente le condizioni di radiazione di Sommerfeld
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differenziali), e trattando P come un punto fisso

V3,u(By) = u(Pg) = = s(Py)

(1.1-39)
V5,G(P| By) —67G(P1Py) = 5(P — Py)

Moltiplicando i due membri della prima delle (L.1-39) per G(P | Pg) ¢ i due membri della se-

conda per u(P), e quindi sottraecndo membro a membro, si ottiene
u(Py) 8(P ~ Py) = = G(P 1 Py) s(Py) + u(Py) Vi, G(P|Py) ~G(P IPg) Vi u(®) ~ (L1-40)

Sia ora V,, una regione limitata invariante nel tempo avente per contorno una superficie regola-
re chiusa S, contenente P al proprio intemo. Integrando i due membri della (I.1-40) su V, ri-

spetto a Py (ciod rispetto alle sue coordinate X, ¥y, Zg) si ottiene

u®) = - [GEIPY SRy aVy +
V,

+ _[ [upy V3,G®| Ry - GPIPy Vu®y)]dV, (L1-41)
Ve
dove si & posto dV, = dx, dyg dzy e si & fatto uso della proprieta di vaglio dell’impulso di Di-
rac. Ricordando la (I.1-38) ¢ facendo uso a secondo membro della (I1-41) della seconda iden-
titd di Green (ciod applicando il teorema di Gauss al campo vettoriale uVp,G — GVp,u), alla

(L1-41) si pud dare la forma

exp(—GIP=By )

dvy +
IP—P, |

e = = [y
Ve

o [ [u) Ve G 1P -G 10 V@] + i ds, w14)
S.

dove f ¢ il versore normale a S, orientato verso Iesterno.
Dal punto di vista operativo la (I.1-42) permette di trovare u(P) note che siano le sorgenti
s(P) nonchg i valori che u(P) e la sua derivata normale assumono nei punti della superficie S,
che delimita la regione V.. La risoluzione della (I.1-22) in una regione limitata richiede quindi,
almeno in linea di principio, la conoscenza di questi valori al contorno. Si noti tuttavia che se
si fa tendere all' infinito la distanza di tutti i punti della superficie S, dal punto fisso P, suppo-

sto al finito, I'integrale superficiale tende a zero a causa del decadimento esponenziale della
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dove & & I'impulso di Dirac e n un’ascissa misurata nella direzione normale a S' in Pg, con ori-

gine sulla superficie. Sostituendo le (I.1-49) nelle (I1-48) ¢ utilizzando la propricta di vaglio

dell’impulso si ottengono le espressioni dei potenziali vettori sostenuti dalle correnti impresse

superficiali:
W J‘ exp(-=c1P—P )
AgP) = — Pg) ————=—dS
s(P) 7P Js(Ps) Y]
&
(I.1-50)
€ exp(—GIP—P )
Fg(P) = = J‘M —=ds
5P = 2 5(Ps) o
5

Analogamente, date due distribuzioni di correnti lincari T,(P ), M,(P,) impresse lungo una li-
nea regolare £ invariante nel tempo, tutta intena a V, le densita di corrente ordinarie (tridi-
mensionali) corrispondenti a questi due campi di corrente lineare si possono esprimere nella

forma

Ji(Py) =1,(P) (P,) 8(n;) 8(n,)
M; (Py) =M, (B,) %(P,) 8(ny) 8(n5) (L1-51)
Pt

dove #(P;) ¢ il versore tangente alla linea £in P e ny, ny sono ascisse misurate in due direzio-
ni perpendicolari a (in P, ¢ perpendicolari tra loro, con origine sulla linca. Sostituendo le (L1-
51) nelle (I.1-48) ¢ utilizzando due volte la propricta di vaglio dell'impulso si ottengono le c-

spressioni dei potenziali vettori sostenuti dalle correnti impresse lineari:

_n . exp(-6IP—P; 1)
A = 2 J‘I[(P[)I(PI)i'P*E' ac
(1.1-52)
P < & exp(-olP-P,)

L [mepae,
nJ PO TR

Le espressioni del campo ottenute tramite le (1.1-20) a partire dalle (I.1-50), (I.1-52) sono vali-
de in tutti i punti dello spazio salvo quelli appartenenti a S', {, rispettivamente, i quali ultimi

sono punti di discontinuita di componenti del campo.

1.1-5 INTERPRETAZIONE FISICA DEI POTENZIALI
Le espressioni (L1-48), (I.1-50), (11-52) dei potenziali vettori scelte di Lorentz si presta-

no ad una importante interpretazione fisica che verra illustrata nel presente paragrafo. Si con-
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lim IP—B| E(P)=0

|P-Ry|>ee

(L1-47)
lim PP HP)=0

|P=Py| o0

essendo Py un punto fisso qualunque situato al finito (ad esempio nella regione in cui sono lo-
calizzate le sorgenti). Le considerazioni svolte nel paragrafo precedente forniscono la soluzio-
ne di questo problema in maniera immediata. Si consideri infatti il campo clettromagnetico
espresso dalle (I.1-20) in funzione dei potenziali vettori magnetico ed elettrico soluzioni delle
(L1-21). Facendo uso della (L 1-46), si pud senz’altro affermare che due soluzioni delle (L1-

21) soddisfacenti condizioni asintotiche del tipo (I.1-45) sono

exp(—cIP=By )

av,
IP—P, | 2

My
ap) = £ VIJ.(PU)

(L.1-48)

—GIP-Pyl
Fp) = Lo IMi(P«)) eXpGIP—RyD av,
T PRyl
v

essendo V la regione limitata in cui sono localizzate le sorgenti. Le (I.1-48) sono le espressioni
esplicite dei potenziali vettori scelte di Lorentz per il problema considerato. T potenziali (L.1-
48), e quindi anche le loro derivate rispetto alle coordinate spaziali, soddisfano condizioni a-
sintotiche del tipo (L1-45) in virtd del decadimento esponenziale del fattore exp(— GIP — Pyl).
Ne consegue che le espressioni di E, H, dedotte dalle (I.1-48) tramite le (I.1-20), soddisfano le
condizioni di radiazione (L.1-47). Per il teorema di unicita per il campo clettromagnetico com-
plesso in una regione illimitata si pud allora concludere che il campo elettromagnetico (E, H)
cosi determinato costituisce I'unica soluzione delle equazioni di Maxwell nelle condizioni
considerate.

Tnfine si pud osservare che alcune delle sorgenti impresse possono essere rappresentate
matematicamente, in genere a scopo di semplificazione formale, mediante distribuzioni di cor-
renti superficiali o lineari. Si consideri ad esempio il caso di distribuzioni di correnti superfi-
ciali di densita lineari Jg(Ps), Mg(Ps), impresse su una superficie regolare §' invariante nel
tempo, tutta interna a V. Le densita di corrente ordinarie (tridimensionali) corrispondenti a

questi due campi di corrente superficiale si possono esprimere nella forma

Ji(By)=Js(Ps) 8(n)
M; (Py) = Mg (Ps) 3(n) (1.1-49)
Pses'





