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20 Correnti rapide in moto stazionario

A[1 + tan? ()] — U2[cos(8) tan(p) —sin()]? = 0

2 _ [cos(6) tan(g) — sin() 2
wo 1+ tan?(g)

= cos*()[cos(0) tan(¢) —sin(0))* =

= [cos(8) sin(p) — cos( ) sin(8)]? = sin*(p — 0)

2
Cm = sin?(p — 0) (3.20)
Indicato con g = ¢ — 6 I'angolo che il fronte forma con la direzione della corrente
(vedi Figura 3.1) ed essendo F = U/c, la precedente relazione fornisce il seguente
legame tra il numero di Froude e la direzione del fronte

sin(B) = ié - i% (321)

E tuttavia importante osservare che la soluzione nel piano fisico fa riferimento a
un fronte elementare, eventualmente appartenente a una successione di fronti come
nel caso del ventaglio di espansione. Per i fronti di altezza finita le relazioni appena
trovate non valgono; in questo caso, una soluzione approssimata per determinare la
direzione dei fronti ¢ illustrata nel paragrafo 3.2.

3.2 Procedimenti, grafico e analitico, per la ricostruzione
del campo di moto

Si illustrano in questo paragrafo due diverse procedure per la ricostruzione del cam-
po di moto. La prima, indicata come procedimento grafico, ha il pregio di una maggiore
chiarezza e semplicita nel determinare la successione di passi da compiere nel procede-
re con la soluzione; la seconda, indicata come procedimento analitico, @ meno laboriosa e
fornisce indicazioni quantitative generalmente piti accurate.

3.2.1 Procedimento grafico per la ricostruzione del campo di moto

1l parametro ¢ espresso dalla (3.15) pud essere riscritto in termini di velocita adimensio-
nale. Tradizionalmente, la velocita & resa adimensionale utilizzando, come velocita di
riferimento, quella che si avrebbe se I'energia H, che caratterizza la corrente e che, si ri-
corda, & assunta costante, coincidesse con la minima energia posseduta dalla corrente.
Con questa assunzione si ha

3 w H w2
BIS =G o Bl 25
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6 Correnti rapide in moto stazionario

Energia rispetto al fondo costante nel campo di moto. Un’ipotesi, abbastanza ben
verificata, consiste nell’assumere che il campo cinematico medio sulla verticale sia ca-
ratterizzato dalla proprieta di essere irrotazionale. Utilizzando la condizione di irrota-
zionalita (9u/dy = dv/0x) nelle equazioni (2.1), ed indicando con U il modulo della
velocita, si trova

3_‘/-,1(“3_” %),,l@a_u,,a_” ~,_(13_“2+1£)-
3y7 7 ox Y o g Y Y o g\20ay 209y 7
_ 19 (n, 5 _ 100 3 u2)
] S T R
El u? El u?
< i PO N = Vo D
ax(y+2g> 0 By(y+2g> 0 (2.3)

che garantisce la costanza dell’energia H = Y + U?/2g in tutto il campo di moto.

2.1 Analogia idro-gasdinamica

Le equazioni (2.1) e (2.2) che governano il moto bidimensionale di una corrente a su-
perficie libera nell'ipotesi di fluido perfetto, mostrano una interessante analogia con
le equazioni di Eulero che governano il moto piano di fluido perfetto e comprimibile.
Queste ultime sono

w o (en on

ax - P y

ap 95 90

5 = () o=
dpit | v

SR T @

in cui p & la pressione e p la densitd. Per rendere definito il problema, a queste tre
equazioni nelle variabili 7, 3, p, p, va aggiunta I'equazione di stato che lega pressione e
densita

Pk
o

in cui n & I'esponente della trasformazione politropica e k una costante.

(2.6)
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Premessa

Nel caso di correnti rapide, come si vedra, la trattazione unidimensionale & spesso
insoddisfacente in quanto il moto che si sviluppa in un canale, soprattutto in prossi-
mita di variazioni geometriche o di portata, mostra frequentemente caratteri almeno
bidimensionali.

Ormai, come & noto, la modellazione matematico-numerica consente di risolvere
agevolmente la maggior parte dei problemi che ricadono nell’ambito della dinamica
delle correnti a superficie libera. Per le correnti rapide, spesso, 1’approccio bidimensio-
nale a cui si fa riferimento in questi appunti, non & sufficientemente accurato dal punto
di vista quantitativo ed & opportuno utilizzare, in alternativa alla modellazione fisica,
modelli numerici 3D, meglio se basati su un approccio di tipo Lagrangiano, come ad
esempio i metodi Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) o, meglio ancora, per le cor-
renti rapide in presenza di onde di shock, i metodi Godunov-type Particle Hydrodynamics
(GPH).

La conoscenza teorica del comportamento di una corrente rapida in ipotesi di moto
bidimensionale & comunque utile sia per interpretare correttamente le soluzioni nu-
meriche o gli esiti della modellazione fisica, sia, soprattutto, per immaginare possibili
soluzioni agli eventuali problemi che si dovessero presentare; gli approcci semplificati
e le soluzioni analitiche raccolti in questi appunti hanno sostanzialmente questo scopo.

Alcuni aspetti e alcuni fenomeni caratteristici delle correnti rapide, tra i quali il pitt
importante, soprattutto dal punto di vista pratico, & forse il processo di trascinamento
d’aria ai pitt elevati numeri di Froude, non sono qui trattati in quanto non imputabili,
o comunque associabili, al carattere bidimensionale della corrente.

Per quanto riguarda la struttura di questi appunti, dopo una breve introduzione
(capitolo 1), nel capitolo 2 sono riportate e discusse le equazioni bidimensionali del
moto, con particolare riferimento alle condizioni di corrente rapida.

Nei capitoli 3 e 4 vengono presentati due diversi modi di affrontare il problema per
determinarne una soluzione teorica; i due diversi approcci si basano rispettivamente
sull'equazione di conservazione dell’energia nell’ipotesi che questa si mantenga co-
stante e sull’equazione di conservazione della quantita di moto; in entrambi i casi si
assume, per ipotesi, che il fondo sia orizzontale.

Nel capitolo 5, particolarmente esteso, sono illustrate le pit tipiche situazioni che
si possono incontrare nella realta e per ognuna di queste situazioni & mostrato come
& possibile procedere alla soluzione utilizzando la teoria vista nei capitoli precedenti.
Spesso la soluzione teorica & confrontata con quella numerica determinata mediante
I'impiego di un modello matematico bidimensionale risolto ai volumi finiti e basato su
un solutore esatto del problema di Riemann. E da sottolineare che lo scopo della so-
luzione numerica, che & sempre sufficientemente accurata e pud quindi essere pensata
come soluzione esatta del problema bidimensionale, & esclusivamente quello di evidenziare
quanto la soluzione teorica si discosti da quella analitica esatta: 1'impiego delle solu-
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Capitolo 2

Equazioni del moto

Le equazioni utilizzate in questi appunti sono le classiche equazioni bidimensionali,
dette equazioni delle acque basse o, pitt spesso, shallow water equations, nelle ipotesi di
assumere i) pendenze trascurabilmente piccole cosi da poter confondere la normale al
fondo con la verticale; i) distribuzione idrostatica delle pressioni in direzione verticale;
iii) trascurabili tutti gli sforzi ad eccezione dello sforzo al fondo; iv) condizioni di fondo
fisso. In queste ipotesi le equazioni si scrivono (vedi Appendice A)

BY+1Bu+uau+vau7i =0
o Tgot Tgax Tgay MTHT
N Aw, udv odo . . g
ay Tgat Tgox lgay MR
av o oy
t x| oy

incui Y @ la profondita della corrente, (1,0), (ify, ify) € (jx, jy) sono le componenti del-
la velocita media sulla verticale, della pendenza locale del fondo e della dissipazione
continua di energia, nelle direzioni x e y, rispettivamente. Sono queste le equazioni uti-
lizzate nelle simulazioni numeriche i cui risultati sono messi a confronto con le diverse
soluzioni teoriche disponibili.

In questi appunti considereremo condizioni di moto stazionario. Inoltre, limitata-
mente agli sviluppi teorici, si assumeranno trascurabili i termini i¢, — jy e if, — jy. In
queste ipotesi, le precedenti equazioni diventano

av
ax
av
a

ouy
ox

Y
7Y o

1

8
1

8

K2

Mal +val
ax ay

MalJrval
l

@1

x dy

22





OEBPS/images/ebook_page_image_240000_4.jpg
L'autore ha rinunciato ai diritti sulle vendite del volume
al fine di contenere il prezzo di copertina

ISSN 2612-1808
ISBN 978-88-9385-219-7

Andrea Defina

Dipartimento di Ingegneria Civile, Edile e Ambientale ICEA - Universita di Padova
via Loredan, 20 — 35131 PADOVA

email: andrea.defina@unipd.it - sito web: http://www.image.unipd.it/a.defina/

© Copyright 2020

Societa Editrice Esculapio s.r.l.

Via Terracini, 30 — 40131 Bologna
www.editrice-esculapio.com — info@editrice-esculapio.it

Collana MONOGRAFIE DI IDRODINAMICA numero 2/2020
Impaginazione: Carlotta Lenzi

Stampato da: Legodigit — Lavis (TN)

Printed in Italy

Le fotocopie per uso personale (cioé privato e individuale, con esclusione quindi di strumenti di
uso collettivo) possono essere effettuate, nei limiti del 15% di ciascun volume, dietro pagamento alla
S.LAE del compenso previsto dall'art. 68, commi 4 e 5, della legge 22 aprile 1941 n. 633. Tali fotoco-
pie possono essere effettuate negli esercizi commerciali convenzionati S..A.E. o con altre modalita
indicate da S.LA.E. Per le riproduzioni ad uso non personale (ad esempio: professionale, economico
0 commerciale, strumenti di studio collettivi, come dispense e simili) 'editore potra concedere a pa-
gamento 'autorizzazione a riprodurre un numero di pagine non superiore al 15% delle pagine del
volume.

CLEARedi - Centro Licenze e Autorizzazioni per le Riproduzioni Editoriali

Corso di Porta Romana, n. 108 - 20122 Milano

e-mail: autorizzazioni@clearedi.org - sito: http://www clearedi.org.

EAESEOCARID





OEBPS/images/ebook_page_image_240000_14.jpg
8 Correnti rapide in moto stazionario

Consideriamo ora le corrispondenze individuate tra il moto piano isentropico di un
gas e il moto bidimensionale di un fluido incomprimibile. Alla densita sostituiamo il
livello Y e ricordando che deve essere n=2 e k = g/2, si trova

=\/knp' 1 = \/g7Y:5

che corrisponde alla celerita di propagazione di una piccola perturbazione gravitazio-
nale, c.

Al numero di Mach, Ma = U/¢, in gasdinamica corrisponde quindi il numero
Froude, F = U/c nelle correnti a superficie libera. A condizioni di moto supersonico e
subsonico corrispondono dunque correnti rapide e correnti lente.

Nota. Questa analogia, in passato, & stata utilizzata soprattutto per indagini nell’ambi-
to della gasdinamica. Negli anni ‘30 —' 40 la National Advisory Committee for Aeronautics
(NACA, diventata, nel 1958, NASA - National Aeronautics and Space Administration) ha
promosso e finanziato iniziative per lo sviluppo della ricerca sull'impiego di questa
analogia in quanto consentiva di effettuare indagini utili e relativamente poco costose
soprattutto con riferimento allo studio della dinamica dei fluidi comprimibili in condi-
zioni di moto supersonico e transonico. E senza dubbio di grande rilievo e importanza
il lavoro svolto in quegli anni, come @ testimoniato dalla ricca raccolta bibliografica,
nella quale non mancano nomi illustri, pubblicata da Bryant (1957).

Figura 2.1: A sinistra: dispositivo sperimentale per lo studio delle correnti supersoniche in
un ugello piano; a destra: esempio di struttura del campo di moto, con fronti positivi che si
staccano dai bordi di monte dell'ugello e si intersecano in corrispondenza dell'asse. Nell’ana-
logia, il numero di Mach vale M, = 2.39 e il rapporto di restringimento vale b/B = 0.76 (Le
immagini sono tratte dalla tesi di laurea magistrale Supersonic diffusion using hydraulic analogy
di C. L. Murphy, Department of Mechanical Engineering, McGill University, Montreal, April
1960).

Ancora oggi 'analogia ¢ utilizzata per trasferire da un ambito all’altro le conoscen-
ze via via sviluppate, ed ¢ soprattutto 'idrodinamica che, piui recentemente, ha uti-
lizzato le teorie e le conoscenze sviluppate in gasdinamica per adattarle alla soluzio-
ne di problemi associati alle correnti rapide a superficie libera (Defina et al., 2008b,c;
Riviere & Mignot, 2010; Riviere et al., 2017).

Lo sviluppo di particolari aspetti teorici come pure la soluzione di alcuni problemi
affrontati seguendo gli approcci propri della gasdinamica sono riportati nel paragrafo
4.6 e capitolo 5.
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Capitolo 2. Equazioni del moto 7

Pensando ad una corrispondenza tra queste equazioni e le equazioni (2.1) e (2.2), &
evidente, innanzitutto, che le componenti (i7, 7) della velocita devono corrispondere a
quelle medie sulla verticale (1, v). Il confronto tra le equazioni di continuita (2.2) e (2.5)
suggerisce poi una corrispondenza tra la densita p e I'altezza d’acqua Y. Utilizzando
'equazione (2.6) si puo scrivere

ai7:nkp

190 p _ o190
ax ke

ox Y Y

Le equazioni dinamiche (2.4) possono quindi essere riscritte nella forma

w2dp _ (o0 o wadp_ (90 90
nkp" o0 = “axﬂ’ay 1kp! e “ax“’ay 27)

Affinché ci sia corrispondenza tra le equazioni (2.1) e (2.4), deve essere

nkp" =g
Deve quindi essere n=2 e k = g/2. In altre parole, il moto piano, isentropico, di un
gas comprimibile per il quale vale Iequazione (2.6) con n=2e k = g/2, corrisponde al
moto bidimensionale di fluido perfetto di una corrente a superficie libera. Cosi facendo
la pressione p, in base alla (2.6), corrisponde a g¥2/2.

Celerita di un’onda elementare. Con riferimento al moto di fluido comprimibile, la
celerita di propagazione di un’onda di pressione in un dominio di estensione illimitata,
detta anche velocita del suono, vale

&é=+E/p
in cui E & il modulo elastico del fluido definito implicitamente dalla legge di Young

do._dp

14 E
Nel caso di un gas che subisce una trasformazione politropica, espressa dall’equa-
zione (2.6), la precedente relazione, esplicitata rispetto al modulo elastico, si scrive

d d
E= p# = pd—p(kp”) = knp"

Utilizzando questa espressione per E, la celerita di un’onda di pressione puo essere
scritta nella seguente forma

&= /knpr-1
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2 Correnti rapide in moto stazionario

zioni teoriche illustrate nei capitoli 3 e 4, infatti, consente una ricostruzione del campo
di moto bidimensionale che & solo approssimata, spesso anche quando siano piti che
accettabili le ipotesi di pendenza del fondo e dissipazioni continue di energia trascu-
rabilmente piccole. In qualche caso, laddove sia improponibile procedere con una so-
luzione teorica, la soluzione numerica & utilizzata per mostrare, almeno dal punto di
vista qualitativo, le principali caratteristiche del campo di moto.

In molti dei problemi trattati in questo capitolo 5, le soluzioni analitiche e/o quel-
le numeriche bidimensionali sono confrontate con dati sperimentali per evidenzia-
re gli effetti introdotti dal carattere tridimensionale della corrente, particolarmente
significativi in alcune situazioni.

Infine, come mio solito, sard grato a chi vorra segnalarmi errori, imprecisioni, o
anche aspetti e problemi che varrebbe la pena aggiungere e discutere.

i

andreas
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4 Correnti rapide in moto stazionario

triche risulta determinato dalla sovrapposizione e dall'interazione di numerosi fronti
d’onda.

Un’approfondita indagine delle correnti rapide interessate da fronti d’onda di al-
tezza finita consente un’interessante rilettura, in termini bidimensionali, di problemi
gia noti nell'idraulica dei moti a superficie libera trattati in ipotesi di corrente unidi-
mensionale. Tra questi, quelli che piti frequentemente si incontrano nella pratica, sono
lo studio di correnti supercritiche che investono un ostacolo e i processi di transizione
del regime di moto da rapido a lento per correnti che subiscono restringimenti della
sezione di deflusso.

Come si & detto, questi temi sono spesso affrontati mediante un approccio semplifi-
cato, basato sull’applicazione della teoria monodimensionale la quale, pur fornendo in-
dicazioni quantitative abbastanza corrette, risulta fortemente inadeguata per una com-
prensione pit profonda e per una stima piti accurata delle configurazioni del campo
di moto che si vengono a determinare.

Per poter inquadrare in modo pitt corretto questi problemi risulta pertanto indi-
spensabile un‘impostazione teorica che affronti il tema delle correnti supercritiche ab-
bandonando I'ipotesi di corrente unidimensionale.

Lo studio di queste correnti basato su un approccio bidimensionale, anche se sem-
plificato, consente non solo stime piti accurate delle grandezze, quali velocita e livelli,
che caratterizzano il campo di moto ma, soprattutto, consente di esprimere giudizi fon-
dati sia sui risultati di simulazioni numeriche che sugli esiti di indagini sperimentali
condotte mediante 'impiego di modelli fisici in scala.

Gli inquadramenti teorici consentono la formulazione di soluzioni analitiche solo
in ipotesi semplificative abbastanza spinte. In particolare, con riferimento all’idrauli-
ca delle correnti a superficie libera, i problemi sono descritti mediante I'impiego delle
equazioni bidimensionali, mediate sulla verticale, in ipotesi di distribuzione idrostati-
ca delle pressioni. Inoltre, nelle soluzioni analitiche, sono quasi sempre trascurate la
pendenza del fondo e le dissipazioni continue di energia come pure gli sforzi dispersivi
nel piano orizzontale.

Queste ultime ipotesi, per altro, consentono una descrizione semplice e al tem-
Ppo stesso significativamente accurata del comportamento reale della corrente quando
le dissipazioni continue sono approssimativamente compensate dalla pendenza del
fondo e le dissipazioni localizzate sono relativamente modeste.

In generale, 'approccio bidimensionale puo ritenersi sufficientemente accurato so-
lo quando la distribuzione delle pressioni non si discosta troppo da quella idrostatica. T
risultati che si ottengono come soluzione delle equazioni bidimensionali devono quin-
di essere guardati con qualche cautela sia quando la corrente rapida & prossima alle
condizioni critiche, laddove le curvature della superficie libera sono spesso importanti,
sia quando i numeri di Froude sono estremamente elevati e anche modeste deviazioni
planimetriche producono forti e brusche variazioni di livello che non possono essere
correttamente descritte in ipotesi di pressione distribuita idrostaticamente.
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Correnti rapide: approccio
bidimensionale

Il moto in condizioni supercritiche di una corrente a superficie libera soggetta a devia-
zioni planimetriche, anche graduali, ¢ caratterizzato dalla comparsa di fronti d’onda
stazionari, disposti obliquamente rispetto alla direzione della corrente.

Esaminando il caso di corrente rapida che incontra deviazioni a divergere, si osser-
va la formazione di infiniti fronti elementari negativi che, sviluppandosi secondo dire-
zioni divergenti 'una dall’altra, rimangono distinti (Figura 1.1, a sinistra); I'insieme di
questi fronti & comunemente indicato come ventaglio di Prandtl-Meyer.

Al contrario, in presenza di deviazioni finite a convergere, le perturbazioni elemen-
tari vengono ad interferire, dando origine ad un fronte d’onda d'inviluppo, lungo il
quale si osserva un brusco incremento di livello (Figura 1.1, a destra). Da notare che i
fronti positivi di altezza non trascurabile sono sede di dissipazioni localizzate di ener-
gia al verificarsi delle quali I'ipotesi di energia costante, utilizzata in alcune trattazioni
teoriche, risulta accettabile solo in prima approssimazione.

SEZIONE SEZIONE

PIANTA

Figura 1.1: Rappresentazione schematica dei fronti prodotti da un’espansione (sinistra) e da
una compressione (destra) della corrente.

Se si considera, come nel caso di correnti a superficie libera, un campo di moto con-
finato, si aggiunge un ulteriore elemento di complessita in quanto le pareti generano
riflessione dei fronti d’onda; pertanto il campo di moto a valle di deviazioni planime-
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Questa collana nasce principalmente con scopi didattici, orientata al pubblico
di studenti dei corsi di secondo livello nell'ambito dell'ingegneria civile e am-
bientale, e intende raccogliere, in forma di monografie su specifici temi dell’i-
drodinamica, sia le teorie consolidate che quelle pili innovative presenti nella
letteratura. I temi trattati e gli approcci descritti sono individuati tra quelli con-
siderati piu utili, innanzitutto per una corretta progettazione e verifica di opere
idrauliche, ma anche in relazione allo sviluppo della ricerca.

La struttura a collana monografica, anziché un testo unico, € stata scelta in quan-
to consente di aggiungere nuovi argomenti o introdurre aggiornamenti in modo
semplice, veloce e conveniente. A questo proposito € importante la collabora-
zione con i lettori e per questo saremo grati a chi vorra segnalare errori, impre-
cisioni, ma anche aspetti, esempi e problemi che varrebbe la pena aggiungere e
discutere.
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[cus(e) T sin(G)\/%z - lJ o = q:\/%z -1 [1 sin(0) \/%2 — 1+ cos(6)

e quindi

u

uz_du
= -1 (3.13)

do =¥

L'equazione (3.13) contiene tuttavia tre grandezze incognite e, in questa forma,
non pud essere integrata. Oltre all’angolo 6 e alla velocita U, indicati esplicitamen-
te, & presente la profondita Y contenuta nell’espressione della celerita c. All’equazione
(3.13) ¢ tuttavia possibile associare una seconda relazione che lega velocita e profondita
all’energia H che ¢ costante in tutto il campo di moto. In questo modo si trova

[lessendo H = Y + UP/2g, siha & = g¥ = g(H— U?/2g) = gH — UP/2,equindi__ |

2U2

O =F\ ggm e~

(3.14)

Per la soluzione di questa equazione differenziale e, in particolare, per l'integra-
zione del termine a destra del segno di uguaglianza, conviene procedere come segue.
Posto

2u?
Y SO ., | 4
=\ pr-w (3.15)
risulta
de— 4U(2gH —U?) 4 4u® 1 __AguH 1.,
- 2gH — LI2)2 2 " (2gH - w22
(28 ) 2 friar -1 (2. =3
Osservando che &
2, 2P 2 4gH
Stl=gm—wE ¢ ‘T Tmm-w

la precedente relazione diventa

_(@+)@+3)1
g =S U

Esplicitando il rapporto dU/U nella precedente relazione e sostituendo l'espres-
sione cosi ottenuta nella (3.14), I'equazione (3.14) pud dunque essere riscritta nella
forma
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ovvero

[cos(0) + X sin(6)] d0 = [X cos(0) — sin(6)] d?u

(3.10)

Sviluppando il termine tra parentesi a sinistra della (3.10) risulta

L sin%(9) cos(6) Fsin(0) |/ & — 1 »

ut

cos(8) + Xsin(8) = cos(6) + T Fare)

_ cos(8) = & sin(8) cos(6) + & sin’(6) cos(6) F sin(8) /& ~1
3 1— L sin’(6)

i juz _
cos(0) + Xsin(0) = w 3.11)

i %2 sin?(0)

Sviluppando il termine tra parentesi a destra (3.10) risulta

U sin(8) cos?(8) F cos(0)y/ & — 1

(Xcos(6) —sin(@)) = T Eae)

sin(0)) =

L sin(0) cos?(0) F cos() /' — 1 —sin(0) + Fsin’(0)
- 1-Esin?(0) B

_ Lsin(®) 7 cos(0)/F 1 —sin(e) _ (4 —1)sin(0) 7 cos(0) /2 — 1

1- L sin?(9) - 1- L sin?(9)

'f—; - 1) sin(6) T cos(6) /£ — 1
1- %2- sin?(0)

Xcos(0) —sin(0) = ( (3.12)

Nel complesso, quindi, sostituendo le equazioni (3.11) e (3.12) nella (3.10) e sempli-
ficando il termine comune al denominatore, si ha

[cus(e) T sin(0)y 151722 —1|do= [(%2 - 1> sin(0) T cos(6)y 16172 =l

B possibile raccogliere, nel termine a destra, il termine v/ U?/c2 —1, trovando

du

u
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3.1.2 Soluzione del problema nel piano fisico.

Consideriamo ora il problema nel piano fisico, ovvero la soluzione dell’equazione (3.5).

Inrealtd, la soluzione di questa equazione non richiede la sua integrazione. I fronti,
infatti, sono segmenti rettilinei caratterizzati da un coefficiente angolare pari a dy/dx.
E sufficiente quindi calcolare il valore assunto da dy/dx per ricostruire I'andamento
dei fronti.

Come gia detto, nell’attraversare un generico fronte infinitesimo non si modificano
le caratteristiche cinematiche della corrente. Di conseguenza, risolto il campo cinema-
tico utilizzando la soluzione trovata nel paragrafo precedente, e determinate quindi le
componenti 1 e v della velocita, 'equazione (3.5) fornisce immediatamente il valore di
dy/dx. In particolare, ricordando I'espressione (2.10) per i coefficienti A, B e C, si trova

dy _ —wot JPE— (D E—F) _
oy e o)

dx

_ —w Vil — A Zo2 + A — P2

=
dy —wtc/ul+ P =3
o T S (3.19)

Nella soluzione grafica, che sara illustrata nel prossimo paragrafo, la direzione dei
fronti, dy/dx, sara determinata pitt semplicemente sfruttando 1’ortogonalita tra le linee
caratteristiche, di segno opposto, sul piano fisico e su quello odografo, dimostrata in
precedenza (vedi equazione (3.7)).

Di qualche interesse @ il risultato che si ottiene riorganizzando opportunamente
'equazione (3.5) per le caratteristiche, positiva e negativa, nel piano fisico.

Con riferimento alle notazioni riportate in Figura 3.1 si pud scrivere

dy _
7 = tan(e)

Utilizzando la precedente relazione e I'espressione (2.10) per i coefficienti A, Be C,
'equazione (3.4) si scrive

A <%)2 —28 (%) +C= (@) tand(g) + 2uvtan(g) + (& — o) =

= 2[1+ tan® ()] — [u® tan®(¢) — 2uvtan(g) + %] =0

A1+ tan®(¢)] — [utan(g) —v]* =0

Ricordando quindi le espressioni (3.8) per le due componenti della velocita, la
precedente relazione puo essere scritta nella forma
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U __du _ 2d¢
T T T HEmE

o= L i (3.16)

E+1(@+3
E conveniente riscrivere il termine di destra della precedente relazione, a meno di
Fd¢, nella forma

22 X, X
@+)(@+3) Z+1 2+3

dove X; e Xp sono due parametri da determinare.
A tal fine, sviluppando la precedente, si trova

222 _ P+ %) + (3% + X)
@+1)(&+3) @+1)(F%+3)
Dal confronto tra i due numeratori si vede che deve risultare X; + X, = 2 e 3X; +
X, = 0. Queste condizioni forniscono X; = —1 e X, = 3. L'equazione (3.16),

pertanto, si scrive

3 1
do = | d¢ 3.17,
Flzes 52+1]5 (317)
Ricordando che

1 1 4
/mdg = arctan (E) + costante

Si ha

=7 [\/garctan (%) — arctan (g)] + costante (3.18)

La costante di integrazione che compare nella precedente relazione & generalmente
determinata utilizzando le caratteristiche della corrente indisturbata in arrivo per la
quale ¢ nota la velocita e I'energia, e quindi il valore del parametro § (vedi equazione
(3.15)), ed & nota la direzione 6. E tuttavia interessante osservare che sono due le co-
stanti di integrazione che vanno determinate: una per la caratteristica positiva, e una
per quella negativa.

L'equazione (3.18), vista l'espressione per ¢ data dalla (3.15), rappresenta un le-
game tra il modulo (U) e la direzione () della velocitd. Come si vedra nei prossimi
paragrafi, nel procedere nella soluzione del problema complessivo, la direzione della
velocita sara nota, direttamente o indirettamente, e I'equazione (3.15) sara impiegata
per determinare il modulo della velocita. Purtroppo, non & possibile riscrivere la (3.18)
esplicitata rispetto alla velocita U (combinandola con la (3.15)) o anche solo rispetto
al parametro &; la soluzione della (3.18) per determinare la velocita U sara ottenuta
per via grafica (vedi paragrafo 3.2.1) o, per via analitica, mediante un procedimento
iterativo (vedi paragrafo 3.2.3).
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(vedi Figura 3.2)

u = Ucos(6) v = Usin(0) (3.8)

Figura 3.2: Linee caratteristiche nel piano fisico.

Sostituendo 1’espressione (2.10) per i coefficienti A, B e C nell’equazione (3.6) e
tenendo conto delle (3.8), si trova

do _ —uvt JuiBP
au é

T 2)( 2= )
2

_wreVi@ A _ Wsin(6) cos(6) F oV &
- T - @ WZsin?(6)

do Fsin(6)cos(0) 7 /1 —1 55
du 1— L sin?(9) ©9)
L s

dove il segno -’ corrisponde alla caratteristica C* mentre il segno "+’ corrisponde alla

caratteristica C . Posto

'%; sin(6) cos(6) F %2 -1
B 1— % sin(0)

e osservando che

du = dU cos(0) — Usin(0)dd  dv = dUsin(0) + U cos(0)do

I'equazione (3.9) si scrive

dU sin(0) + U cos(0)do = X[dU cos(0) — U sin(6)d6]
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Figura 3.1: Tl campo di moto che si determina in un canale che presenta un graduale allarga-
mento di sezione. Dal vertice A si stacca un ventaglio di fronti negativi che si riflette contro
la parete opposta del canale, in un intorno del punto C. Questo ventaglio separa i campi (0)
e (1). La corrente nel campo (1) subisce successivamente una deviazione a convergere (punto
B) che determina la formazione di un fronte positivo di altezza finita. Questo fronte dapprima
interagisce con il ventaglio riflesso di fronti negativi e successivamente si riflette lui stesso con-
tro la parete opposta del canale. Vengono cosi individuati i campi (2) e (3), delimitati in parte
dalle pareti del canale, e il campo (4) a valle dell’intersezione tra il ventaglio riflesso e il fronte
positivo che si stacca da B.

ventaglio di fronti negativi riflesso e successivamente si rifletta anche cui contro la pa-
rete opposta del canale. Nel complesso, il campo di moto presenta una serie di fronti
che si riflettono e si intrecciano, interagendo reciprocamente e sezionando il campo
di moto che risulta cosi suddiviso in aree adiacenti, di forma irregolare, dette campi;
questi sono indicati in Figura 3.1 con Ietichetta (i), essendo i=1,2, 3, ....

1 fronti elementari, cioé fronti di altezza infinitesima attraverso i quali la corrente su-
bisce variazioni ancora infinitesime di velocita in modulo e direzione, sono rettilinei;
infatti, essendo infinitesime le variazioni subite dalla corrente, I’equazione (3.5) garan-
tisce, in questo caso, la costanza di dy/dx. I fronti di altezza finita, che sono determinati
dalla sovrapposizione' di una successione infinita di fronti elementari sono, per questo,
anch’essi rettilinei. E inoltre interessante osservare che le caratteristiche della corren-
te all'interno di ciascun campo sono costanti; infatti, eventuali variazioni di velocita
dovrebbero essere accompagnate dalla formazione di fronti e, se la velocita & costante,
risulta costante anche la profondita Y per l'invarianza dell’energia H.

Per quanto visto, il problema consiste quindi nel determinare le caratteristiche del
moto in ciascun campo e le direzioni dei fronti che delimitano, assieme alle pareti del
canale, i diversi campi.

Come si vedra, la soluzione della (3.6), detta soluzione nel piano odografo, consente di
valutare le caratteristiche cinematiche del moto in ciascun campo, mentre la soluzione
della (3.5) consente di determinare le caratteristiche dei fronti.

3.1.1 Soluzione del problema nel piano odografo.

Consideriamo dapprima la soluzione del problema nel piano odografo. Riscriviamo
le due componenti della velocita in termini di modulo della velocita U e direzione 6

1Si veda I'osservazione riportata alla fine del paragrafo 3.3.2
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_, (dudy dodx
Dy = (&) e (d) <o

dividendo per il prodotto (du/ds)(dx/ds) si trova

dy | do _
Dy =4k +cZ =0
Esplicitando poi la precedente rispetto a do/du si ottiene

do_ Ady

T cax
e quindi, utilizzando la (3.5) risulta

dvﬁiéBi\/Bz—AC

du__ C A
dv B++VBX— AC
W ¢9

L'equazione (3.6) descrive, in forma differenziale, I'andamento delle linee caratteri-
stiche nel cosiddetto piarno odografo, cioe il piano cartesiano avente come assi le compo-
nenti (1,v) del vettore velocita lungo le direzioni coordinate. Le caratteristiche, positiva
(C") e negativa (C ™) in questo piano odografo, corrispondono a quelle del piano fisico
e si ottengono scegliendo nella (3.6) il segno "+ e ', rispettivamente.

Ortogonalita tra caratteristiche nei piani fisico e odografo. Una proprieta delle curve
caratteristiche & che la caratteristica C* nel piano fisico risulta ortogonale alla carat-
teristica C~ nel piano odografo, come pure la caratteristica C ™ nel piano fisico risul-
ta ortogonale alla caratteristica C* nel piano odografo. Per dimostrarlo, & sufficiente
osservare che il prodotto tra la (3.5) e la (3.6) vale -1.

dx du A C

_ B (B-AC) _
=——ac ! @7

(Q)i (dv>;7 B+ VB?—AC BT VB —AC _

3.1 Soluzione nei piani fisico e odografo

Per la ricostruzione completa del campo di moto & necessario risolvere entrambe le
equazioni (3.5) e (3.6). Allo scopo di giustificare preliminarmente le ragioni degli svi-
luppi teorici presentati nel seguito di questo capitolo, si illustra qualitativamente un
generico esempio di soluzione. La Figura 3.1 mostra in pianta il caso di un canale che
presenta un graduale allargamento.

Procedendo da monte, la corrente incontra innanzitutto una deviazione a divergere
(punto A) che determina la formazione di un ventaglio di fronti elementari negativi
(vedi Figura 1.1) che, raggiunta la parete opposta del canale, si riflette (punto C). La
corrente subisce poi una deviazione a convergere (punto B) che determina la forma-
zione un fronte positivo di altezza finita (vedi Figura 1.1) il quale interagisce con il
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Come vedremo, noi siamo interessati ad analizzare il comportamento delle deri-
vate della velocita, e quindi delle derivate seconde del potenziale, esplicitamente rap-
presentate nell’equazione (2.11). Per studiare il carattere di questa equazione facciamo
riferimento al suo discriminante, A, cosi definito

A=B—AC
Si ha, in particolare,

A<O equazione ellittica
A=0 equazione parabolica
A>0 equazione iperbolica

Sostituendo le espressioni dei tre coefficienti A, Be C, si trova

A= 120 — (2= 12)(@ = 12) = PP — A — 12 4 (1P 4 P) =
=262 +2-2)

A=3U-) 212)

Nel caso in esame il segno del discriminante dipende dai valori locali di velocita e
profondita. In particolare I'equazione (2.11) ha carattere iperbolico nel caso di correnti
rapide e carattere ellittico nel caso di correnti lente.
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2.2 Analisi dell’equazione di compatibilita

Sviluppando l'equazione di continuita (2.2), valida per un moto stazionario, e utiliz-
zando le equazioni (2.1) si pud scrivere

e quindi, sostituendo le espressioni per Y/dx e 9Y/dy date dalle (2.1) e ottenute nel-
Iipotesi di trascurare le dissipazioni continue di energia e le pendenze del fondo, si
trova

u W\ ?\ wuo (ou
(-5 55 -FGER) -
Moltiplicando tutti i termini per g, e ricordando che la celerita di una piccola per-
turbazione gravitazionale vale ¢ = |/gY, la precedente equazione diventa

ou P ou v v _
a(cz—u)—m)(aerg)Jr@(CZ*vZ)*0 28

Questa equazione & comunemente denominata equazione di compatibilita. Nell’i-
potesi di poter assumere irrotazionale il moto nel piano orizzontale, & possibile intro-
durre la funzione potenziale delle velocita

k) 9 @9

Posto

A= —u? B=-wo (2.10)
'equazione (2.8) si scrive
a¢+23 ¢+C3¢,0 (2.11)

A Ty T a2

nella quale i coefficienti A, B e C dipendono dalla velocita e risultano pertanto di-
pendenti dalle derivate prime del potenziale. Questa equazione, che costituisce una
forma particolare dell’equazione di Monge-Ampere, si riconduce alla classica equazione
di Laplace quando & possibile trascurare la velocita rispetto alla celerita c.
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A 2B C
D = |dx/ds dy/ds 0 0
0 dx/ds dy/ds
Risulta

_ dy 27 dxdy dx 27
DfA(%> 23(%% +c(%) =0

ovvero, dividendo per (dx/ds)?

dy\? v\ o_
A (%> 2B (E) tc=o0 @49

la cui soluzione vale

B++B2— AC

A (3.5)

&
B

L'equazione (3.5) descrive, in forma differenziale, I'andamento delle linee carat-
teristiche nel piano fisico. Viene denominata caratteristica positiva (C*) quella che si
ottiene scegliendo il segno "+ e caratteristica negativa (C~) l'altra soluzione. E inoltre
da osservare che I'argomento della radice quadrata & il parametro A visto nel capitolo
precedente. Affinche I’equazione (3.5) ammetta soluzioni reali deve evidentemente es-
sere A > 0 e questo, in base all’equazione (2.12), accade se e solo se la corrente ¢ rapida.
Queste linee caratteristiche sono dunque una prerogativa delle correnti rapide.

Alla condizione espressa dalla (3.5) va pero aggiunta, come si & detto, quella deri-
vante dal fatto che anche i determinanti Dyy, Dy, e Dy devono annullarsi, ovvero

0 2B C A 0 C A
d dx d
=% F 0[=0 Dy=|G & 0|=0 Dy=|%&
do dx dv o 4o A 0
ds ds ds ds s

Si puo facilmente verificare che la condizione che si ottiene annullando questi deter-
minanti & sempre la stessa. Ponendo pari a zero I’espressione del secondo determinate
(il pit agevole da elaborare), e utilizzando l'equazione (3.5), si trova
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11 problema descritto dalle equazioni (2.1) e (2.2) puo essere affrontato utilizzando il
cosiddetto metodo delle caratteristiche. Le linee caratteristiche sono linee lungo le quali
velocita e livelli sono continui ma sono discontinue le derivate della velocita.

Dal punto di vista formale sono possibili diversi approcci per individuare le equa-
zioni delle linee caratteristiche (si veda, ad esempio, von Mises & Friedrichs, 1971).
Qui & descritto quello tradizionalmente seguito in questo Corso.

Ammettiamo l'esistenza di queste linee caratteristiche, e assumiamo che siano de-
scritte in forma parametrica come segue

x=x(s) y=yls) (3.1)

La derivata della velocita nella direzione s, essendo u(s) = ulx(s),y(s)], v(s) =
v[x(s),y(s)] ericordando la regola di derivazione di una funzione di funzione, & espres-
sa dalle seguenti relazioni

du_duds oudy o _dvdx dvdy

ds ~ dxds ' dyds ds  oxds ' dyds

Le due precedenti relazioni, riscritte in termini di funzione potenziale, assieme
all’equazione (2.11) fornisce il seguente sistema

A 2B C g/0x? 0
dx/ds dy/ds 0 thp/axay = |du/ds (3.3)
0 dx/ds dy/ds| | P¢/oy dv/ds

Con riferimento alla regola di Cramer per la soluzione di sistemi lineari, & evidente
che il precedente sistema ammette una soluzione determinata solo quando il determi-
nante, D, della matrice dei coefficienti della (3.3) & non nullo.

Nel caso in cui il determinante & nullo, il sistema non ammette soluzione a meno
che non siano nulli i determinanti Dyy, Dy € Dyy, delle matrici che si ottengono sosti-
tuendo la generica colonna con il vettore dei termini noti. In questo caso la soluzione
¢ indeterminata. Per quanto detto sono proprio le condizioni di indeterminatezza del-
le derivate delle velocita (e quindi delle derivate seconde del potenziale) quelle che
cerchiamo. Imponiamo quindi dapprima ’annullamento del determinate della (3.3)

(3.2)





