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Al lector


El presente libro lo realicé en 2016, durante mi año sábatico, al recopilar varias notas de clase que surgieron como fruto de mi experiencia en los cursos de Matemáticas Especiales I y Matemáticas Especiales II (luego llamados Variable Compleja y Análisis de Fourier y Wavelets, respectivamente) que he dictado por varios años en la carrera de Ingeniería Electrónica de la Universidad Distrital Francisco José de Caldas. Agradezco al ingeniero, matemático y gran amigo Omar Salazar Morales por sus valiosos comentarios y aportes en la realizacion de este trabajo.


Este libro busca proporcionar a los lectores los métodos de Fourier básicos, útiles en aplicaciones de ingeniería como procesamiento de señales, comunicaciones, control, y otras más. Se trata de un documento orientado a estudiantes de ingeniería, con conocimientos mínimos de cálculo diferencial, integral y álgebra lineal, a profesores y estudiosos de este tema. Espero contribuya a fortalecer los conceptos y aplicaciones del análisis de Fourier, primero en forma teórica, y luego de manera práctica haciendo uso de MATLAB®. El libro inicia desde lo teórico y se mueve lentamente, pero con firmeza, hacia lo práctico.


El lector encontrará algunas contribuciones originales en la utilización de MATLAB®. El verdadero aporte de este libro es la organización de los temas, que a mi juicio, deberían presentarse al lector con el fin de facilitar su aprendizaje. Al final se ha incluido una larga lista de referencias que se pueden consultar para profundizar en el tema que deseé. Las referencias incluyen libros de matemáticas puras y aplicadas, así como varios otros de ingeniería, además, unos pocos artículos los complementan.


Finalmente, espero que los siguientes capítulos motiven al lector a estudiar el análisis de Fourier y sus aplicaciones, y que así mismo pueda encontrar nuevos temas (teóricos o prácticos) que no se presentan aquí o en las referencias, o que aún son desconocidos.


J.H.S.D.
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Capítulo 1


Introducción al análisis de Fourier


1.1 ¿Por qué es importante el análisis de Fourier?


Muchos fenómenos naturales, como el acústico y el óptico, son de naturaleza periódica. Por ejemplo, el sonido musical se compone de oscilaciones regulares, de un tono fundamental con una cierta frecuencia ω0 y armónicos con frecuencias 2ω0, 3ω0, 4ω0, ... La razón entre la amplitud del tono fundamental y la amplitud de los armónicos es importante en la impresión del sonido. Los sonidos exentos de armónicos existen, por ejemplo, en la música electrónica, se denominan tonos puros y son de tipo sinusoidal.


Otro ejemplo se presenta en un oscilador electrónico, donde se genera una corriente en el tiempo t de acuerdo con la fórmula:


[image: image]


donde A es la amplitud de la oscilación; ω0 es la frecuencia angular (ω0 = 2πf0); y ϕ0 es una constante que define el estado de la amplitud de la oscilación en el tiempo t = 0. En un altavoz, las variaciones de corriente se convierten en variaciones de presión de aire que, bajo condiciones ideales, están descritas por la misma función. En la práctica, siempre existe cierta distorsión produciéndose armónicos. Desde este punto de vista, la variación de presión de aire que el oído puede soportar se puede describir como una serie trigonométrica de Fourier de la forma


[image: image]


La descomposición de un fenómeno periódico en un tono fundamental y armónicos se presenta no solo en acústica, sino también en otras áreas. Esto se relaciona con un importante teorema debido a Jean Baptiste Joseph Fourier, quien afirma que, una función f(t) periódica1 con periodo T = 2π/ω0 puede, bajo ciertas condiciones, ser representada como una serie de la forma (1.1). Se dará una formulación más precisa en el capítulo 3.


Una expansión de la forma (1.1) puede expresarse en varias formas equivalentes. Si se define para n = 1, 2, 3, . . .


[image: image]


entonces, usando la fórmula de adición de la función seno se puede escribir


[image: image]


donde a0, an y bn son constantes reales, que en en virtud de la orgonalidad del conjunto


[image: image]


están dadas por las expresiones


[image: image]


para n = 0, 1, 2,..., y


[image: image]


para n = 1, 2,...


Otra forma de expresar la serie de Fourier se obtiene de la fórmula de Euler


[image: image]


De aquí, se deduce fácilmente que


[image: image]


y reemplazando en (1.2) se obtiene


[image: image]


donde cn son constantes complejas, dadas por


[image: image]


Por lo tanto,


[image: image]


Se usa el término series de Fourier para denotar una expansión de la forma (1.2) o (1.3). Se denomina suma parcial de (1.2) o (1.3) cuando estas series son finitas. Algunas veces el término análisis espectral se usa para describir la función periódica f(t) en el dominio de la frecuencia discreta ω = nω0.


Las series de Fourier son una herramienta útil en el estudio de fenómenos periódicos que dependen del tiempo (vibraciones, sonido, luz, corriente alterna, etc.) o del espacio (ondas, estructuras de cristal, etc.). Un área muy importante de aplicación es el procesamiento digital de señales e imágenes, las cuales se usan en la interpretación de señales sonar y de radar.


Una importante identidad debida a Parseval, relaciona la norma de una función f(t) en L2[−L, L] (la energía de una función f(t) de cuadrado integrable) con la norma en l2([image: image]) de sus coeficientes de Fourier. Esta se puede considerar como una isometría entre espacios de Hilbert isomorfos L2 y l2.


Análogamente, es posible representar funciones discretas (secuencias) periódicas f[n] como sumas finitas de exponenciales complejas discretas de Fourier en l2([image: image]N), lo cual permite la representación en el dominio de la frecuencia de tales funciones. Para el análisis de este tipo de funciones (o secuencias discretas periódicas) se introduce el grupo abeliano [image: image]N de los enteros módulo N, es decir, f[n + N] = f[n] implica que el periodo de la función discreta es N, se concluye que no más de N términos son necesarios en cada suma. Se utiliza con fuerza el hecho de que la suma de las raices N-ésimas de la unidad es igual a cero y que los N números complejos [image: image] donde ωN = exp (2πi/n), [image: image] están uniformemente distribuidos sobre el círculo unitario del plano complejo, y corresponden a los vértices de un polígono regular de N lados inscrito en dicho círculo.


Para contestar la pregunta ¿ cuál es la herramienta para el análisis de funciones no periódicas ? se empieza con una funcion periódica fT(t) de periodo T, se observa que cuando T → ∞, fT(t) se convierte en una función no periódica f(t). En este caso, la serie de Fourier de fT en [−T/2, T/2] se transforma en una integral de Fourier. Estas integrales se estudian en el capítulo 4.


La integral de Fourier de una función no periódica f de clase L2(−∞, ∞), está dada por


[image: image]


donde


[image: image]


A continuacion, de forma paralela y análoga al estudio de las series, se deduce la integral de Fourier compleja y de aquí a la definición de la transformada de Fourier, su inversa y las propiedades, completamente análogas a las propiedades de los coeficientes de Fourier de la serie de Fourier compleja.


Para f ∈ L1([image: image]), la transformada de Fourier de f es la función F(ω) definida para todo ω ∈ [image: image] por:


[image: image]


Por supuesto, para f ∈ L1([image: image]). Si [image: image] entonces la transformada inversa de Fourier de F se define para todo t ∈ [image: image] como


[image: image]


Desde un punto de vista más general, la transformada de Fourier es una transformación lineal definida en el espacio de Schwartz denotado [image: image], de todas las funciones de decrecimiento rápido en el infinito. Un ejemplo de una función perteneciente a [image: image] es la función [image: image] Es fácil demostrar que si [image: image] pertenece a [image: image], entonces [image: image]


La transformada de Fourier [image: image] resulta ser un operador lineal, que destruye derivadas, es uno a uno y sobre, es decir, el operador de Fourier es invertible. Además, si [image: image] es una función perteneciente a [image: image], entonces su transformada de Fourier [image: image] también pertenece a [image: image].


Por lo tanto, la transformada inversa de Fourier es el operador [image: image]


La representación en el dominio de la frecuencia de funciones discretas de longitud infinita, se obtiene por medio de la trasformada discreta de Fourier definida en el espacio l1([image: image]), su inversa y propiedades.


La transformada de Fourier en l2([image: image]N) o DFT, su inversa, y propiedades, su representación matricial y finalmente la FFT, es un método debido a Cooley-Tukey para el cálculo eficiente de la DFT.


La idea de Fourier de representar ciertas funciones en series e integrales permite modelar muchos fenómenos físicos y de ingeniería, como la computación y la tomografía axial computarizada (TAC) (una técnica de diagnóstico médico que permite obtener imágenes radiográficas del interior del organismo en forma de cortes transversales), entre otras.


Los métodos de Fourier, series, integrales y transformadas también son útiles por varias razones:




1. Las propiedades de convolución, modulación y multiplexación de la transformada y de inversa son muy útiles en telecomunicaciones para modelar sistemas LTI en el dominio de la frecuencia continua.


2. En el procesamiento de señales de audio y voz.





Las exponenciales complejas armónicamente relacionadas son funciones propias de sistemas LTI, es decir, la respuesta a una exponencial compleja de cierta frecuencia es una exponencial compleja de la misma frecuencia, multiplicada por una constante que corresponde a la función de transferencia del sistema calculada en dicha frecuencia (resulta ser algebraicamente, un valor propio del sistema). Por ejemplo, si a un sistema LTI con función de transferencia [image: image] real se aplica una señal [image: image] la respuesta del sistema es [image: image] es decir, la misma señal de entrada con la misma frecuencia, amplificada y desfasada. “En otro contexto las transformadas de Fourier se usan como un método para resolver ciertas ecuaciones diferenciales parciales con valores iniciales y de frontera, provenientes de problemas de conducción de calor en barras finitas, infinitas o semi-infinitas, ciertas ecuaciones de onda, y en el problema de Dirichlet, gobernados por la ecuación de Laplace para ciertos tipos de regiones del plano y del espacio tridimensional.


Se aplican tambien en problemas de interés para ingenieros electrónicos y eléctricos, como análisis de espectros de amplitud de una señal, construcción de filtros y reconstrucción de señales e imágenes.


Una aplicación en el procesamiento de imágenes, se presenta en el capítulo 5.


Igualmente, la teoría de las wavelets (onditas u ondículas) es una técnica para el procesamiento digital de señales, como visión por computadoras, compresión de datos (señales e imágenes), supresión de ruido, entre otras. Esta teoría se ha convertido recientemente en una alternativa para resolver muchos problemas en telecomunicaciones y electrónica que no son posibles de solucionar en forma clásica por métodos de Fourier.


1.2 Origen de las series de Fourier


Un artículo sobre conducción de calor presentado por Fourier en 1807 dió origen a las series que hoy llevan su nombre. A continuación se presenta el problema que motivó a Fourier al estudio de estas series.


La ecuación de conducción del calor: método de separación de variables


Se considera una varilla metálica delgada homogénea de longitud L a una temperatura inicial en cada punto [image: image] dada por una función f(x), cuyos extremos se mantienen a una temperatura de 0 y la temperatura de cada sección transversal constante. Se denota por u(x, t) la distribución de temperatura a una distancia del extremo izquierdo de la varilla en el tiempo t, para [image: image] como se muestra en la Figura 1.1.
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