
    
      [image: cover]
    

  

    
      [image: ]


        
    

  

    
      [image: ]


        
    

  

    
      [image: ]


        
    

  

    
      [image: ]


        
    

  

    
      [image: ]


        
    

  

    
      [image: ]


        
    

  

    
      [image: ]


        
    

  

    
      [image: ]


        
    

  

    
      [image: ]


        
    

  

    
      [image: ]


        
    

  

    
      [image: ]


        
    

  

    
      [image: ]


        
    

  

    
      [image: ]


        
    

  

    
      [image: ]


        
    

  

    
      [image: ]


        
    

  

    
      [image: ]


        
    

  

    
      [image: ]


        
    

  

    
      [image: ]


        
    

  

    
      [image: ]


        
    

  

    
      [image: ]


        
    

  

    
      [image: ]


        
    

  

    
      [image: ]


        
    

  

    
      [image: ]


        
    

  

    
      [image: ]


        
    

  

    
      [image: ]


        
    

  

    
      [image: ]


        
    

  

    
      [image: ]


        
    

  

    
      [image: ]


        
    

  

    
      [image: ]


        
    

  

    
      [image: ]


        
    

  

    
      [image: ]


        
    

  

    
      [image: ]


        
    

  

    
      [image: ]


        
    

  

    
      [image: ]


        
    

  

    
      [image: ]


        
    

  

    
      [image: ]


        
    

OEBPS/images/ebook_page_image_237791_34.jpg
In tal caso si ha:
y(0) = Yy sing

che rappresenta il valore assunto dalla sinusoide all'istante iniziale. Ad esempio, se la
sinusoide all’istante iniziale presenta un valore che corrisponde alla meta del suo
valore massimo, si puo porre:

Y,
7M =Yy sing

da cui si deduce che I'angolo di fase deve avere un valore tale da soddisfare la relazione:

. _ _ . 1_7‘[
sm<p—2 <p—arcsm2—6

L’espressione analitica completa della grandezza é allora:

y(t) = Yysin (wt + %)

Si noti che in [Fig.1.16] le sinusoidi sono rappresentate in funzione dell'angolo wt.
Le rispettive fasi ¢ corrispondono allora agli angoli evidenziati.

In una rappresentazione grafica standard (versi positivi verso destra), la variazione
di fase per valori positivi crescenti comporta una traslazione della sinusoide verso
sinistra (verso degli anticipi), una variazione per valori crescenti negativi comporta
invece una traslazione verso destra (verso dei ritardi).

1.9 - Problemi

1.1 - Una spira rettangolare aperta, di dimensioni 30 x 40 cm, ruota attorno all'asse
parallelo al lato minore. La spira compie una rotazione completa in 31.25 ms
all'interno di un campo magnetico costante di intensita B = 0.8 T. Quanto vale la
differenza di potenziale massima che si misura tra i terminali aperti della spira?

[19,3V]

1.2 - [ campo magnetico, nel problema precedente, viene ridotto a 0.7 T. Si vuole fare in

modo di mantenere invariata la fem totale agendo sulla frequenza di rotazione. Con

quale frequenza deve ruotare la spira per mantenere invariata la ddp ai terminali?
[36,5 Hz]
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Calcoliamo ora il valore efficace
secondo la definizione (1.26), con y(t) al
posto di i(t), sostituendo all'integrale il

valore appena trovato per l'area:

0.02

1 (T 1
Y= —f y2(t)dt = |—=0.05=1.58
T 0

14 5ms

Fig.1.15 — y2(t) per il calcolo del valore efficace.

1.7.1.3 - Fattore di forma di un’onda quadra non alternata

Il fattore di forma e il rapporto tra valore efficace e valor medio calcolato qui su tutto il
periodo (funzione periodica non alternata):

K—Y
fym

1.58 216
05

come ci si aspettava ben oltre l'intervallo che caratterizza la sinusoidalita.

1.8 - Fase di una corrente o di una tensione alternata

wt

Fig. 1.16 — Angolo di fase ¢ di una sinusoide

22

Il concetto di fase o pill propriamente
angolo di fase, & particolarmente
importante nello studio dei circuiti
elettrici in corrente alternata.

La fase, assieme ad ampiezza e
frequenza, identifica univocamente la
sinusoide.

Sull'angolo di fase hanno effetto i
componenti reattivi, cioe quelli che sono
in grado di accumulare energia, come
induttori e condensatori.

Il significato di angolo di fase si
comprende bene se si pone ¢ = 0
nell'espressione della generica
grandezza sinusoidale:

y(t) = Yy sin(wt + @)
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1.7 - Una tensione v(t) = V), sinwt viene raddrizzata da un ponte a singola semionda.
La tensione raddrizzata ha la forma rappresentatain figura.

e(t)
Determinare:
a. Il valore medio;
b. [l valore efficace;
¢ Il fattore di forma.

T T

2

Fig. 1.18 — Sinusoide raddrizzata
(singola semionda)

[15,9 V; 25 V; 1,572]

1.8 - Per Ia funzione a dente di sega rappresentata in figura determinare:

a. Il valore medio;

2
& | vi0 A A b. ll valore efficace;
3 4 /A i ¢ il fattore di forma.
, A ‘o Fa
b v v(t) ’ ’

Fig. 1.19 — Onda a 'dente di sega' e suo quadrato

[1V; 1,155V; 1,155]
1.9 - Relativamente al problema proposto 1.1, si inizia a contare il tempo quando la spira
forma un angolo di 20 gradi con il piano orizzontale.

a. Quanto vale la fem totale trascorsi 10 ms dallistante iniziale?
b. Dopo quanto tempo si ha il primo massimo positivo della fem?

[13,6 V; 6,08]
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1.3 - Una spira rettangolare aperta ruota con velocita costante in un campo magnetico
anch'esso costante di intensita 1 T. Nell'istante in cui la fem sui lati attivi é nulla, la spira
éattraversatada un flusso magnetico pari a 0.24 Wb. I lati attivi della spira sono lunghi
40 cm e ai terminali aperti della spira si misura una tensione massima di 4524 V.
Determinare:

a. la distanza del lato attivo dall asse di rotazione;

b. la velocita periferica dei lati attivi;

¢ la frequenza della tensione indotta.

[30 cm; 56,6 m/s; 30 Hz]

1.4 - Una spira rettangolare aperta ha i lati attivi lunghi 30 cm posti a distanza di 28 cm
dall asse di rotazione. La spira é immersa in un campo magnetico costante e compie
una rotazione completa in 12,5 ms. Quando la spira forma un angolo di 45° col piano
orizzontale, la fem che si misura ai suoi terminali é pari a 50 V. Determinare:

a. la frequenza di rotazione;

b. Ia frequenza della fem;

¢ il valore massimo del flusso concatenato;
d. l'intensita del campo magnetico.
[80 Hz; 80 Hz; 0,141 Wb; 0,84 T]

1.5 - Data una tensione sinusoidale v(t) = Vy sinwt diampiezzaVy =100V,

a. determinare il valor medio;

, , , 1%
b. calcolare il valore efficace e dimostrare che si ha: V = TIZ

2
O con V(1) tensione ai terminali di R|

[63.7 V;70.7 V, Suggerimento: p(t) = —

1.6 - Una tensione v(t) = Vy sin wt viene raddrizzata da un ponte a doppia semionda.
La tensione raddrizzata ha la forma rappresentatain figura.

50 =0 Determinare:

i a. Il valore medio;

| b. Il valore efficace;
%0 ¢ il fattore di forma.

20

0 . . [31,85V; 35,35 V; 1,1098]

Fig. 1.17 — Sinusoide raddrizzata (doppia semionda)

24
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1.6.1 - Ricavare il valore efficace o RMS dalla definizione

Basandoci sull’esempio precedente definiremo cosi il valore efficace o RMS (Root Mean
Square) di una grandezza periodica:
il valore efficace di una grandezza periodica é dato dalla radice quadrata (R) del valore
medio su un periodo (M) del quadrato della grandezza (S).

Casi particolari di grandezze periodiche sono quelle alternate e quelle sinusoidali.
Si deve dunque ricorrere al calcolo differenziale per ottenere la media del quadrato di
una funzione sul periodo7. Nel nostro caso la definizione comporta il calcolo della
seguente espressione:

1 T
(1.26) 1= —f i2(t)dt
Ty
Calcoliamo l'integrale con la sostituzione della variabile di integrazione — wt

T T II\Z/I 21
f i2(t)dt = I,zv,f sinfwtdt = —f sin?wt d(wt)
0 0 w Jo

utilizzando l'espressione (1.20) per sin2wt:

T 11\2/1 27 111\24 2T 1 11\2/1 27
f i?(t)dt = —f sinwt d(wt) = ——f d(wt) — ——f cos 2wt d(wt) =
o w Jy 2w ), 2w ),

_ L la 2wt d(2 t)—’2” i '2t2"—112”
=T 4w ), cos 2w wt) =7 4w[sm wt]s =T

Quindji, sulla base della definizione (1.26), ricordando che wT = 2mx:

1 (T, 15 IZ iy
(1.27) I= /Tj;lz(t)dt= /ﬁn=\/;=ﬁ

1.6.2 - Il fattore di forma

Il fattore di forma e definito come il rapporto tra valore efficace e valor medio nel semi-
periodo di una grandezza alternata, ad esempio una corrente:

19
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1 Per chiarire la procedura da seguire,
37¥0 cerchiamo di calcolare il wvalore
medio, il valore efficace e il fattore di
forma della funzione 340)
14 rappresentata in [Fig. 1.14]. Dal
——————————————————————— - - - - grafico ricaviamo alcune
- T - T informazioni importanti.

La funzione €& periodica, non
alternata, con periodo 7 di 20 ms,
valore massimo 2, valore minimo —1.

La funzione y({) rappresenta una
1.14 — Una funzione periodica non alternata grandezza generica per cui non
interessano qui le unita di misura.

N

-1

5ms

-2

1.7.1.1 — Valore medio di un’onda quadra non alternata

Sulla base di quanto discusso in precedenza, possiamo determinare il valor medio
come rapporto tra l'area compresa tra curva e asse delle ascisse e il periodo 7.
Calcoliamo il valore sull'intero periodo poiché la funzione € periodica, ma non
alternata.

Area

m T

Nel primo semi-periodo l'area € positiva, nel secondo, negativa. Il calcolo, data la
forma della funzione & semplice. Indichiamo con A+ l'area positiva e con A-I'area

negativa: A*=22=2-0010=0020 A~ =-17=-1:0.010=-0.010 mentre
per I'area totale abbiamo: A = A™ + A~ = 0.020 — 0.010 = 0.010.
Il calcolo del valore medio secondo la precedente definizione da allora:

0.010
= ———=0.5

0.020

1.7.1.2 - Valore efficace di un’onda quadra non alternata

Per ottenere il valore efficace dobbiamo prima tracciare la curva y2(£) e calcolare quindi
I'area sottostante, che, come si vede, e tutta positiva:

T T
Area = 45 + 15 = 2T + 0.5T = 2.5T = 2.5-0.020 = 0.05
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I
(1.28) Kf = —

Im

Il valore tipico che si ottiene se la grandezza alternata é sinusoidale, e:
s
(1.29) K=—=3—=—2=111

Quanto piu il fattore di forma differisce da questo valore, tanto piu la grandezza si
allontana dalla forma sinusoidale. Per scopi pratici e di misura una grandezza e
considerata sinusoidale se:

1.07 < K; < 1.15

1.7 - Correnti alternate non sinusoidali

Alternata e sinusoidale si riferiscono a caratteristiche diverse, la seconda piu
restrittiva della prima.

Nello studio e nella pratica dei circuiti elettrici si ha spesso a che fare con grandezze,
o forme d'onda, periodiche e alternate, queste ultime non necessariamente sinusoidali.
Le funzioni periodiche di periodo 7'obbediscono alla condizione:

(1.30) fx+T)=f(x)

le funzioni alternative o alternate alla piu restrittiva condizione:

(1.31) f (x + g) =—f(x)

A causa della (1.31) le grandezze alternative hanno valore medio nullo sul periodo.
Le definizioni di valor medio, efficace e fattore di forma restano comunque valide
anche per queste funzioni.

1.7.1 - Funzioni non sinusoidali: valor medio, efficace e fattore di forma

I valori medi in questi casi si calcolano applicando le definizioni, ricordando anche che

gli integrali, come ad esempio fT

0 i?(t)dt, rappresentano aree sotto le curve.
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Ricavando I,,, e sostituendo a il valore precedentemente trovato?:

Ay ALy 2

T 2w M

I,

NIH|S|§

ed essendo f= 0.637 il valor medio sul semiperiodo e:

2
(1.18) Iy ==1Iy = 0.637 I,
T

Il precedente risultato & generalizzabile a qualsiasi grandezza sinusoidale
rappresentata in funzione del tempo secondo una legge:

y(t) =Yy sinwt
se invece larappresentazione e in funzione dell'angolo w¢:
y(wt) = Yy sinwt

l'area ha valore diverso8 rispetto a (1.17), essendo qui il doppio dell’ampiezza:

T

s

(1.19) Area = f y(wt) d(wt) = YMf sinwt d(wt) = 2 Yy
0 0

tuttavia, non cambia 'espressione del valor medio:

2
Y,, ==Yy = 0.637 Yy
T

1.6 - Valore efficace di una corrente o tensione alternata sinusoidale

[ valori efficaci di una corrente o tensione alternata sono grandezze legate alla potenza
media e all'energia trasferita in un periodo. Energia e potenza dipendono dalle tensioni
o correnti elevate al quadrato. Ad esempio, la potenza istantanea dissipata da una
resistenza Rpercorsa da una corrente sinusoidale puo essere espressa da:

p(t) = Ri%(t) = RIZsin*wt

7 Notare il diverso uso degli indici: /i &€ 'ampiezza della sinusoide, cioé il suo valore massimo positivo o
negativo, /m invece € il valor medio della sinusoide sul semiperiodo.

81n (1.17) l'area coincideva numericamente e dimensionalmente (Ampere - secondo) con la carica
elettrica Q. Se la variabile indipendente & I'angolo w¢, I'area (Ampere- radianti) non rappresenta piu una
carica elettrica.
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Tale area si calcola mediante una procedura detta di integrazione:

T

T
(1.16) Q= fzi(t)dt = fZIM sin wt dt
0 0

L'ampiezza /y e costante in questo caso e pud essere portata fuori dal segno di

integrale. Inoltre, e opportuno che la variabile di integrazione sia w¢ percio,
moltiplichiamo e dividiamo per la costante w, cosi da rendere possibile la sostituzione
di variabile t - wt.

Poiché w é una costante, wdt = d(wt) e l'integrale (1.16) diviene:

v (™.
Q= —f sin wt d(wt)
w Jy

Ovviamente la sostituzione di variabile comporta anche la modifica dei limiti di
integrazione. Dato che la variabile di integrazione & ora l'angolo wt in luogo del

tempo, i limiti di integrazione vanno cosi modificati: 0 = 0, SO

Una primitiva (v. par. 8.4) di sin x & —cos X, quindi:

1 1 1 1
(1.17) Q= ZM[_ coswt|§ = ZM[_ costm + cos0] = ZM[_(_D +1] = ZZM

Geometricamente la (1.17) rappresenta l'area sottesa dalla sinusoide in un semi-
periodo, fisicamente la carica elettrica trasportata lo stesso semiperiodo.

1.5.2 - Valor medio della corrente alternata sul semiperiodo

Dato che l'area totale sotto la sinusoide € nulla,

i(t) \ . L. .
/\ é nullo anche il valor medio di i(t) = I, sin wt
- EIM calcolato sull'intero periodo.
. " [l valor medio di una grandezza sinusoidale,
Sl come di tutte le grandezze alternate, viene
> quindi calcolato sul semi-periodo. Ci

chiediamo allora quale corrente costante
(continua) possa trasportare, nel tempo
equivalente a un semi-periodo, la medesima
quantita di carica Q. Cio equivale a ricercare un
rettangolo di base pari a T/2 e altezza [, tale
Fig.1.12 — Valore medio sul semiperiodo da avere un'area uguale a Q:

T_
E_Q

I

15
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La potenza si puo ottenere moltiplicando il quadrato della corrente (1.21) per &:

I
1.22 t) = Ri%(t) = RZ - R-X cos 2wt
p 2 2

La media di questa potenza sul periodo 7e data da:

12
(1.23) P, = R7M

questo perché la media sul periodo di cos 2wt é nulla, come per qualsiasi grandezza
alternata sinusoidale.

Definiamo ora il valore efficace /di una corrente alternata sinusoidale di ampiezza
Iy come:

121
(1.24) 1= |[M="H

cosicché la potenza media gia scritta nella (1.23) possa esprimersi come il prodotto
della resistenza per il quadrato del valore efficace:

(1.25) P —RIIZW—RIMIM—RIZ
' " 2 V242

L'altezza del rettangolo rappresentato in [Fig.1.13] e il valore medio del quadrato
della corrente. L'area del rettangolo & uguale a quella sottesa dalla curva i2(t), come si
puo facilmente dedurre osservando la figura stessa (si immagini di ritagliare i due
picchi al di sopra del rettangolo; si tagli ognuno di essi i due meta simmetriche secondo
I'altezza; queste quattro forme si adattano perfettamente ai “vuoti” del rettangolo,
riempiendoli).

Questo valore, moltiplicato per R fornisce la potenza media. Se si rappresenta la
funzione Ri%(t) si ha il grafico della potenza. L'area del rettangolo ha allora le
dimensioni [watt] x [tempo] = [joule], cioe quelle di un'energia.

Cio conduce ad interpretare il valore efficace di una corrente alternata come que/
valore di corrente continua che, nell'arco di un periodo, produce gii stessi effetti
energetici medi della corrente alternata stessa. Possiamo estendere questo risultato e
definire in generale il valore efficace come si fara nel prossimo paragrafo.
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vi(e) Vi o, .
R —Rsmw

p(t) =

Tecnicamente il valore efficace, o valore RMS (Root Mean Square), & la radice
quadrata del valor medio sul periodo del quadrato della grandezza.

Una sinusoide elevata al quadrato, come si vede in [Fig.1.13] nel caso di i(t), e
sempre positiva e di frequenza doppia rispetto alla sinusoide di partenza, fatto
facilmente dimostrabile grazie a note relazioni trigonometriche.

Dalla formula di duplicazione del coseno:

cos 2wt = cos*wt — sin*wt
ricaviamo il seno al quadrato:
sinwt = cos?wt — cos 2wt
Invece, dalla relazione fondamentale della
trigonometria otteniamo il quadrato del
coseno, che sostituiamo nell’equazione
precedente:
cos’wt = 1 — sinwt
sin?wt = 1 — sinwt — cos 2wt

Con un ulteriore semplice passaggio:

1 — cos 2wt

(1.20) sinfwt = )

Moltiplicando per I'ampiezza della corrente e

Fig.1.13 — Per il calcolo del valore efficace separando la frazione:
L
(1.21) i2(t) = I4sin*wt = -~ Cos 2wt

2
La (1.21) spiega bene quanto si vede in [Fig.1.13]: il termine —I?MCOS 2wt € la
IZ
cosinusoide negativa di frequenza doppia, il termine 7“ é la quantita di cui quest’ultima

e traslata verso l'alto, cosi da risultare completamente positiva e tangente all’asse dei
tempi.
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1 GRANDEZZE ELETTRICHE SINUSOIDALI

1.1 - La corrente alternata

La corrente elettrica € generata dallo spostamento di cariche elettriche mobili, che nei
conduttori sono gli elettroni. La quantita di carica AQ che fluisce attraverso una certa
superficie, osservata per un intervallo tempo At, permette di definire I'intensita della
corrente elettrica come:

AQ
[=—
At

Questo flusso di cariche puo essere unidirezionale e costante nel tempo, nel qual
caso si hauna corrente continua.Se invece I'insieme delle cariche mobili oscilla attorno
ad una posizione di equilibrio, si parla di corrente alternata. In tal caso le cariche,
mediamente, non si spostano significativamente dalla posizione originale. Se
I'oscillazione delle cariche puo essere globalmente descritta in termini di moto
armonico, si dice che la corrente alternata e sinusoidale dal momento che puo essere
matematicamente descritta da una sinusoide.

1.2 - La sinusoide

La sinusoide e la rappresentazione grafica della funzione seno di un angolo a al
variare dell’angolo stesso. Se I'angolo dipende linearmente dal tempo, ad esempio
secondo la relazione:

a = wt

con w costante, la sinusoide si presta bene a descrivere le oscillazioni armoniche.
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1.4 - Generare una fem sinusoidale. Spira rotante in un campo magnetico

Un moto relativo tra un conduttore e un campo magnetico B e all'origine della
differenza di potenziale o forza elettromotrice (fem) indotta nel conduttore.

Fig. 1.1 - Spira rotante in un campo magnetico

Rispetto a un dato sistema di riferimento
e del tutto indifferente chi sia a muoversi.
Cio che importa e che esista una velocita
relativa tra campo e conduttore.

L’esempio che segue offre una buona
partenza per comprendere un diffuso
sistema di generazione della forza
elettromotrice, le sue caratteristiche e
alcuni aspetti teorici. L'esempio & svolto e
commentato nei  successivi  sotto-
paragrafi.

Esempio 1.4.1.
Una spira rettangolare ABCDEF aperta, di

dimensioni BC =40 cm, CD =2r=50cm (r
é il raggio della circonferenza descritta dai
lati BC e ED durante la rotazione), ruota in
senso antiorario attorno allasse parallelo
ai lati BC e ED, con una frequenza di 50 Hz,
all'interno di un campo magnetico costante
di intensita B= 0.8 T (tesla) [Fig.1.1].

1.4.1 - Valore massimo della fem sui lati attivi

Con il termine /ati attiviindichiamo quelle parti della spira, nel nostro caso i conduttori
BC e DE, che diventano sede di forza elettromotrice (fem) indotta. Le altre parti della
spira non danno praticamente alcun contributo alla fem poiché il loro moto nel campo
magnetico avviene senza tagliare significativamente le linee di campo.2

La fem indotta in ciascuno dei lati attivi puo essere calcolata applicando la legge:

e(t) = Blvsin wt

nella quale wteé I'angolo che la spira forma con un asse xdi riferimento e w coincide

quindi con la velocita angolare della spira.

Nell’esempio3:

2 Volendo essere pignoli, esisterebbe un piccolo contributo dovuto allo spessore dei conduttori, ma del
tutto trascurabile. [dealmente possiamo poi considerare la spira priva di spessore e contributo nullo.
3 In tutto il testo i valori numerici sono espressi utilizzando la convenzione del punto come separatore
decimale e, secondo il SI, lo spazio come separatore delle migliaia, esempio: 1 234 567.890 (1 milione
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Una corrente alternata sinusoidale pud essere espressa da una funzione del tipo:
i(t) = Iy sin(wt)

dove la funzione seno e moltiplicata per una costante I,;, 'ampiezza, in modo da poter
rappresentare grandezze anche con valori superiori a 1 o inferioria —1.

La pulsazione w deriva dal concetto di velocita angolare. Detto 7'il periodo (tempo
necessario per compiere un giro o per una oscillazione completa) e f la frequenza
(numero di giri o di oscillazioni nell’'unita di tempo), avremo:

—2”—2 d/ —1H
w—T—nfras f—TZ

1.3 - Differenza di potenziale sinusoidale

Le cariche elettriche, come ogni sistema fisico, si muovono se, tra la posizione nello
spazio in cui si trovano e quella che occuperanno in un istante successivo, esiste una
differenza di energia potenziale. Le cariche positive sispostano verso regioni a energia
(potenziale) minore, viceversa le cariche negative.

Per spostare cariche elettriche € allora necessario creare una differenza di energia
potenziale A Utra due posizioni nello spazio.

Invece di AU, misurata in joule (J), si preferisce usare una grandezza ad essa
correlata e direttamente misurabile: la differenza di potenziale elettrico AV, indicata
genericamente con la lettera I/ e a volte con la lettera £ la cosiddetta forza
elettromotrice (fem), caratteristica dei generatori e/o effetto dei fenomeni di
induzione elettromagnetica.

Se Uel'energia potenziale di un punto rispetto ad un altro, preso come riferimento
di zero per l'energia potenziale (cosicché AU=Ue AV=V), e Q la quantita di carica
spostata tra quei due punti, la differenza di potenziale, misurata in volt (V), é:

Se la differenza di potenziale ha andamento sinusoidale?:
v(t) = Vy sinwt

anche il moto delle cariche sara di tipo oscillatorio sinusoidale.

1 Nel seguito per semplificare la scrittura delle formule ometteremo le parentesi nella notazione delle
funzioni trigonometriche, salvo ambiguita. Cosi ad esempio: sin(wt) — sin wt, ma manterremo l'uso
delle parentesi ove necessario come in sin (wt + ¢). Notare I'uso delle minuscole per una generica
funzione del tempo, come v(t).
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INTRODUZIONE

Ldea di un ipotetico “viaggio attorno ad una bella e potente matematica” prende
spunto ed inizio dal metodo simbolico usato nello studio delle correnti alternate in regime
stazionario, che a sua volta, introduce alla “magia” dei numeri complessi. A questo studio
sono dedicati I primi sei capitol], con i quali si puo costruire una base di conoscenze e
competenze fondamentali in vari campi della scienza e della tecnologia: elettronica,
telecomunicazioni, teoria dei segnalj, ecc.

Una pluridecennale esperienza didattica ha suggerito un‘esposizione la piti lineare e
completa possibile, ragionando sempre sui concetti e ricercando, a volte spiegazioni
alternative rispetto allo standard, basato, in genere, sul calcolo differenziale e integrale.

Proprio perché I'obiettivo finale di questo libro é “aiutare a capire’, nel testo sono
disseminati alcuni “interludi matematici’, con i quali si intende “portare a livello” anche
coloro che non dispongono delle specifiche conoscenze matematiche (o non le ricordano).
Anche gli esperti pero potranno trovare in essi idee e informazioni non sempre
sufficientemente evidenziate nel corso dei loro studi.

La seconda parte inizia con il settimo capitolo dedicato allo studio dei transitori,
principalmente sviluppato attraverso un metodo di calcolo numerico, noto come metodo di
Eulero, che personalmente giudico di grande efficacia didattica come spiego nelle sezioni
dedicate.

[ capitoli otto e dieci presentano alcuni dei piti potenti e utilizzati strumenti di
analisi matematica: Ia serie e la trasformata di Fourier, indispensabili in acustica, come nella
formalizzazione della meccanica quantistica, passando per ottica fisica, teoria dei segnall,
trattamento delle immagini, ecc, mentre il capitolo nove descrive l'inquadramento teorico
di questi strumenti attraverso il concetto unificante di spazio vettoriale.

Non é questa, né vuole esserlo, una trattazione teoricamente esaustiva, che lo
studente universitario non manchera di subire nei suoi corsi, ma piuttosto il tentativo di una
visione di insieme e di comprensione della ragion d'essere di questi formidabili strumenti.

Infine, mi si permetta di aggiungere che questo é il tipo di testo che avrei fortemente
desiderato leggere nel cruciale passaggio dal Liceo al Corso Universitario di Fisica e poi, prima
di affrontare Metodi matematicj, Fisica Quantistica e Radioattivita.

Ora I'ho scritto, mi auguro possa servire.

Settembre 2023
SR

IX
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Simboli e abbreviazioni

Grandezze complesse o vettoriali sono indicate con caratteri in grassetto: es. Z V, [ etc.
Le stesse lettere in carattere normale indicano moduli delle grandezze: Z = |Z|
L’unitd immaginaria & indicata con j, dove j = v—1,es,Z = 3 + j4

La forma polare abbreviata di un numero complesso Z é: Z = Z2¢

dove Zé il modulo e il simbolo dell’angolo e preceduto dal segno 2.

Il complesso coniugato & segnato con un asterisco: se I = A+ jB allora I" = A —jB
In forma polarese I = Iz allora I =12 — ¢.

[ valori massimi delle grandezze (ampiezze) hanno indice M: Vy, Iy etc.

Grandezze continue o valori efficaci sono rappresentate con caratteri maiuscoli senza
indici: V, [ etc.

Ove possibile le funzioni trigonometriche sono scritte senza parentesi: sin x; cos wt, ma
sin (wt+0).

Principali abbreviazioni

CA, ca corrente alternata
CC, cc corrente continua
FEM, fem forza elettromotrice
cdt caduta di tensione
fdp fattore di potenza (cos ¢)
Simboli

A per ogni

€ appartiene a

c sottoinsieme di

= implica, se ... allora
= se e solo se

insieme dei numeri naturali: [0], 1, 2, 3, ...

insieme dei numeri naturali senza lo zero: 1, 2, 3, ...
insieme dei numeri reali

insieme dei numeri complessi

ﬁ%z*z
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La [Fig. 1.10] mostra come, riducendo ancora l'intervallo (al 20%), la tendenza diventi
decisamente evidente.
Si puo allora concludere che, facendo tendere I'intervallo Ax a valori molto piccoli:

Acosx
Ax

— —sinx

Il rapporto a sinistra tende ad approssimare la funzione — sinx. Per questo abbiamo
usato la freccia (—) piuttosto che il segno uguale (=). L'espressione matematicamente
corretta sarebbe:

Acosx
im
Ax—>0 Ax

= —sinx

Acosx
con la quale si afferma che il limite a cui tende il rapporto incrementale ;

avvicinando sempre piu allo zero 'ampiezza di Ax, € proprio la funzione — sin x.

Ora pero serve un ulteriore passaggio per tornare al discorso sulle correnti alternate.

) § ; ; A coswt Acosx
Ricordiamo che con la sostituzione x = wt avevamo W Tornando

quindi alla originale variabile ¢si ha:

~ Acoswt .
im ———— = —wsinwt
At-0 At
Il tutto si puo poi esprimere nella forma:
d cos wt )
—— = —wsinwt
dt

dove l'operatore % (derivatadi... rispetto a £) riassume il concetto di limite del rapporto

incrementale espresso sopra. L'operazione rappresentata dal membro sinistro della
equazione precedente é allora la “derivata rispetto al tempo della funzione cos wt”.

Se si moltiplica I'espressione precedente per I'ampiezza costante del flusso &, e si
cambiadi segno, siha (v. 1.14):

d®d,, cos wt
_MT = wdy sinwt = e(t)

che altro non é se non la formulazione della legge di Faraday.
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L’approssimazione & tanto migliore quanto piu piccoli sono i segmenti e quando i
segmenti si riducono a punti la curva e rappresentata esattamente. Nella [Fig. 1.9] gli
intervalli hanno ampiezza pari al 40% di quelli utilizzati in [Fig. 1.8].

Fig. 1.9 Riducendo I'ampiezza degli intervalli Ax, migliora 'approssimazione.

Fig. 1.10 L’intervallo & ulteriormente ridotto. La curva a gradini & molto vicina alla funzione —sinx
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maggiore € il numero Ne minore I'ampiezza degli intervalli.

L'area cosi calcolata rappresenta la
itt) quantita di carica trasportata dalla
corrente i(t) nell'arco di un periodo 7.

Quando, nel secondo semi-periodo, la

_____D_____
O

sinusoide assume valori negativi,
all’'area corrispondente attribuiamo un
by A ! valore negativo.

Fisicamente il segno positivo o
negativo di queste grandezze é legato al
verso della corrente: cosi, stabilito un
verso positivo, sara negativala corrente
ict) B che fluisce nel verso opposto. Ma che
! significato diamo all'area negativa?

Dato che in questo caso Il'area
corrisponde ad una quantita di carica
elettrica, e logico interpretarne il valore

t negativo come un flusso di carica
elettrica dello stesso segno, ma di verso
opposto rispetto a quello rappresentato
dall'area positiva. Peraltro, e anche
evidente che l'area positiva e quella
negativa hanno uguale valore.

B e o o
el alals

Fig.1.11 — Calcolo dell'area sotto la sinusoide

L'area totale sottesa dalla sinusoide e quindi nulla. Questo fatto ha la seguente
interpretazione: la quantita di carica che fluisce in un senso durante un semi-periodo
e esattamente uguale a quella che fluisce in senso opposto nell’altro. Il flusso totale di
carica attraverso una sezione qualsiasi di un conduttore in un periodo é nullo.

1.5.1 - Media sul semiperiodo

La quantita di carica che fluisce in un senso o nell’altro pud essere determinata
calcolando l'area della sinusoide i(t) su mezzo periodo. Il problema della
determinazione dell'area pud essere risolto esattamente solo con l'ausilio del calcolo
integrale. Non avendo sufficienti competenze in questo campo conviene almeno
memorizzare il risultato finale.

La carica trasportata in un semi-periodo dalla corrente i(t) & data dall’area sottesa
dalla sinusoide che rappresenta la corrente:

i(t) =Iysinwt

14
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1.4.7 — Nota sugli operatori differenza (A) e spostamento (E)

L’operatore differenza A, applicato ad una funzione, fornisce la sua variazione quando
si incrementa la variabile indipendente:

Af(x) = f(x + Ax) = f(x)
Il rapporto incrementale approssima la derivata se Ax e ragionevolmente piccolo:

Af(x) _ flx+Ax) = f(x) df(x)
Ax Ax T odx

L’operatore spostamento £ applicato a f (x) restituisce f(x + Ax):

Ef(x) = f(x + Ax)
Usando l'operatore £ Af (x) diviene:
Af(x) =Ef(x) —f(x) =(E-Df(x) =(E-Df(x)
dove /& 'operatore identitd, If (x) = f(x), da cui:

A=FE -1

1.5 - Quantita di carica elettrica e valor medio di una corrente alternata

Una corrente alternata, in media, sul lungo periodo, non comporta alcun trasferimento
netto di carica da una parte all’altra del circuito elettrico, contrariamente a quanto
avviene con la corrente continua. Per comprendere questa affermazione € necessario
ragionare sulla definizione dell'intensita di corrente e sul valore medio di una
sinusoide.

Una corrente elettrica di intensita:

AQ(t)
At

i) =
comporta che, nell'intervallo di tempo At sia stata spostata una carica:

AQ(t) = i(t)At

In una rappresentazione grafica della corrente in funzione del tempo, [Fig.1.11], 'area
del rettangolo tratteggiato sotto la sinusoide ha le dimensioni di una carica elettrica:
[ampere] x [secondi]= [coulomb]. L'area sottesa dalla sinusoide puo essere calcolata,
in via approssimata, sommando le aree di vari rettangoli ottenuti suddividendo il
periodo 7 in N intervalli At identici. L'approssimazione € tanto migliore quanto
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Se, ad esempio [Fig. 1.8], consideriamo i punti P, (iniziale) e P; (finale) della curva
A
del coseno, il rapporto % e dato da % che rappresenta la pendenza del segmento
1

P,P; (negativa perché AP, < 0, infatti cos x da P, a P; & decrescente).

All'inizio questa pendenza € modesta essendo i punti poco distanti dal massimo della
fuOnzione coseno, ma muovendosi lungo 1'asse x nel verso positivo, 1a pendenza cresce
progressivamente.

0

0.59

-0.54

el o i e ]

B |

Fig. 1.8 — Un tratto della curva cos x con un’approssimazione delle
pendenze e loro rappresentazione con una curva a gradini.

Rappresentando sullo stesso grafico i valori che assume la pendenza nei vari intervalli
AP4, BP;, CP;3, ... otteniamo una curva a gradini, come quella di [Fig. 1.8]. Quest’ultima

Acosx
costituisce una rappresentazione (molto) approssimativa del rapporto

Osserviamo che essa presenta un valore (relativamente) vicino allo zero laddove la
funzione coseno assume il valore massimo, mentre raggiunge un valore massimo
nell’intervallo di passaggio per lo zero del coseno.

L’operazione concettuale che va compiuta a questo punto é quella di immaginare di
ridurre I'ampiezza degli intervalli Ax, aumentandone allo stesso tempo il numero.

[ punti Py, P;, Ps P3,...sono allora piu vicini e i segmenti PyP;, P; P,, P,P5,...siavvicinano
alla curva e la approssimano meglio. In altre parole, con questa procedura tentiamo di
approssimare la curva della funzione cosx mediante numerosi piccoli segmenti
rettilinei.
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La legge di Faraday puo essere espressa in forma approssimata come rapporto
incrementale del flusso magnetico:

AD(Y)
At

e(t) =

in cui 'operatore differenza A ha il significato di “variazione della grandezza”: se ¢
rappresenta un istante di tempo e ¢’ un istante successivo, avremo

At=t'—t
Se il flusso varia nel passaggio dall'istante ¢al successivo ¢, vi € una variazione:
AD(t) = d(t + At) — d(t)
La dipendenza dal tempo della funzione flusso & data (1.15) da:
d(t) = by coswt
quindi, essendo ®,, costante:
AD(t) = dyAcos wt
e ci possiamo occupare solamente della variazione di cos wt:
A cos wt = cos(wt + wAt) — cos wt

e del suo rapporto incrementale:

A cos wt
At

Per maggiore generalita, possiamo porre x = wt da cui discende Ax = wAt e quindi:
Acosx = cos(x + Ax) —cosx

per conservare il valore del rapporto precedente, eseguiamo la sostituzione osservando
. Ax
che al denominatore avremo At = —e allora:

A cos wt Acosx
=w
At Ax
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ma &,, = BS e il massimo valore del flusso concatenato, che si ha quando la spira € in
posizione orizzontale [Fig. 1.5], quindi:

(1.14) e(t) = wdy sinwt

Il massimo valore del flusso si ha quando la fem indotta ‘ N \/
é nulla, [Fig. 1.5] invece il flusso & nullo quando la spira e
in posizione verticale [Fig.1.6], situazione in cui la fem &
massima. Il flusso che attraversa la spira & determinato
dalla sezione retta S| della spira [Fig. 1.7]:

S, =1 2rcoswt = Scoswt

proiezione della superficie su un piano perpendicolare s AREEAE
alle linee di campo. vl
Essendo quindi & = BS, concludiamo che anche il ‘

flusso ha andamento sinusoidale: S ‘

(1.15) ®(t) = d,, cos wt Fig. 1.7 - Per il calcolo del
flusso

Si riconosce subito nell’espressione w sin wt in (1.14) la derivata rispetto al tempo
della funzione —cos wt, (v. par. 7.2) quindi:

d®d,, cos wt

w®P,, sinwt = —
M dt

Infine, a seguito delle equazioni (1.14) e (1.15), otteniamo proprio I'espressione
della legge di Faraday:

do(t)

“0 ="

1.4.6 - Risalire alla legge di Faraday sapendo poco o nulla delle derivate®

Immaginiamo di non possedere il concetto di derivata. Ragionando con le differenze
finite giungeremo a capire meglio il passaggio chiave dell’'argomentazione precedente e
cioé che la rapidita di variazione della funzione coseno (la sua derivata prima) coincide
con la funzione seno cambiata di segno, oltre a cosa succede quando si ha a che fare con
le funzioni di funzione, come ad esempio sin wt.

6 Perché questo paragrafo? Naturalmente chi é sufficientemente a proprio agio con la trattazione
precedente (1.4.5) puo tranquillamente ometterne la lettura. L'indiscutibile potenza del calcolo
differenziale tende pero a rendere meccaniche alcune sue operazioni, nascondendone i significati profondi,
che ogni tanto & bene riportare in superficie. Sulle derivate diremo di piu al capitolo 7.
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All'altra estremita restano scoperte cariche positive stazionarie in quantita
corrispondente a quelle negative spostate, realizzando di fatto una separazione tra
cariche di segno opposto.

-
La separazione delle cariche produce un campo elettrico E che, a equilibrio
raggiunto, genera una forza:

(1.6) qE = —q(? x §)

uguale ed opposta alla forza di Lorentz. Da qui il segno meno che compare nella
formula. Il vettore campo elettrico e il suo modulo avranno allora espressione:

(1.7) E=—-(9xB)
(1.8) |§| = FE =vBsina

Supponendo per semplicita che le due distribuzioni di carica siano concentrate agli
estremi del conduttore di lunghezza / possiamo calcolare la differenza di potenziale
dovuta all'esistenza del campo elettrico:

(1.9) e(t) = E-[=El=Blvsina

Si puo poi facilmente dedurre dalla figura 1.2 che
a = — wt, prendendo come riferimento per gli = ¥ __._.____
angoli l'asse x.

Poiché sin(m — wt) = sin wt si conclude che:

Vy

lato attivo
(1.10) e(t) = Blvsinwt
Data la geometria del sistema [Fig. 1.2], siindividua N | = X

la componente secondo l'asse x della velocita

TT-wt
(componente trasversale rispetto al campo B
magnetico): |
(1.11) v, = vsinwt

Il confronto con la (1.10) permette di affermare che
solamente la componente della velocita S
perpendicolare alle linee di campo ha effetto ai fini
della produzione di fem indotta.

Fig. 1.2 - Scomposizione della
velocita periferica del lato attivo
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rad
w=2nf =2m-50 = 314.2—

La velocita periferica, essendo r il raggio del moto circolare, e data da:

CD m
V=wr= a)? =314.2-0.25 = 78.6?

Per ogni lato attivo si ha una fem indotta:
e(t) = Blvsinwt = 0.8-0.4- 78.6 sinwt
Concludiamo che su ogni lato attivo e presente una fem sinusoidale*:
e(t) = 25.2sin314.2t

che assume il valore massimo (ampiezza) di 25.2 V (volt) in valore assoluto quando
wt = §+ km,conk=0,1,2,.., e |sinwt| = 1. Osserviamo che sin (g + kn) = —1se ke

dispari. Quindi ogni mezzo giro della spira il segno della fem si inverte, cioe si inverte
la polarita istantanea o verso della fem.

1.4.2 - Forza elettromotrice indotta e forza di Lorentz

L'espressione e(t) = Blvsinwt della fem indotta deriva dalla particolare struttura
della forza di Lorentz, espressa dal prodotto vettoriale:

(1.4) F = q(# x B)

Questa forza agisce sulle cariche elettriche che attraversano un campo magnetico
B con velocita v. Il suo modulo, per definizione di prodotto vettoriale é:

N

(1.5) |F|

F = qvBsina

se a & I'angolo formato dai due vettori ¥ e B.

Per effetto della forza di Lorentz, le cariche mobili, cioe gli elettroni, vengono spinti
lungo il conduttore attivo, provocando un accumulo ad una delle due estremita.

234 mila 567 e 890 millesimi)
41l prodotto 0.8:0.4:78.6 = 25.152 approssimato per eccesso a 25.2
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dove abbiamo usato gli indici 1 e 2 per distinguere le due fem. Su ogni lato attivo la fem
si invertira 2 volte per ogni rotazione, ma i versi reciproci non cambieranno e le due
fem andranno quindi sempre sommate.

1.4.5 - Risalire alla legge di Faraday con il calcolo differenziale
L’espressione della legge di Faraday dell'induzione elettromagnetica e:

do(t)
dt

(1.12) e(t) =—

Ora vediamo se trasformando opportunamente la formula Blv sin wt se ne possa
dedurre la discendenza dalla legge di Faraday. Intanto osserviamo che la spira possiede
due lati attivi e quindi per tutta la spira:

(1.13) e(t) = 2 Blvsin wt

Alla velocita possiamo sostituire: v = wr, ottenendos:

e(t) = 2 Blowrsin wt

notiamo pero che il prodotto 2r7¢ la superficie Sdella spira, allora:

e(t) = wBSsinwt

Fig. 1.5 - Flusso massimo, fem nulla. Fig. 1.6 — Flusso nullo, fem massima.

R . 2 . .
5 Ricordiamo che w rappresenta anche la velocita angolare della spira w = ?n = 2nf. Si tratta di moto

circolare uniforme e la velocita periferica (dei lati attivi della spira) & il rapporto tra lunghezza della
. . . 2 2
circonferenza e il periodo: v = %r = %r = wr.
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1.4.3 - Casi particolari: fem massima, fem nulla
Da quanto precedentemente detto si deduce che la fem indotta assume il massimo

valore quando € massima la componente trasversale della velocita v, (1.11), cosa che
avviene quando I'angolo che la spira forma con I'asse xassume i valori:

wt=S4kr (k=0,1,2.)

2
y N
a a
g A
iy ‘
7.
T e At - -
| X _7 X
F i ]
-y =¥
< Q
Fig. 1.3 — La fem & massima Fig.1.4 — La fem & nulla.

La fem indotta € nulla negli istanti in cui la componente trasversale della velocita ha
valore zero. Cio avviene quando:

wt=0+kr (k=0,1,2..)

Si osservi che in questa situazione la velocita periferica dei lati attivi & parallela o
antiparallela rispetto alle linee del campo magnetico

1.4.4 - Versi delle fem e massima differenza di potenziale ai capi della spira

Traiterminali A ed F della spira si misura una differenza di potenziale che, istante per
istante, e la somma delle fem indotte nei singoli lati attivi. Il valore dipende dai versi
delle fem che sono determinabili empiricamente con la regola della mano destra
(pollice — velocita, indice — campo magnetico, medio — fem).

In [Fig. 1.3] sono rappresentati i versi istantanei delle fem nella situazione in cui si
hanno i valori massimi: la fem € uscente (verso il lettore) per il lato attivo superiore,
entrante per quello inferiore. Percorrendo la spira si osserva che i versi sono concordi
e quindi i valori vanno sommati. Poiché le due fem sono uguali, exs = euz ai terminali
della spira si avra una fem doppia rispetto ad una delle due:

ey = em1 +eM2 =2-252=504V





