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			A luz do saber, 

			ao passo que ilumina o espírito,

			vai desenganando o coração.

			Bulhão Pato

			Prefácio

			Como tantos outros trabalhos também este nasceu de um sonho. Mas de um sonho que fazia todo o sentido. O Cálculo Exacto era um desafio irresistível. Tinha tanto de sedutor como, quem sabe, de possível. O computador, é tradicionalmente, uma máquina de Cálculo Aproximado. Para quando o salto rumo ao Cálculo Exato ? É para responder a esta pergunta que se escreveu este livro. É certo que outros já progrediram muito neste sentido, mas nós pretendemos implementar o Cálculo Exacto em toda a sua abrangência. Convém esclarecer que por Cálculo Exato entendemos o cálculo aonde nenhum erro é tolerado, no que diz respeito às triviais operações aritméticas e relacionais sobre números reais.

			A pedra angular deste sonho foi a convicção de que a representação de um número real se resume a símbolos e números inteiros. Como o computador é uma máquina vocacionada para o processamento de símbolos e números inteiros este ideal parecia possível. 

			Uma ideia mais forte consiste em acreditar que a matemática se resume a símbolos e números inteiros. Então surge um desafio muito mais ambicioso que consiste em acreditar que se pode informatizar toda a matemática. 

			Se a representação de números reais se resume a símbolos e números inteiros, então é possível construir um modelo − baseado em símbolos e números inteiros − para representar o conceito de número. Se também for possível conceber um método para processar as instâncias desse modelo, a Abstracção de Número é possível! Por Abstracção de Número entendemos a teoria que permite informatizar o conceito de Número, ou seja, tornar o conceito de Número acessível ao computador. A partir daqui facilmente se adivinha que novos desafios, novos temas de investigação, se irão levantar.

			Chamamos Abstração de Número à teoria que permite

			informatizar o conceito de número. 

			A Abstração de Número não é um projeto fácil. Segundo alguns é até impossível. Seja-nos permitido o atrevimento de discordar. Quanto a nós entendemos que é preciso distinguir entre aquilo que é difícil, aquilo que é muito difícil e aquilo que é impossível. Acreditamos que construir a Abstração de Número é difícil ou muito difícil. Mas não impossível !

			E para já é tudo. Depois será muito fácil generalizar o modelo para representar funções reais de uma ou mais variáveis reais. Será então altura de pensar na automatização das habituais operações sobre funções ( limites, continuidade, derivação, ...) mas agora no contexto do Cálculo Exacto. Será possível, por exemplo, levantar uma indeterminação e conhecer o valor exacto do limite. Automatizar a primitivação de funções reais será certamente o grande desafio. Fica para mais tarde ! E porque não informatizar a integração de Equações Diferenciais? Onde acabará o limite do possível?

			Resta esclarecer que qualquer erro que este trabalho contenha é da exclusiva responsabilidade do autor.

			                                                                                  José  Pedro  Sá        

			 

			   

			    1.  INTRODUÇÃO

			A matemática é por excelência uma ciência exacta. O Cálculo Numérico, apesar de todo o progresso que a informática tem conhecido, continua sem uma implementação que permita satisfazer as exigências de rigor da matemática. Estamos, lentamente, a superar a era do Cálculo Aproximado. Erros de arredondamento e truncatura e problemas de instabilidade numérica são uma realidade difícil de ultrapassar. Gostaríamos que as operações aritméticas e relacionais no conjunto dos números reais fossem fiáveis, mas o Cálculo Exato é um ideal ainda não completamente resolvido. Consideramos Cálculo Exato o cálculo aonde nenhum erro é tolerado. Conceitos fundamentais − número, equação, função, ... − não têm uma representação adequada no domínio da computação. A conceção das necessárias abstrações ainda não está terminada.

			O presente trabalho não pretende ser mais que um ensaio sobre a primeira de todas as abstracções da matemática: a Abstracção de Número. Para tal, será necessário um modelo computável para o representar, e um método computável para manipular as instâncias desse modelo. Vamos começar por encarar o problema da Abstracção de Número Real com algumas limitações.Vamos, inicialmente, considerar apenas a abstração de número real algébrico. Trata-se de um problema mais simples que a Abstracção de Número Real em toda a sua generalidade, porque os números reais transcendentes levantam  problemas difíceis. Para evitar imprecisões na linguagem, porque há números que não se sabe se são reais algébricos ou reais transcendentes, quando, no contexto deste trabalho, falamos em números reais algébricos estamos a referir-nos somente aqueles números que temos garantia que são de facto reais algébricos. Também não consideramos os números reais algébricos que não se podem representar numa expressão usando radicais ou outros símbolos da matemática. Tais números só se podem representar na forma decimal e, como dissemos, não serão aqui considerados. No cap. 9.4 regressaremos a este problema. Adiantamos que para trabalhar com números reais algébricos propomos o conceito de número bem-formado ( cap. 2.2 ); para trabalhar com números reais transcendentes propomos o conceito de número computável ( cap. 9.1 ). Assim fizemos, para esclarecer com todo o rigor, os números que estamos a considerar em cada fase deste trabalho.

			A Abstracção de Número é um projecto de grande importância em diferentes pontos de vista. Vai obrigar a esclarecer o conceito de número até às últimas consequências, porque só aquilo que está completamente esclarecido pode ser informatizado. Convém não esquecer que o estudo dos números está incompleto, tem muitas interrogações sem resposta. O conceito de número é um conceito cheio de mistério. Por exemplo, no contexto deste trabalho, foi necessário propor a definição de factor, que, ao que parece, é um problema que os matemáticos se tinham esquecido.

			A matemática, quase na sua totalidade, resume-se a

			símbolos e números inteiros. 

			Do ponto de vista da informatização da matemática esta conclusão é muito importante porque assim fica esclarecida a natureza da informação do universo que pretendemos informatizar. 

			O computador é uma máquina particularmente vocacionada para a manipulação automática destas entidades: símbolos e números inteiros. Este enquadramento sugere que é possível conceber modelos computáveis para representar os conceitos da matemática. Se, para além de modelos que representam conceitos, também for possível propor métodos computáveis que manipulem instâncias destes modelos então será possível informatizar toda a matemática. E assim se abre um desafio colossal!

			Se se pode informatizar a matemática então também se pode informatizar todo o universo de conhecimento sobre ela construído. Como uma grande parte da ciência se escreve usando a linguagem da matemática, então uma grande parte da ciência é informatizável! 

			Deste modo surge um projecto ambicioso: primeiro informatizar o conceito de número, depois informatizar a matemática e, finalmente informatizar a ciência!

			Podemos levar esta ideia até às últimas consequências e afirmar que uma imensa parte do conhecimento da humanidade se resume a símbolos e números inteiros. Será que todo este mundo de conhecimento se pode informatizar ?

			∞∞∞

			Mas voltemos ao conceito de número. É a abstracção fundamental da matemática. O conceito de número é talvez o conceito mais poderoso que o espírito humano concebeu. A sua complexidade está bem ilustrada na lentidão com que evoluiu ao longo dos séculos, e o seu poder em ser o ponto de apoio de todo o edifício da matemática. É uma velha aventura, uma longa história, que começou com os números naturais, quando se estabeleceram as primeiras relações comerciais entre os povos primitivos. Apareceram mais tarde as fracções, os números negativos, o zero, os radicais, e só recentemente os números transcendentes e os números complexos. 

			A Abstracção de Número é construída a partir do seguinte discer-
nimento:

			Distinção entre número e valor de um número :

			Número  é  uma  estrutura.

			Valor  de  um  Número  é   uma  quantidade. 

			 

			Nota: Ao longo deste trabalho “quantidade”  significa um valor escrito na forma decimal.

			                                                         _

			Exemplo:         1/3 + √2  =  1.747546896…

					       	               ↓                       ↓

			                           número (estrutura)     valor do número (quantidade)

			Esta distinção, entre número e valor de um número, é o fundamento da Abstracção de Número. É mais importante do que parece. Com base nesta distinção, ao longo das páginas que se seguem, vamos propor uma nova teoria.

			Note-se que os membros da igualdade apresentada são entidades de natureza diferente. O primeiro membro é um número (estrutura) o segundo uma quantidade (valor do número). Esta igualdade não tem rigor matemático porque a dízima é infinita. E jamais o terá, por mais dígitos que acrescentemos à dízima do segundo membro. É sempre errada. Só seria verdadeira se fosse possível escrever a dízima na sua totalidade. Como a dízima é infinita tal nunca será possível, e por isso, esta igualdade nunca será verdadeira. O problema é contornado escrevendo reticências a seguir à dízima, e nestas condições é costume aceitar a igualdade. 

			No mundo da computação, identificou-se o conceito de “número” com o conceito de “valor de um número”,  e escolheu-se o modelo de vírgula flutuante para representar esse valor. Sem dúvida que cada número tem um valor bem definido, mas esse valor, não se pode representar de forma exacta neste ou noutro modelo. As dízimas são infinitas não cabem em nenhum modelo. A representação dos números por valor  só pode ser feita com um número limitado de dígitos significativos. As dízimas infinitas implicam erro de arredondamento e conduzem fatalmente ao Cálculo Aproximado. Como é evidente, se queremos Cálculo Exacto é necessário uma representação exata dos números. O modelo de representação por valor,  como se verá, contém informação incompleta acerca do número que representa. Precisamos de um modelo que contenha informação completa acerca do número para dar o salto para o Cálculo Exacto. Temos de aceitar como regra de ouro implementar todo o processamento numérico sem nunca representar os números por valor. A representação dos números deverá ser feita por estrutura e todo o processamento numérico é feito actuando adequadamente sobre a estrutura dos números. É o Cálculo por Estrutura ! É o Cálculo Inteligente !

			Cálculo Exacto é o Cálculo Inteligente 

			Vamos trabalhar apenas com símbolos e números inteiros. Pretendemos um modelo capaz de representar números de forma exacta. Será um modelo que contenha informação completa acerca dos números que representa. Mais uma vez, trata-se de representar os números por estrutura. Para podermos avançar, vamos admitir que tal modelo existe ( será apresentado no cap. 2 ). Os números passam a ser uma instância desse modelo, e não mais identificados através do seu valor. 

			A Abstracção de Número, que pretendemos construir, vai tornar evidente aquilo que já se adivinha: o conceito de número é mais forte que o conceito de valor de um número. A representação dos números por valor é mais pobre que a representação por estrutura. O conceito de número encerra a descrição da estrutura do número, a partir da qual se pode computar qualquer inferência, particularmente o cálculo do seu valor. O valor de um número é apenas um atributo do conceito de número. Talvez o atributo mais importante, mas ainda assim apenas um atributo.

			A representação dos números por valor 
conduz ao Cálculo Aproximado.

			A representação dos números por estrutura 
conduz ao Cálculo Exacto.

			Assim acontece porque a representação por valor não contém informação completa acerca dos números. Note-se que a representação de um número por valor, usando n algarismos significativos, representa qualquer número que usando apenas os n algarismos significativos tem essa representação. E existe um número infinito de números que satisfazem essa condição. Se aumentarmos para n+1 o número de algarismos significativos já há menos números incluídos nessa representação por valor. E assim sucessivamente à medida que aumentamos o número de algarismos significativos. À medida que assim acontece dispomos de maior informação acerca do número, o erro de arredondamento é menor e é menor também o conjunto de números reais a que corresponde essa representação. No limite, se fosse possível representar uma dízima infinita na sua totalidade, essa representação por valor representaria apenas um número. Nesse caso a representação continha informação completa acerca do respetivo número. Então essa representação suportaria o Cálculo Exacto! Mas não vale a pena insistir neste modelo, por este caminho nunca sairemos do domínio do Cálculo Aproximado, porque por mais que sejam os algarismos significativos usados na representação do número sempre haverá erro de arredondamento. Definitivamente o modelo de representação por valor nunca pode conter informação completa acerca dos números e por isso não pode suportar o Cálculo Exacto. O Cálculo Exacto exige um modelo de representação que disponibiliza informação completa sobre cada número. 

			Definição 1.1.: Um Sistema diz-se de Informação Completa quando
		     disponibiliza toda a informação relevante para resol-
		      ver o problema em causa.

			Vamos refletir um pouco no seguinte enunciado:

			 

			Proposição 1.1: Se toda a informação necessária para atingir uma con-
		       clusão está disponível então essa inferência é possível.

			À primeira vista se toda a informação relevante está disponível basta saber lê-la e processá-la para se poder computar qualquer inferência. Teoricamente parece fazer sentido. Na prática este enunciado só tem cabimento se dispusermos  de um motor de inferência com a potência adequada. Tal motor de inferência poderá ser uma TEORIA.

			Vamos considerar alguns casos.

			Uma situação de informação completa é o jogo de xadrez. Parece fazer sentido admitir que se possa calcular a “jogada ideal”. Por “jogada ideal” entendemos a melhor jogada de entre todas as possíveis. Note-se que se trata de uma situação de informação completa porque toda a informação está disponível. Tal informação é a configuração do tabuleiro de xadrez. Se for possível calcular a jogada ideal, o computador deixará de ser apenas um excelente jogador de xadrez e passará a ser um jogador perfeito. Se jogar sempre a jogada ideal será teoricamente imbatível !           

			Faz sentido interrogarmo-nos sobre a situação que se cria se pusermos um computador (teoricamente imbatível ) a jogar xadrez contra outro computador ( teoricamente imbatível ). Se nenhum pode perder, então também nenhum pode ganhar, e o empate parece ser o único resultado possível. Assim acontece se os jogadores, neste caso computadores, estiverem em igualdade de circunstâncias. No entanto, no xadrez, não há igualdade de circunstâncias. Tem vantagem quem joga com as “brancas”. Deste modo acreditamos que neste duelo ganhará quem jogar com as “brancas”.

			Para outro exemplo considere-se, no contexto do Reconhecimento Sintáctico, a Geração Automática de Parsers. Toda a informação está disponível ( que é a definição sintáctica da linguagem através da respetiva gramática ) para suportar a inferência que procuramos: a geração automática do parser. Neste caso, torna-se mais evidente, que o motor de inferência de que falamos é uma teoria.

			O enunciado apresentado ( Proposição 1.1 ) está errado porque se trata de uma condição necessária mas não suficiente. Se fosse suficiente um Sistema de Informação Completa suportaria qualquer inferência, o que não acontece. 

			Vamos refutar o referido enunciado através de um contra-exemplo. Considere-se o caso da resolução de uma equação polinomial de grau 5 ou superior. Toda a informação necessária está disponível. Tal informação são os coeficientes a0, a1, …, an da equação a0 + a1x + … + anxn  = 0 ( n ≥ 5 ). 
Trata-se de uma situação de informação completa, por isso, podíamos erradamente admitir que pode sempre ser resolvida. No entanto, está provado que não há um método geral para resolver equações de grau igual ou superior a 5. Toda a informação necessária está disponível, mas a inferência ( cálculo dos zeros do polinómio ) não é possível em todos os casos.

			É um possível contra-exemplo que permite refutar o enunciado que apresentamos ( Proposição 1.1 ).

			Uma pergunta parece ter todo o cabimento: 

			Como saber, se numa situação de informação completa, se pode fazer uma dada inferência ? 

			Como saber quando é possível e quando não é ?

			∞∞∞

			Regressemos à Abstracção de Número. Como admitimos existir um modelo de informação completa para representar números ( representação por estrutura ), então acreditamos que, baseados em tal modelo, podemos construir a Abstracção de Número.

			Só um Modelo de Informação Completa
 pode suportar o Cálculo Exato

			Procuramos um modelo sem erro de arredondamento, para representar números, e um método de cálculo sem erro de truncatura, para implementar as operações sobre números. Só então o cálculo será fiável; só então se poderá falar em Cálculo Exacto. 

			À medida que há progresso, surgem modelos e métodos que tornam acessíveis ao computador conceitos e problemas que não pertenciam ao seu domínio de conhecimento. Um modelo para a Abstracção de Número, que se pretende seja simples e geral, é uma vertente do problema a ter na maior consideração. O modelo escolhido será o ponto de apoio de toda a teoria. A sua função consiste em representar números por estrutura. Tal modelo será proposto no capítulo seguinte (cap. 2), e adiantamos que se chama Modelo SQP. Recordamos que uma nova abstração pressupõe sempre um novo modelo.

			Do ponto de vista metodológico, parece haver três etapas na construção da Abstracção de Número:

			i)	um  modelo para representar o conceito de número

			ii)	normalização do modelo   

			iii)	implementação de um leque de operações ( aritméticas e relacio-
	nais ) sobre instâncias normalizadas do modelo

			Cada modelo deve ser desenhado tendo em consideração a natureza das entidades que compõem  o conceito a representar, e as relações independentes que entre elas existam. No nosso caso o conceito a representar é o de Número. As entidades que o compõem são símbolos e números inteiros; as relações entre estas entidades são associações de números inteiros a símbolos e associações entre símbolos. Por exemplo, o número  1/3 + √5    é formado pelos inteiros 1, 3 e 5, e pelos símbolos  /, +, √. As associações representam-se na seguinte estrutura:

							+

						          /    \ _

						        /      √

						      /   \     |

						    1     3   5

			E é altura de começar a discussão em profundidade. É, sem dúvida, um projeto inquietante sobretudo no tocante aos problemas lógicos de completude e decidibilidade.

			E, desde já, deve ficar claro que este trabalho é apenas um primeiro ensaio,naturalmente incompleto, sobre a Abstração de Número.

			2.  O  Modelo

			2.1.  Introdução

			Um modelo constrói-se isolando as entidades que compõem o sistema de informação a representar, e relacionando-as entre si de forma conveniente. Um modelo para o conceito de número, é feito com base na ideia de que na sua representação só ocorrem símbolos e números inteiros. Estas são as entidades que terão de ocorrer no modelo que o representa.

			É importante recordar a diferença entre número e valor de um número:

			número é uma estrutura

			valor de um número é uma quantidade

			A título de exemplo, considere-se a seguinte igualdade   1+2/3 = 1.6666... 

			Com base neste exemplo confronte-se as duas representações possíveis para um número: por valor (1.6666...) e por estrutura (1+2/3). 

			O primeiro membro da igualdade, 1 + 2/3, é um número que se representa pela seguinte estrutura:

			 +

			/    \

			1       /

			          /    \                  

			         2     3

			                                                                                                                  

			O segundo membro, 1.6666..., é a quantidade que representa o valor desse número.     

			Vejamos outro exemplo. O número  1/3 + √5  resume-se aos símbolos  + , / e  √ ,   e aos números inteiros 1, 3 e 5. A estrutura do número é definida pelos símbolos  +, /, √, que representam a soma de um quociente com um radical. O número pode ser visto como a estrutura   − +  √   aonde estão posicionados os inteiros 1, 3 e 5.

			Vamos insistir uma vez mais. Deve ficar bem claro a diferença entre uma coisa e outra. Deve distinguir-se claramente entre representação por valor e representação por estrutura. São duas formas com-
pletamente distintas de representar um número. A representação por valor é a quantidade que representa o valor desse número escrita na forma decimal. Este modelo só permite representar de forma exacta números inteiros e as dízimas finitas. No caso das dízimas infinitas obriga a erro de arredondamento. Este modelo contém informação incompleta acerca do número. Contrariamente a representação por estrutura é a única que contem informação completa acerca do número. É uma descrição completa e rigorosa dos números que representa. A representação por estrutura, porque contém toda a informação acerca dos números, suporta qualquer operação. A representação por estrutura  contém o máximo de informação que se pode disponibilizar na representação de números, disponibiliza total informação. É o modelo mais completo que é possível propor para representar números. Por estas razões, a representação por estrutura é capaz de suportar qualquer projecto, qualquer ideal sobre números. O projecto em que estamos interessados é a Abstracção de Número, o ideal que perseguimos é o Cálculo Exacto! A representação por valor, porque contém informação incompleta acerca do número, mais não pode do que suportar o Cálculo Aproximado.                                                 

			∞∞∞

			Vamos agora apresentar o conceito básico de número inteiro simples. Vejamos um exemplo. O número 1+4/2 é um número inteiro, mas não inteiro simples, porque não está escrito na forma mais simples. Está representado por uma estrutura aonde ocorrem símbolos. Poderíamos ter escrito apenas 3 que é também a sua representação por valor. Os números inteiros escritos na forma mais simples − 1, 2, 3, ... − são expressões aonde não ocorrem símbolos, e vamos chamar-lhes Números Inteiros Simples. 

			         Definição 2.1:  Número Inteiro Simples é todo a expressão 
		         numérica aonde não ocorrem símbolos 

			Com base neste conceito chegamos a um importante resultado:

			Número Inteiro Simples é todo o número cuja representação 
por estrutura é igual à sua representação por valor. 

			No contexto do Cálculo Exacto, só os números inteiros podem ser representados por valor porque é também a sua representação por estrutura. Recorde-se que se queremos Cálculo Exacto temos de representar todos os números por estrutura. Recorde-se igualmente que o processamento será implementado actuando sobre estruturas que representam números. No contexto do Cálculo Aproximado o computador pode ser visto como um mastigador de números representados por valor. No contexto do Cálculo Exacto o computador é um manipulador inteligente de estruturas numéricas. É o Cálculo Inteligente !

			2.2.  O Modelo SQP

			Pretendemos informatizar o conceito de número. Para que fique claro que tipos de número vamos considerar, apresentamos o conceito de “número bem-formado”.

			Definição 2.2:  Chamamos Número bem-formado a toda a expressão 
		    finita construída do seguinte modo:

			• os números inteiros simples são números bem-formados

			• se x é um número bem-formado então ( x ) é um número bem-formado

			• se x e y são números bem-formados então  x+y, x−y, x*y e x/y são
        númerosbem-formados     		    _

			• se x e y são números bem-formados então  y√x  e  x ^ y  são números 

			    bem-formados

			Definição 2.3:  Chamamos NBF ao conjunto de todos os números 
	                   bem-formados.

			O conjunto NBF aparece no seguimento do seguinte método de trabalho:

			Quando criamos um conceito, criamos o conjunto

			de todas as instâncias desse conceito.                    

			        

			Note-se que o conjunto NBF é um subconjunto de R.

			São estes números − números bem-formados − que pretendemos informatizar. A primeira preocupação é a conceção de um modelo computável que permita representar qualquer número bem-formado na memória do computador. 

			Pretendemos um modelo simples e geral. A inspiração de partida para este modelo consiste em tentar escrever os números na memória do computador, do mesmo modo que os escrevemos no papel. Acabaremos por chegar a uma solução conveniente, e até óptima.

			O modelo mais óbvio para representar o conceito de número bem-formado é uma árvore em notação infixa. Por exemplo, para o número  √7 + 5/3,  a árvore que o representa é:

			                                                         +

			                                                       /    \

			                                                     /_      \

			                                                   √          /

			                                                    |        /   \

			                                                   7      5    3

			                                                              

			Aqui está um primeiro modelo para representar um número bem-formado. Mas pouco conveniente. A grande variedade de símbolos que podem ocorrer neste modelo −  +,− , *, /, √, ^  −, iria obrigar à criação de uma teoria  inconveniente e inutilmente complexa.

			Vamos apresentar outro modelo que foi conseguido à custa de simplificar o mais possível o modelo anterior. Será utilizado para representar os números bem-formados ao longo de todo este trabalho. O novo modelo chama-se  SQP  porque usa apenas três símbolos:  s, q  e  p. O símbolo  s  representa  soma, o símbolo  q  representa quociente, o símbolo  p  representa potência. Como cada símbolo representa uma operação binária cada símbolo terá um par de argumentos.

			Vamos então apresentar o modelo:

					s(x,y)    representa  a  soma  x + y

					q(x,y)   representa  o  quociente  x / y

					p(x,y)   representa  a  potência  x ^ y 

			         

			A estas transformações chamaremos Regras de Conversão. 

			Para completar resta dizer que os números inteiros simples também fazem parte do modelo.      

			O Modelo SQP é um modelo computável vocacionado a representar números bem-formados na memória do computador. 

			Os números escritos neste modelo chamam-se  Números  SQP.  Parti-
cularmente os números inteiros simples são  números  SQP.

			Alguns  exemplos:

			i)    2 / 7 = q(2,7)

			                  _

			ii)   1/3 + √2  = s(1/3,21/2) = s(q(1,3),p(2,q(1,2)))

			iii) 1/3 + 1/5 + 1/7 = 1/3 + ( 1/5 + 1/7 ) = s(1/3,1/5+1/7) = s(1/3,s(1/5,1/7))
                               =  s(q(1,3),s(q(1,5),q(1,7)))

			            _              _

			iv) 2 −√5 = s(2,q(√5 , −1)) =  s(2,q(p(5,1/2), −1))   =   s(2,q(p(5,q(1,2)),−1))

			               _                 _

			v)   3 * √2 =  q(3,1/√2) = q(3,q(1,p(2,q(1,2))))

			São apenas alguns exemplos que confirmam a versatilidade do nosso modelo.

			O modelo não dispõe de símbolos para uma implementação direta para os símbolos da diferença e do produto. Para resolver este problema basta generalizar o artifício usado nos exemplos iv e v.

			x – y = x + (y/-1)  = s(x,q(y,-1))       x*y = x / (1/y) = q(x,q(1,y))

			A notação BNF permite apresentar uma definição formal de  número  SQP.

			     Definição 2.3:  Número SQP é qualquer expressão finita que 
                                 respeita a seguinte sintaxe:

			         <numero_sqp>  ::=  int |

			                                             s(<numero_sqp>,<numero_sqp>) |

			                                            q(<numero_sqp>,<numero_sqp>) |

			                                            p(<numero_sqp>,<numero_sqp>). 

			Nota: por int entendemos Número Inteiro Simples

			Há uma razão que torna este modelo notável: o conjunto de símbolos escolhido é mínimo e funcionalmente completo  no domínio dos nú-
meros bem-formados. O modelo é igualmente notável por ser com-
putável.

			Acreditamos que a todo o número real algébrico corresponde um número bem-formado. O que significa que para todo o número real algébrico há pelo menos uma representação possível no Modelo SQP. Não consideramos os números reais algébricos que só se podem representar por valor e não têm uma representação correspondente por estrutura. Também há números que não se sabe se são reais algébricos ou reais transcendentes. Tais números também não serão considerados.

			Como cada símbolo tem um par de argumentos resulta daqui que a estrutura adequada para representar um número SQP é, naturalmente, a árvore binária. A estas árvores binárias que representam números SQP vamos chamar  Árvores  SQP. A partir de agora cada número representa-se pela respectiva árvore SQP.

			                                         

			                                                                             

			Por exemplo, considere-se a árvore SQP que representa o número

			3/7 + √5   =   s(q(3,7),p(5,q(1,2)))

			                                                   s

			                                                /    \

			                                              q      p

			                                            /    \   /   \

			                                           3    7 5     q

			                                                          /   \

			    		                                    1     2

			Nesta árvore há três particularidades a considerar:

			i)    as folhas representam os inteiros simples que ocorrem na escrita
            do número

			ii)   os restantes nós representam símbolos  s, q ou p.

			iii) a topologia da árvore representa a aridade e precedência dos
            símbolos s, q ou p

			A quase totalidade dos algoritmos serão atuações sobre as árvores SQP. Como estas árvores são estruturas recursivas, os respetivos algoritmos também serão recursivos.

			O Cálculo Exacto é o cálculo inteligente. Actua, de uma forma inteligente, sobre a estrutura dos números baseando-se nas leis da matemática. Aqui reside a grande diferença entre Cálculo Aproximado e Cálculo Exacto. O Cálculo Aproximado é constituído por um conjunto de operações que actuam sobre o valor dos números representados em vírgula flutuante. O Cálculo Exacto é uma manipulação inteligente das estruturas que representam números − árvores SQP − realizada com base nas leis da matemática. Só há cálculo directo entre números inteiros, tudo o mais consiste numa manipulação inteligente das estruturas numéricas. Por isso não existe o habitual problema da instabilidade numérica. O cálculo é inteiramente fiável, realizado com total rigor e segurança. O computador deixa de ser um mastigador de valores de números (Cálculo Aproximado) e passa a ser um manipulador inteligente de estruturas numéricas (Cálculo Exacto).

			A título de exemplo vejamos como realizar a seguinte operação no contexto do Cálculo Exacto:

			                      _        _                ____               _

			                    √3  *  √2     =      √3 * 2      =     √6

			                                       ↓                       ↓

			                       aplicação das             cálculo com

			                 leis da matemática           números inteiros

			Cada instância do modelo SQP é o máximo resumo da totalidade

			de informação acerca do número que  representa. 
Trata-se de um modelo de informação completa 
e por isso suporta o Cálculo Exacto.  

			O  Modelo  SQP  é  o  ponto de apoio do Cálculo Exacto.   

			                  

			Note-se que o modelo SQP é geral. Isto significa que pode ser utilizado com sucesso, não apenas no contexto da abstração de número, mas também noutras situações em que é preciso representar números. E é previsível que haja muitas tanto na matemática como nas ciências de computação.

			Uma pergunta deve agora ser feita. Qual a abrangência do modelo SQP ? Qual é o maior conjunto de números representáveis neste modelo ? 

			  Olhando o modelo, conclui-se:

			i)	permite representar números inteiros − o modelo, por definição,
            inclui os números inteiros simples.

			ii)  permite representar números racionais − o modelo inclui o
            símbolo q para representar quociente

			iii) permite representar números reais algébricos − um radical
            pode-se escrever na forma de potência, e o modelo inclui o sím-
            bolo  p  para representar potências

			iv)  permite representar  “alguns”  números reais transcendentes. Por
            exemplo:

			                                              _

			                          2√3  =   p(2,√3)   =   p(2,p(3,q(1,2)))

			2.3.	O  Conjunto  W

			Neste capítulo vamos apresentar um novo conjunto. Trata-se do conjunto W definido da seguinte forma:

				 Definição 2.4:  Chamamos  W  ao conjunto de todos os 
                                      números  SQP

			               

			Nota:  o conjunto chama-se  W  em homenagem a  Niklaus Wirth.

			O conjunto W aparece no seguimento do método apresentado:

				Quando criamos um conceito, criamos o conjunto

				de todas as instâncias desse conceito.

			Neste caso concreto, criamos o conceito de número SQP, e também criamos o conjunto de todas as instâncias desse conceito, que é o conjunto W.

			Note-se que as Regras de Conversão estabelecem uma bijeção entre os conjuntos NBF e W.

			Fica ao cuidado dos matemáticos refletir sobre a conveniência de encarar o conjunto W como sendo o conjunto de todos os números reais representados por estrutura.

			 É altura de sublinhar que dois números SQP com igual valor mas estruturalmente diferentes são iguais em R mas diferentes em W. Por exemplo, os números  ½  e  ¼ + ¼ são iguais em R (porque têm o mesmo valor) mas diferentes em W (porque são estruturalmente diferentes ). O valor de ambos é  0.5, e por isso são iguais em R,  mas repare-se na diferença por estrutura:

			 Número  ½            / 	Número  ¼ + ¼               +

			                             /    \	        		             /    \

			                          1       2		     	           /       /

			                             	                                              /  \     /   \

									       1   4  1     4

			Note-se que ambas as estruturas são árvores binárias, mas são árvores binárias diferentes. Resulta daqui que os números são estruturalmente diferentes. Por isso são diferentes em W. Dois números são iguais em R se tiverem o mesmo valor, e são iguais em W se tiverem a mesma estrutura.

			É igualmente oportuno constatar que o conceito de valor de um número estabelece uma relação de ordem total em R, mas apenas uma relação de ordem parcial em W. Só uma ordenação baseada na estrutura dos números poderá estabelecer uma relação de ordem total em W.

			Às variáveis de domínio W vamos chamar variáveis SQP.

			Vamos agora formalizar o conceito de Valor de um Número SQP. 

			     Definição 2.4:  Valor de um Número SQP é a quantidade 

			                             calculada pela função  v: W → R  definida 
                                  do  seguinte modo:

			                       v( n )  =  n,   sendo n um número inteiro simples

			                       v( s(x,y) )  =  v(x) + v(y)

			                       v( q(x,y) )  =  v(x) / v(y)

			                       v( p(x,y) )  =  v(x) ^ v(y)

			v(w) é uma representação para o valor do número w. Por exemplo: 
v( 1+2/3 )  =  1.6666.... 

			A partir de agora os números não são positivos nem negativos. Os números são estruturas, e é tudo; o valor de um número é que pode ser uma quantidade positiva ou negativa.

			Vamos chamar  WR  ao contradomínio da função “valor”. Mais adiante voltaremos a esta discussão. A função “valor” é assunto muito importante a que regressaremos no cap. 9.4.

			De agora em diante, no contexto da Abstração de Número, vamos considerar  W  o conjunto de todos os números reais escritos por estrutura e  R  o conjunto de todos os números reais escritos por valor. Assim a matemática parece ficar  mais “arrumada”.

			Nestas condições é válida a igualdade:

			W ∩ R = Z         nota:  Z representa o conjunto dos números inteiros.

			 Esta igualdade é consequência do enunciado que já apresentamos, segundo o qual “os números inteiros simples têm uma representação por estrutura igual à representação por valor”.

			2.4.  Notação

			Os números SQP classificam-se em números tipo I, tipo S, tipo Q ou tipo P, consoante são inteiros simples ou da forma  s(x,y), q(x,y), p(x,y)  respectivamente. Note-se que o símbolo mais exterior é que define o tipo do número. WS, WQ, WP  representam, respectivamente, os conjuntos de todos os números tipo S, tipo Q e tipo P. WI  representa o conjunto dos números inteiros simples.

			           WS:  conjunto de todos os números SQP do tipo S

			           WQ:  conjunto de todos os números SQP do tipo Q

			           WP:  conjunto de todos os números SQP do tipo P

			Como um número não pode ser simultaneamente de dois tipos, resulta que os conjuntos  WI, WS, WQ  e  WP  são disjuntos.

			WI+  e  WI-  representam, respectivamente, os conjuntos de números inteiros simples de valor positivo e negativo. 

			WI−  =  {w: w ∈ WI  ∧  v(w) < 0 }           WI+  =  {w: w ∈ WI  ∧  v(w) > 0}

			Wα, com  α ∈ R, representa o conjunto de todos os números SQP de valor α.

			Wα  =  {w: w ∈ W  ∧  v(w) = α }

			                                                                                  ___

			Por exemplo, os números  1/2, 3/6, 1 – 1/2, 2 * 1/4, √1/4 pertencem ao conjunto W0.5

			Como um número não pode ter simultaneamente dois valores, se  α1 ≠ α2 então os conjuntos  Wα1  e  Wα2  são disjuntos.

			W−  e  W+  representam, respectivamente, o conjunto dos números SQP com valor negativo e positivo.

			W−  =  {w:  w ∈ W  ∧  v(w) < 0 }         W+  =  {w: w ∈ W  ∧  v(w) > 0 } 

			São verdadeiras as seguintes igualdades:

			i)	W  =  WI ∪ WS ∪ WQ ∪  WP

			ii)	W  =  ∪ Wα   

			                    α∈WR                                                                                                       

			iii)   W  =  W−   ∪  W0  ∪  W+        

			Nota: note que W0 representa não o conjunto { 0 } mas sim o conjunto de todos os números SQP de valor zero ( 1−1, 2∗0, … ).

			Consideremos agora operadores que isolam cada uma das partes de um número SQP : símbolo e argumentos.

			Em primeiro lugar o operador  ϕ  isola o símbolo mais exterior de um número SQP. Tal símbolo define o tipo de número.

			             ϕ(w)  =  s   sse  w ∈ WS , ou seja w é da forma s(x,y)

			             ϕ(w)  =  q  sse  w ∈ WQ , ou seja w é da forma q(x,y)

			             ϕ(w)  =  p  sse  w ∈ WP , ou seja w é da forma p(x,y) 

			             ϕ(w)  =  ⊥ sse  w ∈  WI, ou seja w é um inteiro simples

			O conjunto de símbolos  {⊥, s, q, p}  vai-se representar pela letra  Φ.  Obviamente  ϕ(w) ∈ Φ.

			Estruturalmente um número SQP ou é um número da forma  ψ(w1,w2) −  um símbolo e um par de argumentos − ou é um número inteiro simples  −  neste caso um número sem estrutura.  Para além do operador  ϕ, que seleciona o símbolo mais exterior e deteta de que tipo de número se trata, vamos introduzir mais dois operadores,  arg1  e  arg2, para seleccionar o primeiro e o segundo argumento de um número SQP.

			w = ψ(w1,w2)       ⇒      ϕ(w) = ψ     ∧    arg1(w) = w1    ∧    arg2(w) = w2

				

			w ∈ WI    ⇒    arg1(w) = arg2(w) = ⊥

			w ∈ W − WI     ⇒     w = ϕ(w) (arg1(w), arg2(w))

			Uma pergunta fica em aberto:

			O conjunto  W é infinito. Mas de que tipo de infinito se trata ?   E que dizer do tipo de infinito de Wα ? Que relação estabelecer entre estes dois tipos de infinito ? Fará sentido a igualdade

			   			#W = ℵ1 ∗ #Wα 

			Note-se que ℵ1 representa ALEF-1, que como se sabe, é a cardinalidade do conjunto de números reais.

			 

			Nota Final:

			              

			Naturalmente que os números não são introduzidos pelo utilizador no modelo SQP. O input dos números é feito na notação convencional. Terá de haver um pequeno parser que à medida que vai validando sintaticamente o número de input vai construindo a respetiva árvore SQP. Note-se que, muito embora não seja necessário, vamos exigir a geração de uma árvore SQP estruturalmente igual ao número de input e não qualquer árvore SQP que tenha o valor correcto. Tal parser é um exercício de programação que não será aqui considerado.
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