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Dacui, per D(3-2), segue: x, ye Y AVxVy(x, ye Y= xlye Y)

A tale scopo, supponiamo che L & un’operazione su XAYCX
Da cui, per T(3-1)a)Tleapl e EG-1) e L(3-1), per RD € L(3-1), segue:

1 éun’operazione st XAYEXAX e { AJACXAA & stabile per L su XAYSA}A
VA(A{AJACXAA & stabile per L su XAYCA}SYCA)
Da cui, poiché {AJACXAA & stabile per L su XAYCA}#0, per T(8-7)Tleapl
segue:

L ¢ un’operazione su XAYCXAYCN{AJACXAA & stabile per L su XAYCA}
Da cui, per D(3-2), segue: YEY
©) Supponiamo nell’ipotesi assegnata che ACXAA & stabile per L su XAYCA
Da cui, per l'ipotesi e L(3-1), segue:

Ae{AJACXAA & stabile per L su XAYCA}
Da cui, per T(8-2)b) Tleapl, segue:

N{AJACXAA & stabile per L su XAYCA}CA
Da cui, per Iipotesi e D(3-2), segue: Y CA

Se L éun’operazione su XAYCX, Y si chiama parte stabile generata da Y

C(3-1) Se L & un’operazione su XAYCX, allora
ACXAA & stabile per L su XAYCAAACY A=Y

Dim.

) Ovvia conseguenza di T(3-3)c) e TG-1)c)Tleap |

T(3-4) Se L & un’operazione su XAYCSXAZEX, allora
YezZ=YCZ

Dim.
Supponiamo che L & un’operazione su XAYCXAZEXAYEZ,
Da cui, per T(3-3)a).b), segue:

1 éun’operazione su XAYCSXAYCZAZ CXAZ¢ stabile per 1 su XAZEZ
Da cui, per T(3-1)b)Tleapl, segue:

1 éun’operazione su XAYCXAZ CXAZ¢ stabile per L su XAYCZ
Da cui, per T(3-3)c), segue: YEZ

T(3-5) Se L & un’operazione su XAT & un’operazione su YA
£, g:X—Y sono omomorfismi, allora

{XIXeXAT(x)=g(x)} & stabile per L su X

Dim,
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Da cui, T(8-3)Tlcapl, segue:
1 éun’operazione su XAAZBAVA(A eASACXAA & stabile per L su X)A
VA(AcASXEANVA(AeADyeA)

Da cui, per RD € T(3-2), T(1-12)a)ELcap3, segue:
AZBAVAAcASYXVY(x, ye ASXLyeA)AVA(AeADX, yeA)

Da cui, per RD ¢ RD, segue: AZBAVA(AcASxLyeA)

Da cui, per T(8-3)Tleapl, segue: xLye A

T(3-3) Se L & un’operazione su XAYCX, allora
yYex
b) Y stabile per L su XAYCY
©) ACXAA & stabile per Lsu XAYCA= Y CA

Dim.
) Supponiamo che L & un’operazione su XAYCX
Da cui, per T(3-1)a)Tleapl, E(3-1)2), segue:
L é un’operazione su XAYCXAXCXAX & sta
Dacui, per L(3-1), segue:

L éun’operazione su XAYCXAX&{A[ACXAA & stabile per L su XAYCA}
Da cui, per T(8-2)b)Tleapl, segue:

L ¢ un’operazione su XAYCXAN{A|ACXAA & stabile per L su XAYCA}CX
Da cui, per D(3-2), segue: ¥EX
b) Proviamo che Y ¢ stal
Poiché per laa) Y EX,
VxVy(x, ye Y =x1ye Y)
A tale scopo, supponiamo che L & un’operazione su XAYCXAx, ye ¥
Da cui, per T(3-1)a)Tleapl, E(3-1)2), segue:

1L éun’operazione su XAYCXAXCXAX & stabile per L su XAYCXAx, ye Y
Dacui, per L(3-1), per RD e L(3-1), segue:

L é un’operazione su XAYCXAX&{A[ACXAA & stabile per L su XAYCA}A
VA(AS{A|ACXAA & stabile per L su XAYCA}>ACXAA & stabile per Lsu X)A
xye¥
Da cui, poiché {AJACXAA & stabile per 1 su XAYCA}#0, per L(3-2) segue:

1 éun’operazione su XAYEXAx, ye Y A

VXVy(x, ye N{A|ACXAA & subile per L su XAYCA}=

XLyeN{AJACXAA & stabile per L su XAYCA})

le per L su XAYCX

per LsuX

provare, in base a T(3-2), che
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Da cui, per Pipotesi e D(1-3)a), T(3-2), T(1-4)c)Tleap3, segue:
EX—YAVXVy(x, yeX=H(x Ly)=f(x)TH(y) ABSYAVXVy(x, yeB=xXTyeB)A
xeXAf(x) sBAYEXAl(y) B

Da cui, per Pipotesi e T(1-1)a), RD, segue:
£:X—YAX Ly eXAf(x Ly)=f(x) THy)A [(x) TH(y)e B

Dacui £:X—YAx LyeXAf(xLy)eB, onde, per T(1-4)cTlcap3, xLyef™ (B)

T(3-7) Se L & un’operazione su XAT & un’operazione su Y, allora
£:X—Y & un omomorfismoAZCX=f(Z =F(Z)

Dim.

Poiché per T(1-5)a)Tlcap3 f(Z)CY, basta provare, in base a C(3-1), che
£(Z)SYAL(Z) & stabile per T su YAIZ)SH(Z)A(Z)STZ)

Proviamo che f(Z)CY

Ovvia conseguenza di T(1-5)a)Tlcap3

Proviamo che f(Z) & stabile per Tsu'Y’

A tale scopo, supponiamo nell'ipotesi assegnata che
£X—Y & un omomorfismoAZEX

Da cui, per Iipotesi e T(3-3)a).b) segue: ZCSXAZ¢ stabile per L su X
Da cui, per Iipotesi e T(3-6)a), segue: f(Z) & stabile per Tsu'Y.
Proviamo che f(Z)Sf(Z)
A tale scopo, supponiamo nell’ipotesi assegnata che

£X—Y & un omomorfismoAZEX

Da cui, per Iipotesi e T(3-3)b), segue: £X—YAZEZ

Da cui, per T(1-7)a)Tlcap3, segue: f(Z)CSF(Z)

Proviamo infine che f(Z)CT(Z)

A tale scopo, supponiamo nell'ipotesi assegnata che
£X—Y & un omomorfismoAZEX

Da cui, per Uipotesi e T(1-5)Tlcap3, segue:
£X—Y & un omomorfismoAZEXAZ)SY

Da cui, per ipotesi e T(3-3)a),b), T(1-4)d)Tlcap3, segue:
£X—Y & un omomorfismoAZEXAT(Z) CYAF(Z) & stabile per T su YA
{(Z)CT(Z) A 2™ (1(2)

Da cui, per C(1-2)b) Tleap3, per Iipotesi e T(3-6)b), T(1-7)b)Tlcap3, segue:
XY AZEXAF (FZ))EXAT (FZ)) & stabile per L su XAZEF™ ((Z)A
£ (2t (72)

Da cui, per T(3-1)b)Tleapl, segue:
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Poiché per T(@-3)Tleapl {x|xeXAf(x)=g(x)} X, in base a T(3-2) basta provare:
VXVY(X, ye {x|xeXAf(x)=g(x)}=2x Lye (x|xeXAf(X)=g(0)})
A tale scopo, supponiamo nellipotesi assegnata che x, ye {x|xeXAf(x)=g(x)}
Da cui, per Uipotesi e T(4-3)Tleapl, D(1-3)a), segue:
£, g X Y Ax eXAT(x)=g()AY EXAL(y)=g(y)A
VXVy(x, y XS Ly)=F () THY)AVXVY(x, y e Xg(xLy)=e()Ta(y))
Dacui, per Uipotesi e T(1-1)a), RD, T(1-3)c)Tleap3, segue:
T éun’operazione su Y Ax Ly e XAf(x Ly)=f(x) TT(y)Ag(x Ly)=g(x) Te(y)A
(), f(y)= Y Af(O=g (ALY )=g(y)
Da cui, per T(1-1)b), seguie: X Lye XAT(x Ly)=f(X)Tf(y)=g(x) Ta(y)=g(xLy)
Da cui, per T(4-3)Tleapl, segue: x Lye {x|xeXAf(x)=g(x)}

T(3-6) Se L & un’operazione su XAT & un’operazione su YA
£X—Y & un omomorfismo, allora
2) ACXAA & stabile per L su X=>f(A) & stabile per T su Y
b) BEYAB & stabile per T su Y=~! (B) & stabile per L su X
Dim.
) Poiché per T(1-5)a)Tlcap3 f(A)CY, basta provare, in base a T(3-2), che
VXVy(x, yef(A)=x Ly=f(A)
A tale scopo, supponiamo nell'ipotesi assegnata che
ACXAA stabile per L su XAz, wef(A)
Da cui, per Iipotesi e D(1-3)a), T(3-2), T(1-4)a)Tlcap3 e RS, segue:
EXYAVXVY(x, yeXSHxLy)=l(X) TH(y)) AACXAVXVy(x, yeAX Lyc AJA
(2)Abe AAw=f(b)
Da cui, per T(3-5)Tleapl, RD, segue:
X YAVXVy(x, yeX2H(x Ly)=f(X)T(y))AACXAa, beXAaLbeAA
WAw=(b)
per T(1-3)c)Tleap3, RD, segue:

£:X—YAACXAaLbAAl(a), f(b)e Y Af(a)=zAf(b)=w AfaLb)=f(a) Tf(b)
Da cui, poiché per ipotesi T & un’operazione su Y, in base a T(1-1)b) segue:
£:X—YAACXAaLb e AA(aLb)=l() TT(b)=z Tw

b) Poiché per C(1-2)b)Tlcap3 ' (B)CX, in base a T(3-2) basta provare che

VxVy(x, yef ' (B)=xLyef ™' (B)
A tale scopo, supponiamo nell*ipotesi assegnata che

BCYAB & stabile per T su YAx, yef™ (B)
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Da cui, poiché XCX, per C2-3)b) segue: L xp= L vy,
Supponiamo ora che
1 éun’operazione su XAn, m, u, veNANSMAUSVARK ;. ) nefo.mjukefus} & UNA
famiglia in XAVhVk(he {n.m} Ake (0.7} 2%, =31, )
Dacui, per T(4-3)b)NRcap2, segue:
1L éun’operazione su XAn, m, u, vENANSMAUSVAG 4y ) pcfo mjricios] & UNE
i in XAVhVk(he {n.m}Ake {u.v}=x,, =y,, JAve (u.v}
Dacui, per L(2-3)b) e RD, per la (%), segue:

famig

L &un’operazione su XAn, m, u, vENANSMAUSVA(K 1 )yl minke oy} & UN2

n XA

famiglia in XAn, meMARSIAC L Xy ) pefa ) & una famig

Vhheln.m}= L xy= 1 y,)

iy
Dacui, per C(2-3)b), segue:
L éun’operazione su XAn, m, u, veNANSMAUSVAK ) pefo makefu.] & U0

inXA L1 ox,= L Ly

nchim udkey nehim udky

famig

Da cui, per D(2-3), segue: L X, = Ly

b)2) Ovvia conseguenza di T(1-2)a)Tlcaps, della b)1) e D(2-3)

3 Parte stabile per un’operazione

D(3-1) Se L éun’operazione su XAACX, allora
A& stabile per L suX = Vz(zeAXAS L(z)eA)

T(@-1) Se L & un’operazione su XAACXAA & stabile per L su X, allora
4) 1, éun’operazione su AAVZ(zeAXAS L , (2)=L(2)
b) VxXVy(x, yeAXL 5 y=xLy)
Dim.
) Supponiamo che L & un’operazione su XAACXAA & stabile per L su X
Da cui, per D(3-1), segue:
L& un’operazione su XAACXAVz(ze AXA= L(z)eA)
Da cui, per T(1-1)c), segue:
Ly AXA=XAVZ(z AXAD L, ()=L2)AV2(2e AXAS L(2)€A)
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Da cui, per T(3-5)Tleapl, RD, segue:
L éun’operazione su XAzeXxXAz=(a, b)Aa, beXAaLbe A

Da cui, per D(1-1), D(1-2)a), segue: L:XXX—XAzeXxXAz=(a, bAL(a, b)eA

Da cui, per T(1-2))Tleap3, segue: L(z)=L(a, b)AL(a, b)eA, onde L(z)eA

E@-1) Se L éun’operazione su X, allora
1) & stabile per L suX
2) X & stabile per L su X
3)aeXAaLa=am{a} & stabile per L su X

2) Ovvia conseguenza di T(3-1)a)Tleapl, T(1-)a) e T(3-2)
3) Poiché per T(7-9)Tlcapl {a}CX, in base a T(3-2) basta provare che
VxVy(x, ye {a}=xLye{a})
A tale scopo, supponiamo che L é un’operazione su XAaeXAaLa=aAx, ye {a}
Da cui, per T(7-7)b)Tleapl, segue:
L éun’operazione su XAaeXAaLa=anx=aAy=a
Da cui, per T(1-3)Tlcapl, segue:
L éun’operazione su XAx, yeXAaLa=aAx=aAy=a
Da cui, per T(1-1)b), segue: xLy=aLa=a, onde, per T(7-T)b)Tleapl, xLye{a}

D(3-2) Se L é un’operazione su XAYEX, allora
T =N{AJACXAA & stabile per L su XAYCA}

L(3-1) Se L & un’operazione su XAYCX, allora
Ae{AJACXAA & stabile per Lsu XAYCA}&>
ACXAA & stabile per L su XAYCA
Dim.
Ovvia conseguenza di T(d-4)Tleapl avendosi, in base a T(6-2)b)Tlcapl,
VA(ACXAA & stabile per L su XAYCASAeP(X))

L(3-2) Se L éun’operazione su XAAZOA
VA(AeASACKAA & stabile per L su X), allora
Vxvy(x, yeNA=xLyeNA)
Dim.
Supponiamo che
1L éun’operazione su XAAZBAVA(A eASACXAA & stabile per L su X)A
x.yeNA
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Da cui, per RD e T(1-3)Tlcapl, segue:
1y AXA-XAVZ(ZEAXAS L\ (J=L(2)AVZ(zE AXAD L 4 (2)€A)
Da cui, per C(1-3)a)Tleap3, segue: L, AAXA—AAVz(ze AXAS L 4 (2)=L(2)
Da cui, per D(1-1), segue:
L, éun’operazione su AAVZ(ZEAXASL 4 (2)=L(2)
b) Supponiamo che
L éun’operazione su XAACXAA & stabile per L su XAx, yeA
Dacui, per la a), T(2-3)Tlcap2, segue:
L& unoperazione suXAL , &un’operazione su AA
Vz(zeAXA> L , (2)=L(2))AACXAX, yeAA(X, Y)eAXA
Da cui, per T(3-5)Tleapl, RD, segue:
L éun’operazione su XAL 4 &un’operazione su AAX, ye XAx, yeAA
Ly y=Ley)
Da cui, per D(1-2)a), segue: X1 4 y=xLy

Se L & un’operazione su XAACXAA & stabile per L su X, allora L 5 si
operazione su A indotta da L

T(3-2) Se L & un’operazione su XAACX, allora
A stabile per L su X&VAVy(x, yeA=x LyeA)

Dim

= Supponiamo che

1 éun’operazione su XAACXAA & stabile per L su X Ax, yeA
Da cui, per T(3-5)Tleapl, T2-3)Tleap2, D(3-1), segue:

L éun’operazione su XAX, yEXA(X, y) SAXAAVZ(zEAXAD L(z) A)
Da cui, per RD, segue: L éun’operazione su XAx, yeXAL(x, y)eA
Da cui, per D(1-2)a), segue: xLyeA
& Basta provare, in base a D(3-1), che

V(zeAXASL(2)eA)

A tale scopo, supponiamo che

L éun’operazione su XAACXAVXVy(x, ye A=xLyeA)\zeAXA
Da cui, per T(2-4)a) Tleap2 e T(3-5)Tleapl, T2-2)Tlcap2 € RS, segue:

1L ¢ un’operazione su XAACXAVXVy(x, ye A=xLyeA)AzeXxXA

acAAbeAAZ=(a, b)
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Basta provare, in base a T(5-5)NRcap2, che
DVagefuvs L 1 x, eX)

néhzn udks

b) peNAn<p<mAVg(gefu.vi= L L x, eX)=

néhsp uksg

va@efuvis L 1oy, eX)

nchipet ukiy
) Supponiamo che
1L éun’operazione su XAn, m, u, veNANSMAUS VA 4y ) o okefe ] & D2
famiglia in XAqe {u..v}
Dacui, per L(2-3), T(4-3)a)NReap2, segue:
L éun’operazione su XAn, meNADSIAC L Xy, befonj & una famiglia in
XAne{n.m}
Dacui, per T(2-5)a), segue: L 1 x,, eX

ndhen udkiq
b) Supponiamo che
L éun’operazione su XAn, m, u, vENANSMAUSVA 1y ) e il & UNA

fami

XapeNM<p<mAVg(qe{u.vj= L 1 x,, eX)Aqefu.v}
- <

Da cui, poiché p+1 e {n.m}, per L(1-2)a)Tle:
segue:
L éun’operazione su XAu, vENAUSVA(K ,.1,) ey} & una famiglia in XA

5. L(2-3)a), T(4-1)b)NReap2, RD,

qe{u.v}An, meNANSIAC L Xyy)cfon) & una famiglia in XApe{n.m}A
udizg fo.m}

peNAnsp<mA L XX

Da cui, per T(2-5)a) ¢ RD, T(2-4)b), segue:

L éunoperazione su XA L
udizg

Llx,= L L1

et udsq

X et

C(2-5) Se L éun’operazione su XAn, m, u, veNANSmAuSVA
(X hefompcefu) & una famiglia in X, allora

Vpvg(pem.miAgem.vi=> L Loy, eX)

udisg

Dim.
Ovvia conseguenza di T(2-15)
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Da cui, per Uipotesi ¢ RD e D(3-1)Tleapé e T(1-3)c) Tleap3, T(2-1)b)NReap2,
T(2-4)NReap2, segue:

1, meNANSIAK , ) fp ] & Una fami

XA ) efo ) & una famiglia
in YAp, p+! eNAnSp<mAnSp+<mAL( L x,)= T f(x,)
nsksp
Da cui, per I'ipotesi e D(1-3)a), T(4-1)b)NReap2 e T(2-5)a), D(3-1Tlcap4 e RD,
per T(2-4)b), segue:
L éun’operazione su XAT & un’operazione suY A:X—YA

VYy(c, YEXDIOLY=IOTIONA L %y, % €XAT L %)= T M)A

o
X=X XA T )= T ) TG00

Da cui, per T(1-2)d)Tleap3, RD, T(1-1)b), segue:
o 0 S 5 P KT )=, T T T2
ALY

b) Analoga alla a)

L(2-3) Se L éun’operazione su XAn, m, u, veNAnSmAusvA
in X, allora

in X

00 bl U i

Dpeinm}=( L Xy ), & una fami
adip fo-v)

) e (UV}B( L Xy pum) & una fa X

kg

Dim.
b) Supponiamo che

L éun’operazione su XAn, m, u, veNANSMAUSVAG ) pefompokefos] &

una famiglia in XAqe {u.v}Ahe {n.m}
Da cui, per L(1-2)a)Tleaps, segue:
1L éun’operazione su XAu, veNAUSVA(X ,, ) 1.j, ) & una fami

qefu.v}
Da cui, per T(2-5)) e RD, segue: L x,, X

udkzq

) Analoga alla b)

T(2-15) Se L éun’operazione su XAn, m, u, veNAnSmAuSvA
(X el kef) & una famiglia in X, allora

Vp(ps (n.m}=Vg@e(u.v}=> L Xp €X0)

Dim,
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Da cui, per T(3-1)b)NReap2 e RD, T(2-1)b)NReap2, T(2-4)NRcap?, segue:
1, meNANSMA(K, ) cfo ) & Una famiglia in XAn+1 e NAn<n+l<m

Da cui, per Iipotesi, T(4-3)a)NReap2, T(4-1)b)NReap?, segue:
1L éun’operazione su XAn, meNAISMA(K ;) o & una famigl

n XA

n+1eNAn<n+1SmAn, n+1e {n.m}A(n+)-
Da cui, per D(3-1)Tlcap4 ¢ RD, T2-8)a) € RD, T(2-4)a), T(2-6)a) ¢ RD, segue:

L éun’operazione su XAX, X, XA L x,=

L Xy Lx, A
ngizna % nekelni1

Xe= Loxe=_ 1 x,

T nakeinatn

Dacui, per T(1-Db), segue: L x,= L X, 1X,, =X, 1x,,,

negner ¥ neksine )t
)2) Supponiamo nell‘ipotesi assegnata che
meNAISMA(X, ), ., & una famiglia in X
Da cui, per C(3-1)NReap2 e T(2-1)b)NReap2, T(2-4)NReap2, segue:
XA2eNR2=1+1AI<1<I+1<m

1, meNAT<MA(X, ),y & una famig
Da cui, per T(4-3)a)NReap2, T(4-1)b)NReap2, segue:
1, meNAI<mA(X, ), & una famiglia in XA2eNAL 2& {1.m}A2=1+1
Da cui, per D(3-1)Tlcap4 ¢ RD, segue:
1, meNAI<mA(X, )., & una famiglia in XA2eNA2=1+1A2{ L.m}A
Xy X €XAX, =X,y
Da cui, per l'ipotesi e T(2-6)a) e RD, per la )1), T(1-1)b), segue:
2)3) Analoga alla
b)1) Proviamo prima che
() Vhihefn.mi=> L xp= L y,,)

iy

A tale scopo, supponiamo che
1L éun’operazione su XAn, m, u, vENANSMAUSVA (X1, ) pcfo k] & D2

fami XAVhVK(he n.m}Ake {u.v} 2%, =y 4y )Ahe n.m}

Da cui, per L(1-2)a)Tleaps, RD, segue:

1L éun’operazione su XAu, veNAUSVA(X ,, )y & una famiglia in XA
V(KU }DX =y )
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D(2:3) Se L é un’operazione su XAn, m, u, veNAnSmAu<vA
(X hefnmpefe) & una famiglia in X, alora

Lol oxy

nshim kv

T(2-16) Se L &un’operazione su XAn, m, u, veNANSmAUSVA

x ke & Una

i hefnm) n X, allora

w11 EX
ey

Dim.

Supponiamo che
L éun’operazione su XAn, m, u, veNANSMAUSVAK 1) pefo kel & UNE
famiglia in X

Dacui, per T(4-3)b)NRcap2, segue:

L &un’operazione su XAn, m, u, vENANSMAUSVA(K 1y ) pejomjrbefu.y] & UND

famiglia in XAme {n.m}Ave {u.v}
Dacui, per C(2-5) e RD e D(2-3), segue: L X, €X

nshim
ey

E(2-2) ) Se L éun’operazione su X, allora
1) n, meNADSIAK ) oo} €0 fa

2) 1, meNATSMAK ),y & una famig]

3) meNAOSIAX )., & una famig

b) Se L &un’operazione su XAn, m, u, ve NANSmAuSvA

(X1 hefn.mprkefu.v) & una famiglia in X, allora
1) VhV(he (n.m}Ake {u.v} 2%, =y 4002 L xy = Loy

2) Vhvk(he {n.m}Ake{u.v}3x,, =y, )=
TR A N i

2 udiz "M T ndizp udkzg
Dim.
)1) Supponiamo nell‘ipotesi assegnata che

n, meNAN<MA(K ) kefo.m} & una famigl





OEBPS/images/ebook_page_image_240766_45.jpg
Y RN NN

ndks 4 nsisio “* Tid

Z i< =
peNsisp<in L= L LRt

1) Supponiamo che
L éun’operazione su XAL & associativaAn, meNA(X, )y ) & una famiglia
in XAieNAn<i<m

Dacui, poiché per T(2-1)2)NReap2 e C(3-3)NReap2, C(2-4)NReap2, T2-1)b)NR

cap2 i~1eNAn<i-1<i<m, in base a C(4-3)c)NRcap2, T(4-1)b)NRe
1L éun’operazione su XAn, meNAISMA(K , )i, ) & una famig
ieNAn<iSmA{i.m}C{n.mjAi-1, ie {n.m}

Da cui, per T(3-7)a)Tlcapé, T(2-5)a), D(3-1)Tleap4 ¢ RD, T(2-8)a) ¢ RD, segue:
1 éun’operazione su XAi, meNAISMA(K, ) ) & una famiglia in XA

L oxexeXA Loxe= L oxglx;
nsiict a3 "+ nsii1
Da cui, per T(2-4)a), segue:
L éun'operazione su XA L x,.x;€XA L x,= L x,LxA L x,=x

nsiict a3a ¥ s =2
Dacui, per T(1-Db), seguer L xy= L xylxi= L xL4x,

2) Supponiamo nell*ipotesi assegnata che

PeNASp<mA L X"k ety

Da cui, poiché in base all’ipotesi e T(2-1)a) ¢ C(3-3)NReap2, C(2-4)NReap2,
1)b)NReap2, T(2-4)NReap2 i~1eNAn<i-1<i<p<p+1<m, per C(4-3)c)
2, T(4-1)b)NReap2, segue:

n, meNANSMA(X, ) gjp.m) & una famiglia in XAi, peNAiSp<mAnSp<mA

(Lm)Sn.mAi-L prictnmirpefima L x,= L xL L x

Dacui, per T(3-7)a)Tlcap4, T(2-5)a), D(3-1)Tleap4 ¢ RD, T(2-4)b) e RD, segue:
i, meNAISMA(K, ).y ) & una famiglia in XApeNAi<p<mApe {i.m}A

b X Ko XA K= L Kb XA L xem g el X
Dacui, per T(2-5)a) e RD, T24)b) e RD, segue:
L X X

nsiit
xe= L ox L LoxA L

nekdi K iy K il
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Da cui, per l'ipotesi e T(1-1)b), D(-1) ¢ RD, T(1-1)b), segue:
: T S I, CHENNTE C 1

A
1o lx= L oxd L ox
oidiep X X0t V= g M e X

b) Analoga alla a)

C(d-1) Se L éun’operazione su XAL & assoc
1. meNAGX,)epp m) & una famig

van
in XAi, jeNAn<i<j<m, allora

Vppefitlmi= L x,=( L x, L L ox)L Lox,)

BVppe(itlmi=® L xi= L x 1L 5L LX)
, akn

peizn % i
Dim.

4) Supponiamo nell’ipotesi assegnata che pe {j+1..m}

Da cui, poiché per I'ipotesi e T(2-1)b)NReap2 ¢ T(2-4)NRcap2 n
in base all'ipotesi e T(4- 1)b)NRcap2 segue:

+I<jSj+I<m,

0, meNANSMA(X, )yzjp ) & una famiglia in XAjeNAn<j<mAi eNAn<i<mA

jen.miAjl, meNAJ+ISmA{+1.m} S {n.m}Ape {j+1.m}Ajefi+]m}
Dacui, per T(2-5)a) e RD, T(3-7)a)Tleap4 ¢ T(2-5)a) e RD, T(d-3)a) e RD, segue:

X Lox,eXA L x XL L x,A
Kk E T ket kT jutep”

xp=mlixple o xp

ks F T Ly

Da cui, per Uipotesi e T(1-1)b), segue:
g K= 1 Xl o xg=( ) x0E oL XY L %

ke KT piep K ndka K isiks piEksp

b) Analoga alla a)

T(4-4) Se L &un’operazione su XAL & associativaA

0, meNAGK, )y & una famiglia in XAieNAn<i<m, allora

YRREmIR L B ek M)
Dim
Basta provare, in base a T(5-5)NRcap2, che
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Da cui, per E(6-2)b)NReap2, T(2-5)c) e RD, T(2-10)c) e RD, segue:
0, meNAISDATSMAS: {1.m}—YAYEXAT, ) iefmet.men} & una famiglia
YA LrneXAln= L 1,

ik 51 % meniiomen
Da cui, per T(3-4)Tleapd ¢ RS, segue:

0, meNAISDATSMAS: (1.} > YAYEXAT ) sefmet.men) & Una famiglia
in YAg: (m+1.mn} > YAVK(ke {m+Lmn} D, =r, A

L reXa L m

= =
Da cui, per T(7-5)b)NRcap!, per T(3-3)Tlcap4, segue:

n, meNAISDAISmAm+1, mineNAm+1<m4nAs:{ L.m}—YAYSXA
{41} > YA, ) efmetmen) & una famiglia in YA

Vk(ke{m+l.min}=g, =1, A L r XA Lr L

51 % mendkeme

Da cui, poiché 1<m+1, per T(6-9)NRcap2, C(2-3)d), segue:

0, meNAISnAISmAm+1, mineNAm+1<m+nAs:{ L.m}—YAYEXA
g{m+lmen}—>YA{Lm}n{m+Lmtn}=0A{ Lm}U{m+Lmn}={ L. m+n} A
LlrneXaln= 1 ro.= 1

= 51 ™% mendkem mengiomst
Da cui, per C(3-)Tleap3 e T(1-1)Tleap3 e D(3-2)Tleapd T(9-2)a)b)Tleapl,
segue:

1, meNALSmAm+1, mn eNAm+1<m+nAs:{ L.m}—>YAYEXA
g{meLmen} > YAsUg:{ Lm+n}—Y AVk(ke { L.m} =(sUg), =5, )A
Vk(ke{m+1.mtn} =(sUg), =g, A{L.m}C{1.mn}A

(melmanS(LmeniA L neXA Lor= L

Da cui, per T(3-3)Tleapd e E(3-2)Tleapd, T(10-8) Tleapl, segue:
meNAISmAm+1, mineNAm+ Sm4nAsUg:{L.m+n}—YAYEXA

e in XA

r
m

1) scltm)s @ xelmstmen}s (SUE)1) efimsn) sORO famigl
{L.m}S{Lm}n{L.m+n}A{m+lmn}C{mtLmen}n{ Lmen}A
Vk(ke {1.m}>(sUg), =5, JAVk(k e {m+].m+n} >(sUg), =g, JA

L oreXA Lor= 1

ak bt "% menskemen
Da cui, per T(2-1)NReap2, poiché me { I.m} Am#ne{m+1..m+n}, per TQ-5)c),
T(2-9)b), segue:

1, mneNASUg:{ Lm0} > YASUZ), ) e fmen) & una fami

in XA

meNAISm<mnAmine {milminfA L . L s, eXA

i S AL GUDL= LA L sUp= L

a7 mensbomer £ w3k mendieme menstome
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Da cui, per I'ipotesi e T(1-1)b), D(4-1) e RD, segue:
Loxplx=( L ox,L L x)lx, =

LT =R ey

X LOL xyLx, 0= L ox,L L x

ip P e T i

C(d-2) Se L éun’operazione su XAL  associativaA
0, meNAGK, )y & una famiglia in XAi, jeNAn<i<j<m, allora
pefimi= L x,=(_L x,1 1 x)L L x,

[ECN R e ) [Eey

Dim.
Supponiamo nell*ipotesi assegnata che pelj.m}
Da cui, poiché in base all'ipotesi e T(2-1)a)NReap2 e C(3-3)NReap2, C(2-4)
NReap2, TQ2-b)NReap2 i~ eNAnsi-1<i<j—1<j<m, per T(d-1)b)NRcap2,
C@-3)c)NReap2, segue:

1, meNANSMA(K, ) yefp ) & Una famigli

in XAieNAn<imAjeNAn<j<mA

j-le {n.m}AjeNASmAj.m}C{n.m}Ape{j.m}Aj-le fi.m}
Da cui, per lipotesi e T(2-5)a) e RD, T(3-7)a) Tlcap4 e T2-5)a) ¢ RD, T(4-4) ¢
RD, segue:

Da cui, per Uipotesi e T(1-1)b), segue:
L ox,L L ox=( L x,1 1 x)L L x,

FE R e A R T <N £y

L(d-1) Se L éun’operazione su XAL & associativaA YEX, allora
neNALSAR{Lnj—Y AmeNATSmAS: (1L.m}— Y=
(Lt} >YA Lor L L os,;= L f)A

1da " L 1dign T 1znem
A Lem} YA Lr L Los,= L6

Dim

Proviamo che JM(F:{L.nm}—YA L r, L L s

A tale scopo, supponiamo nell'ipotesi assegnata che
neNALSDAR{ 1.0} —YAmeNAISmAs: {1.m}—Y

Da cui, per I'ipotesi e T(4-3)NReap2, T(3-3)Tleap4 e E(3-2)a) Tlcapd, segue:
n, meNAISnAISmAnE{ Ln}As: {1.m}—YAYEXA(r, ) iofa} & una famigli

in YA, efi.a) & una famiglia in X
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Da cui, per D(1-3)c), segue: {5 :A—f(A)2 un epimorfismo
b) Supponiamo che
1 éun’operazione su XATé un’operazione su YAACXAA & stabile per L su XA
£X—Y & un monomorfismo
Da cui, per D(1-3)b), segue:
1 éun’operazione su XATé un’operazione su YAACXAA & stabile per L su XA
£X—Y & un omomorfismoAf & a
Da cui, per T(3-1)a), T(1-5)a)Tleap3, T(3-6)a) € RD, T(3-10)a) e RD, segue:
L éun’operazione su AAT& un’operazione su YANA)SYAf(A) & stabile

per T su YAf  :A—Y & un omomorfismoAf: X~ YAACX
Da cui, per T(11-7)Tleap3, segue:
L éun’operazione su AAT& un’operazione su YATA)SYAR(A) & stabile
per T su YAf  :A—Y & un omomorfismoA f , :A—f(A) & biettiva
Da cui, per T(3-1)a), L(3-3), segue:
L, éun’operazione su AAT ;& un’operazione su f(AJA
4 :A—(A) & un omomorfismoAf , & biettiva

Da cui, per D(1-3)d), segue: f 4 :A—f(A)& un isomorfismo,

T(3-12) Se L & un’operazione su XAT & un’operazione su Y, allora
) £X—Y & un omomorfismo=f:X—{(X) & un epimorfismo.
b) £:X—Y & un monomorfismo=f:X—F(X) & un isomorfismo
Dim.
) Supponiamo che
1L éun’operazione su XATé un’operazione su Y Af:X—Y2 un omomorfismo
Da cui, per T(3-1)a)Tleapl, E(3-1)2), segue:
L éun’operazione su XATé un’operazione su YAXSXAX & stabile per T su XA
£X—Y & un omomorfismo

Da cui, per T(1-5)a)Tleap3, T(3-6)a), C(10-)Tlcap3, segue:
L éun’operazione su XATé un’operazione su YARX)SY Af(X) & stabile
per T su YAEX—Y & un omomorfismoAf: X—f(X) & suriettiva

Da cui, per T(3-1)a), L(3-3), segue:

L éun’operazione su XAT & un’operazione su f(X)A
£X—F(X) & un omomofismoAf & suriettiva

Da cui, per D(1-3)c), segue: £X—H(X) & un epimorfismo

b) Analoga alla a) applicando D(1-3)b), T(11-6)Tlcap3 e D(1-3)d)
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Da cui, per T(1-2)d) Tleap3, T(1-1)b), segue:
fa (XL y)=f o (xLy)=f(x Ly)=f()TH(y)=f o ()Tf 4 (y)
b) Ovvia conseguenza di D(1-3)b),a), della a) e T(9-11)Tlcap3

L(3-3) Se L2 un’operazione su XAT & un’operazione su YABEY A
B & stabile per T su YAEX—Y & un omomorfismoAf:X—B, allora
£:X—B & un omomorfismo.
Dim.
Poiché per T(3-1)a) L é un’operazione su XAT 5 & un’operazione su BAI:X—B,
basta provare, in base a D(1-3)a), che
VXVY(x, ye XS Ly)=Hx)T  (y)
A tale scopo, supponiamo che
1 éun’operazione su XAT & un’operazione su YABCY AB & stabile per T su YA
£X—Y & un omomorfismoAf:X—BAx, yeX
Dacui, per D(1-3)a) ¢ RD, T(1-3)c)Tleap3, T(3-1b), segue:
f(x Ly)=F(x) TH(y)AT(x), f(y)e BAVXVy(x, ye B=xT g y=xTy)

Da cui, per RD, segue: f(x Ly)=f(x)Tf(y)=f(x)T  f(y)

T(3-11) Se L & un’operazione su XAT & un’operazione su YA
ACXAA & stabile per L su X, allora
) £X—Y & un omomorfismo= f 5 :A—f(A) un epimorfismo
b) £:X—Y & un monomorfismos f , :A—f(A)& un isomorfismo
Dim.
) Supponiamo che
L éun’operazione su XATé un’operazione su YAACXAA & stabile per L su XA
£X—Y & un omomorfismo

Da cui, per T(3-1)a), T(1-5)a)Tleap3, T(3-6)a) € RD, T(3-10) ¢ RD, segue:
L éun’operazione su AAT& un’operazione su YANA)SYAR(A) & stabile
per T su YAf  :A—Y & un omomorfismoAE:X—YAACX

Da cui, per T(10-8)Tleap3, segue:

L éun’operazione su AATE un’operazione su YANA)SYAf(A) & stabile
per Tsu YAT , :A—Y & un omomorfismoA f , :A—f(A) & suriettiva

Da cui, per T(3-1)a), L(3-3), segue:

L, éun’operazione su AAT ;) & un’operazione su f(A)A

£4:A—f(A) & un omomorfismoAf , & suriettiva
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nsigpit” T ndk T * T iadip

1) Supponiamo che
L& un’operazione su XAL & associativaAn, meNAGX, )y.(o ) & una famiglia
in XAieNAn<i<m
Dacui, poiché inbasea T(2-1)NReap2 e T(2-4)NRcap2 n<i
NReap2, C(4-3)c)NReap2, segue:
1 éun’operazione su XAn, meNAISMA(K, )y ) & una famig
ieNAn<i<mAi+] eNA+1SmAL i+] e {n.m}A{i+1.m}S{n.m}
Da cui, per T(3-7)a)Tleapd, T(2-5)a), D(3-1)Tlcap4 e RD, T(2-4)b), segue:
L éun’operazione su XAi+1 eNAIHTSMA(K, ) it m] & una famiglia in XA
AoxexaeXa L ox= L ox Ly,

+1<m, per T(4-1)b)

n XA

nsision ¥ ag
Da cui, per T(2-4)a), segue:
Leun'operazionesuXA L XXy eXA L x,= L X, Lx. A
=2 wcisien ™+ ndka
1ox=x,,

[RE=N

Dacui, per T(1-Db),segues L x,= L xyIx= Lol Loox,

neksisl neksi * T ki
2) Supponiamo nell*ipotesi assegnata che

< =
peNAISp<mA L x,= L x, L L x,

Da cui, poiché in base all'ipotesi e T(2-4)NRcap2 n<i
T(-1)b)NReap2, C(4-3)NRcap2, segue:
0, meNADSIA(K, ) .o ) & Una famiglia in XApeNAnSp<mA

i<p<p+i<m, per

i+l eNAi+I<mAie{n.m}Ap, p+l e{i+ L.m}A{i+ L.m} S{n.m}A

< =
peNAislsp<mA L x,= Loxl L ox,

Da cui, per T(3- 7)“)T|LAP4 T(2-5)a) ¢ RD, T(2-4)b) ¢ RD, segue:
i1 NAITSMAK, ) sejor | & una fa XA p, prlefitl.m}A

peNAi+lSp<mA L x,eXA L x,= L x,L L xA
e 23 ke ¢ ke

N AT

Da cui, per T(2-5)a) e RD, D(3-1)Tlcap4 e RD, T(2-4)b) e RD, segue:
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4 Operazione associativa

D(@-1) Se L éun’operazione su X, allora
L & associativa = VxVyvz[x, y, zeX=(xLly) Lz=xL1(ylz)]

T(4-1) Se L éun’operazione st XAACXAA & stabile per L su X, allora

Dim.
Poiché per T(3-1) L , & un’operazione su A, basta provare, in base a D(4-1), che
VXVYVz[x, y, ze A= (XL \ Y)L =X L, (yL 4 2)]
A tale scopo, supponiamo che
L éun’operazione su XAACXAA & stabile per L su XALE associativaA
Xy, z€A
Da cui, per T(3-1)a), T(3-2), T(3-1)b)segue:
L éun’operazione su XAL & associativaAL 4 &un’operazione su AA
X, ¥, ZEANACXAVAVY(x, yeASxX Ly eAJA VAVY(x, yeASXL 4 y=xLy)
Da cui, per RD, segue:
L& un’operazione su XAL & associativaAL 4 & un’operazione su AA
ACXAX, Y, 2, XLy, yLzeAAXL o y=XLyAyL , z=ylzA
VXVY(x, yeASXL 5 y=x 1y)
Dacui, per T(1-1b), RD, T(3-5)Tlcapl e D(4-1) e RD, segue:
(L g YL 4 2=(xLy)L 4 z=(xLy) Lz=x L(yLz}=xL 5 (yL2)=xXL 5 (YL 5 2)

T(4-2) Se L & un’operazione su XAL & associativanx, y, zeX, allora
xLy=yIxAxlz=z 1x=>x L(yL2)=(yLz)Lx

Dim.
Supponiamo che

L éun’operazione su XAL & associativaA X, y, zeXAX Ly=y LXA x Lz=z1x
Da cui, per D(d-1) e RD, T(1-1)a).b), segue:

XLy Lz)=(xLy)Lz=(yLx) Lz=y L(x L2)=y L(zLX)=(yL2)Lx

T(@-3) Se L & un’operazione su XAL & associativaA
1, meNAGK ) efpm & Una fami XnieNAn<i<m, allora

aVp(pelitl.m}m L x,= L x, L L x,)

ks’ ¥k * Tisidsp

b Vp(pelitl.m}= L x,= L x,1 L x,)

piken % peksie % izien

Dim,
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E(3-2) Se L éun’operazione su XAn, meNAn<mA
(%, ) yefom) & una famiglia in X, allora

DVp(pe{nmi= L x,eX) b L x,eX
adiep

n<kem

©) ¥p(pe{n, m}ﬂye{}"x‘sx) d L x,eX

e
Dim

) Ovvia conseguenza di T(3-1)a)Tleapl, E(3-1)2) e T(3-8)a)
b) Ovvia conseguenza di T(4-3)b)NRcap2, della ) ¢ RD
©),d) Analoghe alle a), b)

C(3-2) Se L éun’operazione su XAYEXAn, meNAn<mA
(X0) efom) & una famiglh

Y. allora
@ Vp(pe{n.mi=> L x,eY)
i
b Vp(pei{n.m}= L x,eY)
Dim
) Supponiamo che
1L éun’operazione su XAYEXAn, meNANSMA(X, ) o & una famig]
Dacui, per T(3-3)a).b) e E(3-2)a)Tlcap4, segue:
1 éun’operazione su XAY CXAY & stabile per L su XA
1, meNANSMA(K, ) epo.m) & una famiglia in ¥

Da cui, per T(3-8)a), segue: Vp(pe{n.m}=> L x,eY)
s

b) Analoga alla a)

T(3-9) L éun’operazione su XAACXABEAAA, B sono stabili per L su X=>
js :B—A & un monomorfismo

Dim.

Poiché per T(3-1)b)Tleapl, T(3-1)a), TO-21)Tleap3 L, &un’operazione su BA

1L, dun’operazione suAAj  B—A2

a,in basea D(1-3)b),a) basta provare:
VXVY(x, yeB2jg (XL y)=ig (0L 4 js (YD)
A tale scopo, supponiamo che
1 éun’operazione su XAACXABEAAA, B sono stabili per L su XAx, yeB.
Da cui, per T(7-1)Tlcap3, poiché BEX, per T(3-2) e RD, T(3-1)b) ¢ RD, segue:
1L éun’operazione su XAACXABEAAA & stabile per L su XAx, yeBA
5 BAAVX(XEBj 5 (0=X)AX LyeBAXL g y=x Ly
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EX—YAZEXAF™ (F(Z))SXAT (FZ)) & stabile per L su XAZET™ (TZ))
Da cui, per lipotesi e T(3-3)c), segue: :X—YAZCf! (£(Z))
Da cui, per T(1-7)a).i)Tlcap3, segue:

f(Z ) (FZ) YA KT (FZ) )€ {Z), onde, per T3-1)Tieapl, £(Z )CH(Z)

T(3-8) Se L & un’operazione su XAACXAA & stabile per L su XA
1, meNANSMAK, ) epp.m) & una famiglia in A, allora

W Vp(pe{n.mi= L x,cA)
adizp
b Vp(pe{n.m}= L x, cA)

Dim
) Basta provare, in base a T(5-5)NReap2, che
RIS
>
2peNmsp<m L x,eAS L x,eA

1) Supponiamo che
L éun’operazione su XAACXAA & stabile per L su XAn, meNAn<mA
inA

base a T(d-3)a)NReap2 ne{n.m}, per D(3-1TI

(X)sefum) & una famig]
Da cui, per T(2-4)a), poichy
capd e RD, segue:

L X=X, Ax, €A, onde, per T(-3)Tleapl, L x,€A

ndien

2) Supponiamo nell'ipotesi assegnata che peNANSp<mA L x, €A
adkep

Da cui, per Pipotesi e T(2-4)NReap2, segue:
1, meENAISMA(K, ) cfp.my & U fami

pHeNANSpSpH<mA L x,cA
adkep
Da cui, per Iipotesi, per T(4-1)b)NReap2 ¢ D(3-1)Tleapd e RD, T(2-4)b) e RD,
segue:
L éun‘operazione su XAACXAA & sabile per Lsu XA, L x,, X, €AA
s

AnpeNAnsp<mA

Da cui, per T(3-2) e RD, segue:

L XLxpA Lox L, eAonde L x, A

b) Analoga alla a)
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Da cui, per T(3-1)a), T(3-5)Tlcap3, per RD, T(3-2), T(1-2)d)Tlcap3, segue:
L, éun’operazione su AAX, yEAA] g (X)=XAj g (y)=yAj g (xLy)=xLyA
VXVY(x, yeAZXL y y=xLy)Aj g (xL g y)= g (xLy)

Da cui, per T(5-1ELcap5, T(5-3)ELcaps, segue:

L, éun’operazione su AAX, yeAAX=]  (X)AY=] (YA

VXVY(X, yEASXL , y=XLYA] (XL Y)=x Ly
Da cui, per RD, T(1-)b), segue: j (xLpy)=xLy=xL  y=ig ()L o j5(y)

C(3-3) L éun’operazione su XAACXAA & stabile per L su X=>
Ja :A—X & un monomorfismo

Dim.

Ovvia conseguenza di T(3-1a)Tleapl, E(3-12) e T(3-9)

T(3-10) Se L & un’operazione su XATé un’operazione su YA
ACXAA & stabile per L su X, allora

) XY & un omomorfismo=f , :A—Y & un omomorfismo.
b) £:X—Y & un monomorfismo=f , :A—Y & un monomorfismo
Dim.
) Poiché per T(3-1)a) e T(-1)Tlcap3 L , éun’operazione su AAT & una
operazione su YAT , :A—Y, basta provare, in base a D(1-3)a), che
VXVy(x, yEASH 4 (xL 4 Y)=F 4 (0T 4 (1)

A tale scopo, supponiamo che
1 éun’operazione su XATé un’operazione su YAACXAA & stabile per L su XA

£:X—Y2 un omomorfismoAx, yeA
Da cui, per T(1-1)a), T(-1)b) e RD, segue:
1 éun’operazione su XATé un’operazione su YAR:X—Y & un omomorfismoA
ACXAX, ¥, X Lye AAX L 5 y=xLy
Da cui, per T(1-3)Tleap!, T(3-5)Tleap!, T(4-1)Tlcap3 e RD, segue:
1 éun’operazione su XATé un’operazione su YAR:X—Y & un omomorfismoA
XLYEAAXL 4 y=xLyAx, yeXAf 5 A YA, (0=IAT 5 (y)=f(y)A
£ (xLy)=f(xLy)
Da cui, per T(1-3)Tleap!, T(1-3)c)Tleap3, D(1-3)a) e RD, segue:
Téun’operazione su YAy :A—YAxL 4 yeAAXL 5 y=x LyA
100, ()2 YAICO=E 4 (OATY)=E 4 (AT 5 (x Ly)=F(x LYAFx Ly)=H0TH(Y)
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Da cui, per I'ipotesi e T(1-1)a), per RD, per I'ipotesi e T(1-1)b), segue:
£X—Y & biettivant ™ (@) Lf ™ ()eXAf T Y= XAaTbe YA
(07 (@) L7 (b)=H(E " @) TEE (b))=aTb

Da cui, per T(1-2)d)Tleap3, T(11-11))Tlcap3 e RD, segue:
£ @Th)=t (10 (@)L~ b))=f " @)L~ (b)

D(1-4) Se L é un’operazione su XAHCXAKCX, allora
HLK = {z3x3y(xeHAyeKAz=x1y)}

T(1-4) SeL é un’operazione su XAHCXAKCX, allora
) zeH1K&3x3y(xeHAyeKAz=x Ly)
b) HLKEX
) acHAbeK=albeHLK

Dim.

) Basta provare, in base a T(4-4)Tlcapl, che

Vz(Ix3y(xeHAyeKAz=x Ly)=>zeX)

A tale scopo, supponiamo nellipotesi assegnata che Ix3y(xeHAyeKAz=xLy)

Da cui, per RS, segue: acHAbeKAz=aLb

Da cui, per I'ipotesi e T(3-5)Tleapl, segue: a, beXAz=alb

Da cui, per l'ipotesi e T(1-1)a), segue: z=albAalbeX, onde zeX

b) Supponiamo nell*ipotesi assegnata che zeHLK

Dacui, perlaa) e RS, segue: acHAbeKAz=alb

Da cui, per I'ipotesi e T(3-5)Tleapl, segue: a, beXAz=alb

Da cui, per l'ipotesi e T(1-1)a), segue: z=albAalbeX, onde zeX

©) Supponiamo nell’ipotesi assegnata che acHAb =K

Dacui aeHAbeKAaLlb=alb, ciod [ajx]([blyl(xeHAy=KAalb=x1y)

Da cui, per T(4-2)ELcap3, segue: 3x3y(xeHAyeKAaLb=xLy)

Da cui, per L'ipotesi e per la a), segue: aLbeHLK

L(1-1) Se L, * sono operazioni su XAa, beX, allora
) ze{z3x3y(x, yeXAz=xraLy=b)} & IxIy(x, yeXAz=x saLysb)
b) {2}3x3y(x, ye XAz=x+alysb)}CX
Dim.
) Basta provare, in base a T(4-4)Tlcapl, che
V2(3xay(x, yeXAzmxralysb)=zeX)
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F:{n.i}—XAF(@)=x,, AVk(ke NAnSk<i=F(k+ )=F(K) Lx 1, )A
Gi{n..i} > XAG(n)=x , AVk(keNANSK<i=G(k+D=G(K) Lx )=
Vk(ke {n.i} 2FK=G(K)

A tale scopo, poiché n, ieN, in base a T(5-5)NRcap2, basta provare che

3)F(n)=G(n)

4) ke NANK<iAF(k)=G(k)=F(k+1)=G(k+1)

3) Ovvia

4) Supponiamo nell"ipotesi assegnata che
ie{n.m}AF:{n.i}—>XAF(n)=x,, AVk(ke NAn<K<i=F(k+ D=F(K)Lx ., )A
Gi{n..i} = XAG(n)=x , AVk(keNANSK<i= G(k+D=G(K) Lx , JA
keNAnSk<iAF(k)=G(k)

Da cui, per l'ipotesi, T(2-4)NReap2, T(4-1)b)NRcap2, RD, segue:
F:{n.i}—XAk+1 eNAnk+1SismAke {n.i} AFK)=G(K)A
Fk+1)=F(K)Lx, .| AG(k+1)=G(K)Lx |

Da cui, per T(1-3)c) Tleap3, per L'ipotesi e D(3-1)Tlcap4 e RD, segue:

F(K), X . eXAFK)=GRA ket 1)=F(K)Lx . A Glk+ D=G(K) Lx,
Da cui, per l'ipotesi e T(1-1)b), segue: F(k+ )=F(K)Lx ,;=G(K)Lx ;. =G(k+1)
b) Analoga alla a)

D(2-1) Se L é un’operazione su XAn, meNANSIMA(K, )y & una
famiglia in XAie {n.m}, allora

) S} = (F(F:{n..i} > XAF(n)=x,, AVk(ke NAnk<i=F(k+ D=F(K)Lx, )

b)s! LK)

F(F:{n..i}—XAF(n)=x, AVk(ke NAnSk<i=F(k+1)=x

kel

T(2-2) Se L & un’operazione su XAn, meNANSIMA(K ;) yefo.m] & U2
famiglia in X, allora
aie{n.m}=
S, :{n.i}=>XAS, (n)=x , AVk(keNAnSk<i=S , (k+1)=S} (k) Lx,,,)
b)ie{n.m}=>
71 {n.i}—>XAS ! (n)=x , AVk(keNAn<k<i=S ! (k+1)=x,, 15" (k))
Dim.
Ovvia conseguenza i D(2-1) e T(2-1)
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A tale scopo, supponiamo nellipotesi assegnata che Ix3y(x, yeXAz=x+aLyb)
Da cui, per RS, segue: ¢, de XAz=craldsh
Da cui, poiché per ipotesi * & un’operazione su X, per T(1-1)a) segue:
cxa, debeXAz=craLldsh
Da cui, poiché per ipotesi L & un’operazione su X, per T(1-1)a) segue:
z=esaldsbAcaldsbeX, onde, per T(1-3)Tlcapl, zeX
b) analoga alla b) di T(1-4)

L(1-2) Se L & un’operazione su XAae X, allora
) xe{x[Iy(yeXAx=yLa)} S3y(yeXAx=yLla)
b) {x|3y(yeXAx=yLa)} X

Dim

Analoga a quella di L(1-1)

E(1-1) a) Se L é un’operazione su XAT é un’operazione su Y, allora

1) £X—Y é un omomorfismoAg=f =g:X—Y & un omomorfismo

2) £X—Y & un monomorfismoAg=f=g:X—Y &un monomorfismo

3) £X—Y & un epimorfismoAg={=¢:X—Y & un epimorfismo

4) XY éun isomorfismoAg=f=¢:X—Y éun isomorfismo

b) Se L & un’operazione su XAT &un’operazione su YAX=ZAY=W, allora

1) £X—Y é un omomorfismo=£:Z—W & un omomorfismo
2
3) £X—Y & un epimorfismo=£:Z—W éun epimorfismo
4) XY éun isomorfismo=F:Z—W &un isomorfismo

—Y & un monomorfismo=f.Z—W &un monomorfismo

Dim.
)1) Poiché per T(1-1)c)Tleap3 g:X—Y, in base a D(1-3)a) basta provare che
VXVY(x, yeX=p(x Ly)=e(0)Te(y)
A tale scopo, supponiamo nellipotesi assegnata che
£:X~Y & un omomorfismong=fAx, yeX
Da cui, per T(1-1)e)Tleap3, D(1-3)a), T(1-1)a), segue:
1, 21X YAg=AVXVy(x, ye XSI(x L= THy)A X, ¥, xLyeX
Da cui, per C(1-4)Tlcap3 e RD, per RD, T(1-3)c) Tlcap3, segue:
2 Ly)=fx Ly)=f ) THYA LX), (y)e YAT(x)=g()A f(y)=g(y)
Da cui, per l'ipotesi e T(1-1b), segue: g(x Ly)=f(x) Tl(y)=g(x) Te(y)
)2) Ovvia conseguenza della a)1), TO-3)e) Tlcap3 e D(1-3)b)
)3) Ovvia conseguenza della a)1), T(10-2)d)Ticap3 e D(1-3)c)
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4) Esistenza. Basta provare

base a T(5-5)NReap2, che
1) 3F(F: {n.0} > XAF0)=x , Avk(keNAnsk<n=F(k+ )=F(k)Lx ,, )
2)ieNAn<i<mA
IF(F: (.} —XAF(n)=x , AVk(keNAn<k<isF(k+ D=F(k)Lx 1, )=
IH(E: (.41} > XAF@)=x, Avk(ke NAn<k<i+ 1 SF(k+1)=F(k) Lx 1, ,))
1) Supponiamo che

1L éun’operazione su XAn, meNAISMA(X , )y.j, ) & una famiglia in X

Da cui, poiché ne {n..m}, per D(3-1Tlcap4 e RD segue:

1L éun’operazione su XAneNAn<nAx,, eX
Da cui, per T(2-4)Tleap3 e RS, T(7-1m)NReapl, segue:

1 éun’operazione su XAneNANSnAG: {n.n}—XAVk(ke {n.n} 5G(k)=x, )A
—3k(keNAn<k<n)
Da cui, per T(4-3)NReap2, T(2-13)ELcap3, segue:

Gi{n.n}—XAvk(ke {n.n}=Gk)=x, )Ane {n.n}A
Vk(keNAnk<n=G(k+1)=G(K)1x )
Da cui, per RD, segue:
Gi{n.n}—XAGm)=x , Avk(keNAn<k<nmG(k+ )=G(k) Lx 1, )
2) Supponiamo nell*ipotesi assegnata che

ieNAnSi<mA

IF(E: (.4} —XAF()=x , Avk(keNAn<k<iF(k+ D=F(k) Lx 1, ))
Da cui, per RS, segue:

ieNANSi<MAG: {n..i} — XAG(n)=x,, AVk(ke NAN<K<i G(k+ =Gk Lx, ;)
Da cui, per Pipotesi ¢ L(2-1) ¢ RS, segue:

ieNANSi<mA G {n.i}—XAG()=x, A

Vk(keNAnsk

Gkt D=G(K)LX . DA
hi{i+1}—XAvy(ye [i+1}3h(y)=GG) Lx ,,)
Da cui, per l'ipotesi e L(2-2)a)1), segue:

GUR: {n..i+1}—XAGUh(n)=x , A

Vk(k eNAn<k<it15GUh(k+ =GUh(K)Lx )

Unicita. Basta provare, in base a C(1-4)Tlcap3, che
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Da cui, per D(1-2)a), segue: xLy=alb
) Supponiamo che L & un’operazione su XAACX
Da cui, per T(2-4)c) Tleap2, segue: L & un’operazione su XAACXAAXACXXX
Da cui, per D(1-1) e T(4-1)Tlcap3, segue:
1L & un’operazione su XAACXAL 5 .y AXA—XAVZ(ze AXAS L 5,5 (=L(2))

Da cui, per D(1-2)b), segue: L  :AXA—XAVZ(zeAXASL 4 (2)=L(2))
d) Supponiamo che L & un’operazione su XAX=Y
Da cui, per D(1-1), segue: L:XXX—XAX=YAX=Y
22)Tleap2, segue: LXXX—XAXXX=Y X YAXSY
Da cui, per T(1-1)c)Tleap3, segue:
LYXY—Y, onde, per D(I-1), L & un’operazione su Y

D(1-3) Se L é un’operazione su XAT & un’operazione su YAEX—Y, allora
= Vavy(x, ye X (xLy)=I(X)TH(y)
b) £ & un monomorfismo

) £& un omomorfisme

& un omomorfismoAf &

©)f & un epimorfismo = f & un omomorfismoAf & surietti

d) £ & un isomorfismo

& un omomorfismoAf & biettiva
Se si vuole evidenziare le operazioni L e T, si scrive “f ¢ un L, T-omomorfismo™

Spesso invece di “EX—YAf & un omomorfismo™ si scrive pili brevemente
“£X—Y éun omomorfismo™

T(1-2) Se L éun’operazione su XAT & un’operazione su YA
*& una operazione su Z, allora
£X—Y & un omomorfismoAg:Y—Z & un omomorfismo=>
gof:X—Z & un omomorfismo
Dim.
Poiché per C(5-1)Tlcap3 gof:X—Z, in base a D(1-3)a) basta provare solo che
VXVY(x, yeX2gol(xLy)=gol(x)sgef(y))
A tale scopo, supponiamo nell*ipotesi assegnata che
£:X—Y & un omomorfismoAg: Y—Z & un omomorfismoAx, yeX
Da cui, per l'ipotesi e D(1-3)a), T(1-1)a), segue:
EX—YAVXYY(x, yeX2H(x Lyl THy)AZ:Y—ZA
VXVY(x, ye Y2e(xTy)=g(x)*g(y)AX, y, xLye X
Da cui, per T(1-3)c) Tleap3, RD, C(5-1)Tleap3 e RD, segue:
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Da cui, per T(2-2)a) e RD, C(2-1)a), segue: S (m=x,

2) Supponiamo nell*ipotesi assegnata che
reNANSI<pAS ] (r)=S7'(r)

Da cui, per Pipotesi e T(2-1)b)NReap2,

()

T(2-4)NReap2, T(d-1)b)NReap2, segue:
XApe{n.m}A

0, meNANSMA(K, ) efp ) & una fa
1, r+1, peNAnSr<r+1 SpSmAS ] (r)=S ;' (r)
Da cui, per T(4-1)b)NRc:

1, meNANSMACK, ) ojy ) & Una famig

2, segue:

XApefn.m}A
reNAn<r<pAnsr<mAre {n.p}Ar+le{n.m}AS] (=S (1)
Da cui, per l'ipotesi e T(2-2)a) e RD, C(2-1)a), D(3-1)Tlcap4 € RD, segue:
Sh:{n.p}—>XAVk(keNAnsk<p=S] (k+1)=S] (k)Lx,, )A

Sy {n.m}—XAVk(keNAnSk<m=S ! (k+1)=S ' (K)Lx,, )A
reNAnSr<pAnsr<mAre {n.p}Ax,, eXASEM=SE (1)
Da cui, per T(1-3)e)Tlcap3, RD, segue:
X5 SHOEXAS (=S ) (DAS] (r+1)=S [ ()Lx,,  AS T (r+1)=S ' () Lx
Da cui, per I'ipotesi e T(1-1)b), segue:

Shr+D)=Sh(rLx =S} ()L1x,,, =S} (r+1)

C(2-2) Se L & un’operazione su XAn, meNADSMA(K , ) ycjy ) & U2
ia in XApe {n..m}, allora

Dim
) Supponiamo che

L éun’operazione su XAn, meNANSMA(X , )yj, ) & una famiglia in XA
pe{n.m}
Da cui, per T(2-3)a), poiché n, peNAn<p, per T(4-3)b)NRcap2, segue:

L éun’operazione su XAn, meNANSMA(X , )ycpo | & una famiglia in XA
pe{n.m}Avr(re{n.p} =8} ()=S} (r)Ape{n.p}

Da cui, per RD, segue:
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XY AE Yo ZAVRYY(x, ye Y Sg(xTy)=g(x) sg(yDAIX), f(y), f(x Ly)= YA
TxLy)=Fx) TH(y)Agef(x)=g(f(x))A gof(y)=g(f(y)Agefi(x Ly)=g(f(x Ly))

Da cui, per T(1-2)d)Tlcap3, RD, per L'ipotesi e T(1-1)b), segue:
gof(x Ly)=g(f(x Ly))=g(f() T(y))=g(f(x))*g(f(y))=gof(x)*gof(y)

C(1-1) Se L éun’operazione su XAT & un’operazione su YA
« & un’operazione su Z, allora

) f:X—Y & un monomorfismoAg:Y—Z & un monomorfismo=>
£of:X—Z. & un monomorfismo,

b) £:X—Y & un epimorfismoAg:Y—Z & un epimorfismo=>
£of:X—Z.& un epimorfismo

©) £:X—Y & un isomorfismoAg:Y—Z & un isomorfismo=
gof:X—Z & un isomorfismo

conseguenza di T(1-2), C(9-5)Tlcap3 e D(1-3)b)
b) Ovvia conseguenza di T(1-2), T(10-10)Tleap3 e D(1-3)c)
©) Ovvia conseguenza di T(1-2), T(11-9)Tlcap3 e D(1-3)d)

T(1-3) a) L éun’operazione su X=> Ay :X—X & un isomorfismo.

b) Se L & un’operazione su XAT & un’operazione su Y, allora
£X—Y & un isomorfismo=~' :Y—X & un isomorfismo
Dim.
) Poiché Ay :X—X & biettiva, basta provare, in base a D(1-3)d).a), soltanto che
VXVY(x, yeX= Ay (x1y)= Ay (LA (¥)
Owvia
b) Poiché per D(1-3) e T(11-5)Tlcap3
basta provare soltanto che
VxVy(x, ye Y1 (xTy)=f " (x) L1 (y))
A tale scopo, supponiamo nell*ipotesi assegnata che
£X—Y & un isomorfismona, beY
Da cui, per I'ipotesi e D(1-3)d).a), T(1-1)a), segue:
£X—Y & bietlivaAvxvy(x, yeX=f(xLy)=f(x)Tf(y)Aa, b, aTbeY
Da cui, per T(11-5)Tleap3 e T(1-3)c)Tlcap3, T(11-11)b)Tlcap3, segue:
£:X—Y & bietlivaAvxVy(x, y e X=H(x Ly)=f () TH(y)Aa, b, aTbe YAF ' :Y XA
£ ), £ (D)eXAR(f " (a))=aAf(f " (b))=b

—X &biettiva, in base a D(1-3)d).a),
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C(2-1) Se L & un’operazione su XAn, meNADISMA(K ) kejo.m| & UNA
famiglia in X, allora
) Sy {n.m}—XAS ' (n)=x , AVk(keNAnSk<m=S ' (k+1)=S}' (k) Lx ;. )
b)Sh :{n.m}—XAS}, (m)=x, AVK(keNAnSk<m=S, (k+1)=x,,, 1S, ()

kel

Dim.
b) Supponiamo che

1 éun’operazione su XAn, meNANSIMA(X , ), cjy ) & una fam
Dacui, per T(4-3)b)NRcap2, segue:

L éun’operazione su XAn, meNANSIMA(X ) ey & una famigl

me{n.m}
Da cui, per T(2-2)b) ¢ RD, segue:

S2:{n.m}—XAS & (n)=x , Avk(keNAnk<m=S?, (k+1)=x,.,, LS, (k)
) Analoga alla b)

D(2-2) Se L & un’operazione su XAn, meNAISIA(K, ) y.(y ) & U2
in XApe{n.m}, allora

glia (X3 aas)

T(2-3) Se L & un’operazione su XAn, meNANSIMA(K ;) yjy ) & U2
famiglia in XApe {n.m}, allora
a) Vr(re {n.p}=2S L (=S} (1)
b) Vr(re {n.p}=S] (=S}, (1)
Dim.
) Poiché per T(@-1)b)NRcap2 n, peN, in base a T(5-5)NRcap2, basta provare:
DS m=Sy @)
2) reNAnSI<pAS § (=S ' (=S | (r+1)=S} (r+1)
1) Supponiamo che
L éun’operazione su XAn, meNANSMA(K ) yejy_m) & una famigl

pefn.m}
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aM) Ovvia conseguenza della a)1), T(11-2)e)Tleap3 e D(1-3)d)
b)1) Supponiamo che
L éun’operazione su XAT & un’operazione su Y AX=ZAY=WA
£X—Y & un omomorfismo
Da cui, per T(1-1)d), T(1-1)c)Tlcap3, D(1-3)a), segue:
L é un’operazione su ZAT é un’operazione su WAX=ZA
EZ—WAYXYY(x, yeXH(x Ly)=f(x)Tf(y))
Da cui, per RD e T(1-1)Tlcapl ¢ RD, segue:
L é un’operazione su ZAT & un’operazione su WAL:Z—WA
VXVy(x, yeZ2A(x Ly)=f()TH(y)
Da cui, per D(1-3)a), segue: £:Z—W & un omomorfismo
conseguenza della b)1), T(9-3)¢)Tlcap3 e D(1-3)b)
conseguenza della b)1), T(10-2)a)Tlcap3 e D(1-3)c)
conseguenza della b)1), T(11-2)d)Tlcap3 e D(1-3)d)

2 11 composto degli elementi di una famiglia mediante una
operazione su un insieme

L(2-1) Se L éun’operazione su XAn, meNA(X, ) .fp oy & una fami
ieNANSi<mAG:{n..i}—X, allora
) L+ - XAVy(yelit1}3H()=G() Lx,,, )]
b) 3L+ XAV y(ye{it1}36(y)=x,,, LG(D)]

Dim.

) Supponiamo che
L &un’operazione su XAn, meNA(X; )y, ) & una famiglia in XA
ieNAISi<mAG: {n.i} —X

Da cui, T(2-1)b)NReap2, T(2-4)NReap2, segue:
L éun’operazione su XAn, meNA(X, )y ) & una famigl

n,ieNAG:{n.i}>XAn<i<i+I<m
Da cui, per T(4-3)NReap2, T(4-1)b)NReap2 e D(3-1)Tlcap4 e RD, segue:
L éun’operazione su XAG:{n.i}—>XAie {n.i} Ax,,, eX
Da cui, per T(1-3)c)Tleap3, segue: L &un’operazione su XAG(), x;,; €X
Da cui, per T(1-1)a), segue: G(i)1x;,, €X
Da cui, per T(2-4)Tleap3, segue: JH[f: {i+1}—XAVy(ye {i+1}f(y)=G() Lx ;)]
b) Analoga alla a)
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0, m, ieNAG: {n..i} = XAGUh: {n..i+1 } > XAVy(ye {n.i} 5 GUh(y)=G(yNA

GUR(i+1)=x ;,; LG(D)An<i<i+1 <mAkeNAnSKA(k<ivk=i)

Caso n, m, ieNAG: {n..i} > XAGU: {n.i+1} > XAVy(ye {n.i} 5GUh(y)=G(y)A
GUh(i 11 LG(DANSi<i+1 <mAkeNAnkAK<i

In tal caso, poiché per T(2-1)b)NRcap2 e T(2-4)NReap2, n<k<k+1

per T(4-1)b)NRcap2 segue:

Gi{n..i}—>XAGU: {n.i+1}—>XAVy(ye {n.i} GUh(y)=G(y)AkeNAn<k<iA

k+1,ke{n.i}Ak+le{n.m}

Da cui, per RD, per I'ipotesi Vk(keNAnSk<i=G(k+1)=x,,, LG(k)) e RD, per

Uipotesi e D(3-1)Tlcap4 e RD, T(1-3)c)Tlcap3, segue:

GUR(k+ =G (k+DAGUh(K)=G(KAG(k+1)=x, ., LG(K)AX , ;, G(K)eX

Dacui x,,;, G(K)eXAGUh(k+1)=x , ; LG(AG(K)I=GUh(K)

Da cui, per I'ipotesi e T(1-1)b), segue: GUh(k+1)=x,,, LGUh(k)

Caso n, m, ieNAG: {n..i} > XAGUA: {n.i+ 1} > XAVy(y< {n.i} 5GUh(y)=G(y)A
GUR(i+1)=x ;,; LG()ANSi<i+1<s <!

In tal caso, per T(4-1)b)NReap2, T(4-3)b)NReap2, segu

Gi{n..i} > XAGU: {n..i+1} > XAVy(ye {n.i} 5GUh(y)=G(yNA

GUh(i+1)=x,, LG()AI+1 & {n.m} Ak e {n. i1} Al {n.i} Ak=iAkt1=i+]

Dacui, per T(1-2)d)Tlcap3, poiché ke {n..i}, per RD, per T(5-13)ELcapS, per

Uipotesi e D(3-1)Tlcap4 e RD, T(1-3)c)Tleap3, segue:

GUA(i+1)=x ., LG()A GUR(G+1)=GUh(+ DA G)=GH)A

GUR(K)=G(K)AX ., =X, AX,; , Gli)eX

Da cui, per T(5-1ELcap5 e T(5-3)ELcaps, segue:

Xiu1 ) eXAGUA(G+1)=x ., LG()AX,, =X, ,, AG())=GUh(k)

Da cui, per I'ipotesi e T(1-1)b), segue: GUR(Kk+1)=x ,; LG(i)=x ., LGUh(K)

) Analoga alla b)

T(2-1) Se L & un’operazione su XAn, meNANSIMA(K ;) yjy ) & U2
famiglia in X, allora
) Vilie {n.m} S3FE:(n.i} —>XAF@)=x, A
Vk(keNAnSk<i=F(k+1)=F(k)Lx, )]
b) Vilie {n.m} S3FE:{n.i} —XAF@)=x, A
Vk(keNAnSk<i=F(k+1)=x, , LFK))]
Dim,
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L(2-2) a) Se L & un’operazione su XAn, meNA(,, ) yejo. ) & una fa
ieNANSi<mAG:{n..i} > XAG(n)=x, A
Vk(keNAn<k<i=Gik+=G(K) Lx ., )A
hi{it L} XAVy(ye i1} 2h(y)=G()Lx ), allora

1) GUh: {n.i+1} > XAVy(ye (0.} GUh(y)=G(y)A
GUh(n)=x , AGU(i+1)=G(i)LX ,,,
2) Vk(keNAn<k<i+15GUh(k+1)=GUR(K)Lx  ,,)

b) Se L & un’operazione su XAn, meNA(X, ) (o ) & una famiglia in XA
MAG:{n..i} >XAG(m)=x , A
Vk(keNAnSk<i=Gk+1)=x, ,; LGK)A
h it L= XAV y(ye {i+1}23h(y)=x ,, LG(D), allora
1) GUh:{n.i+1 }=XAVy(ye {n.i} 2GUh(y)=G(y)A
GUn(n)=x, AGUR(i+1)=x,,, 1G(i)
2) Vk(keNAn<k<i+5GUh(k+1)=x, ,, LGUh(K))

Dim.
b)1) Assegnata lipotesi, per T(2-1)b)NRcap2, segue:

i 1AG:(n.i}—XAh:{i+1}—XAG()=x,,
Da cui, per T(4-3)a)NRcap2, T(4-7)b)a)NReap2, segue:
Gifn.i}—XAh:{i+1}—>XAG(m)=x, Ane{n.
(A} n{i+1}=BA(.i ULi+ 1} ={n.it1}
Da cui, per C(3-1)a)Tleap3 e T(1-1)a)Tlcap3, T(7-8)Tlcapl, segue:

GUR: {n..i+1}—XAVy(ye{n.i}=GUh(y)=G(y)AVy(ye i+ }=>GUh(y)=h(y)A
Gn)=x , Ane{n.i}Ai+lefit]}

Da cui, per RD, segue:

GUR: {n..i+1}—XAVy(ye{n.i}2GUh()=Gy)Ai+] {i+1}A
GUR(n)=G(n)=x , AGUR(i+1)=h(i+1)

Da cui, per lipotesi Vy(ye {i+1}=h(y)=x,,, LG(i)) e RD, segue:
GUR: {n..i+1}—~XAVy(ye{n.i}>GUh(y)=G(y)) AGUh(n)}=nA

Gu 1)=x,,, LG(i)

b)2) Supponiamo nell*ipotesi assegnata che keNAn<k<i+1

Da cui, per I'ipotesi, per la b)1), T(3-5)a)NReap2, segue:

1, meNAieNANSi<MAG: {n..} > XAGUR: {n.i+1}—>XA

Vy(ye {n.i}2GUR(Y)=G(y))AGU(+1)=x,,, LG AkeNAn<ksi
Da cui, per T(2-1)b)NReap2, T(2-4)NReap2, T(7-)b)NReapl, segue:
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LIBRO IV

Algebra
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CAPITOLO 1

Operazioni e leggi esterne su un insieme

1 Operazione su un insieme e omomorfismi

Riportiamo per comodita la seguente definizione data in Teoria degli insiemi

D(1-1) L & un’operazione su X = LiXXX—X.
D(1-2) 4) Se L &un’operazione su XAx, yeX, allora

XLy=1(x,y)
b) Se L é un’operazione su XAACX, allora

La=laa

Se L &un’operazione su XAx, yeX, x1y si
esi legge  x composto y”

iama composto di x e y tramite L

T(1-1) a) L & un’operazione su XAx, yeX=>xLyeX
b) L & un’operazione su XAx, yeXAx=aAy=b=xLy=alb
©) L & un’operazione su XAACX=
L :AXA—XAVZ(ze AXAS L, (2)=L1(2))
d) L éun’operazione su XAX=Y =L & un’operazione su Y
Dim.
) Supponiamo che L & un’operazione su XAx, yeX
Da cui, per T(2-3)Tleap2, segue: L é un’operazione su XAx, yeXA(x, y)eXxX
Da cui, per D(1-1) e T(1-3)c)Tlcap3 e RD, segue:
L éun’operazione su XAx, yeXAL(x, y)eX
Da cui, per D(1-2)a), segue: xlyeX
b) Supponiamo che L & un’operazione su XAx, yeXAx=aAy=b
Da cui, per T(2-3)Tleap2, T(1-1Tlcap2, segue:
L éun’operazione su XAX, y, a, beXA(x, y)eXXXA(x,
Da cui, per D(1-1) e T(1-2)d)Tlcap3, segue:
L éun’operazione su XA X, y, a, beXAL(x, y)=L(a, b)

(a, b)
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Prefazione

Una struttura algebrica & costitui

da un insieme su cui sono definite una o pil
operazioni che soddisfano certi assiomi. Vi sono diversi tipi di strutture
algebriche che si ottengono al variare del numero di operazioni e degli assiomi
quali queste operazioni devono soddisfare. L'algebra & lo studio delle strutture
algebriche nel linguaggio della teoria degli

nsiemi

che affronteremo nei prossimi volumi

Gli argomenti che tratteremo sono: operazioni e leggi esterne su un insieme,
monoidi, gruppi, sottogruppi, endomorfismi e automorfismi di un gruppo, anelli,
sottoanelli e ideali, polinomi, numeri complessi.

Per lo studio dell'algebra si presuppone la teoria degli insiemi e la teoria

dei numeri reali, le quali sono trattate in man

Teoria degli insiemi e Numeri reali

Siavvisa

lettore che & stata adottata la seguente convenzione st en

1 risultati di Algebra, quali ad esempio i teoremi, sono stati
scrittura

mati con la

T@m-n)capr per un teorema del paragrafo m del capitolo

T(m-n) per un teorema del paragrafo m dello stesso capitolo
dove n & un numero progressivo

Sard usata la sigla “A” quando si dovranno richiamare i risultati di Algebra, i
quali si possono scaricare gratuitamente dal seguente sito internet:

www.sites.google.com/viewlibro-iv-algebra

Dicembre 2023 Ignazio Leo
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Dacui, per la (*)a)b), segue:
L un’operazione su XAn+1, meNAN+ISMA(K ;) .1 ) & una famiglia in XA
0, m=1eNANSIM—IAK 1)y fo ) & N2 famiglia in X

Da cui, T(4-3)a)NRcap2, segue:
1L éun’operazione su XAn+1, meNAR+ISMA(X, )y jp ) & una famig

0, m=1eNARSIM—IAK 1) yfo ) & Un2 famigl
n=(+1)-1
Da cui, per T2-4)a), T2-6), segue: L x,=x

e L
nadzas [ES e
2) Supponiamo nell*ipotesi assegnata che

peNmn+isp<mA L x,= L x,,
ity

Da cui, per Uipotesi ¢ per la b, T(2-1)b)NReap2, C(2-4)NReap2, T2-4NR
cap2, segue:
41, meNARHISIAK ) cjy 1) & Una famigh

in XAne{n.m-1}A

X
et

XApeNAn+1<p<mA
XApeNAn<p<m-1A

0, m=1 eNANSITA(K 1)y fo oy & D2 Famigl

+1eNAn+ISpsprismA L x,= L x
L3 SPEPHISIA g T ez it

Dacui, per T(4-1)b)NRcap2, segue:
041, meNAR+ISMAGK ;)11 ) & una famiglia in XAp eNAn+1 <p<mA

1, m~1 eNANSI-IA(X ;) yefo i & una famiglia in XApe NAn<p<m-1A
 XeaApe{n.m1iAp=(pt1)-1
ipd ¢ RD, T(2-4)b), T(2-8)a),

poprle(nrlmia L ox,=

Da cui, per I'ipotesi e T(2-5)a) e RD, per D(3-1)TI
T2-6)a), segue:
Pl 1h vaXA L

neifiep

Loxe= L x,Lx,,A

A =
neadspet K neihep

N e
kgpt !

Da cui, per Uipotesi e T(1- oy segue:
Lox= L xLx,,=

P=e et

nskdlpen)-t

T(2-12) Se L & un’operazione su XAmeNAISMA(K, ).y & una
famiglia in AAACX, allora
S Lmj—AA L f= L x,)
Dim.
Supponiamo che
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T(2-11) Se L é un’operazione su XAn, meNANSIA(K )y jp ) & una

fami X, allora
peinlmi= 45 L )
Dim.
Basta provare, in base a T(5-5)NReap2, che
HoLox=Looxg
JRESNLL .

2)peNAn+I<p<mA L x
aishp

Proviamo prima che
(%) Se n, meNAISIA(K )y & Una famigl

n X, allora

a)nt], meNAR+ISMAG , )yop i1 ) & una fa

b) 0, m=1eNARSM—TAK 1. )ycfo oy & Una fami
(*)a) Assegnata Pipotesi, per T(3-1)b)NRcap2 e RD, T(2-4)NRcap2, segue:
n+1, meNAn+1<m. Resta da provare che (x, )y, ) & una famiglia in X

A tale scopo, supponiamo che
0, meNANSMA(X,, ) jp ) & tna famiglia in XAk e {n+1..m}
Da cui, per T(2-1)b)NRcap2, T(2-4)NRcap2, T(4-1)b)NRcap2, segue:
0, meNAX, ) oy ) & una famiglia in XAn<n+1<mAkeNAn+1<k<m
Da cui, per T(7-)NReapl, segue:
in XAkeNAnsksm

(% Dy & una fami

Da cui, per T(4-1)b)NRcap2, segue: (X, ) cjo.m & una famiglia in XAke {n.m}

Da cui, per D(3-1)Tlcap4 ¢ RD, segue: x, eX

(*)b) Assegnata Iipotesi, poiché m#0, per C(3-3)NReap2, C(2-4)NReap2, segue:
m—1 eNAnm-1. Resta da provare che (X, ) 1) & una famiglia in X

A tale scopo, supponiamo che
0, meNAISMA(K, ) efy ) & una fami
Dacui, per T(4-1)b)NRcap2, segue:
0, meNAX, )y & una famiglia in XAk eNAn<k<m-1
Da cui, per T(2-1)b)NReap2, T(7-5)a)NReapl, segue:
0, meNAGX ;) ejpm) & una famiglia in XAk+1 eNAn<k+1<m
Da cui, per T(4-1)b)NReap2 e D(3-1)Tleapé € RD, segue: X, €X
1) Supponiamo che
L é un’operazione su XAn, meNANSIA(K , )ycpy.n) & una famiglia in X

in XAke{n.m-1}
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Léunoperazione i XA L xy,ceXAg:{Lm+l}—ANg, ;=eA

NUTC RO 10 YOO Y G o S

158208 i+ ot 84 7 iem
Da cui, per T(1-1)b), segue:
gllmel}=AA L g= L ogilega= L x Lo

(B [E=
Da

cui I (1.m+}>AA L f= L x,Lo)

1 K ki

C(2-4) Se L éun’operazione su XAmeNAISmAg:( 1. m}—AA
ACXAceA, allora

A { Lt 1} —AA fo= L g L)

14 kg

Dim,
Owvia conseguenza di T(3-3)Tleap4 e T(2-13)

T(2-14) Se L & un’operazione su XAT é un’operazione su YA EX—Y & un
omomorfismoAn, meNMANSMA(K ;) .jy ) & una famigl

W Vppe n.m}=0( L x)= T f(x,)

X, allora

b) Vp(pe fn.m} =10 L x)= T f(x,)
Dim.
) Basta provare, in base a T(5-5)NRcap2, che
HH bt L
2) peNAn=p<m Af( ..in"A’:,.Jg,.“’“ )=1( mismx“:m;’l f(x,)
1) Supponiamo che
L é un’operazione su XAT & un’operazione su YA£:X—Y & un omomorfismoA
1. meNADSIA( ) yejo ) & una famiglia in X
Dacui, per RD e D(3-1)Tlcap4 e T(1-3)c)Tlcap3, segue:
L éun’operazione su XAT & un’operazione su Y Af:X—>YAn, me NAnSmA
(X4 kefo.m} & Una famiglia in XACFX ) efo.m} & Una famiglia in Y
Da cui, poiché ne {n..m}, per DG3-1)Tlcap4 e RD, T(2-4)a), segue:
EXOYAX, eXA L x,=x,A T_f(x,)=f(x,)

adkcn ncken
Da cui, per T(1-2))Tleap3, segue: f( L x,)=f(x,)= T f(x,)
2) Supponiamo nell’ipotesi assegnata che
peNAnSp<m Af( L x)= T f(x,)

TES e =Y
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1L éun’operazione su XAmeNAISMA(K , )y ) & una fami ANASX
Da cui, per T(3-4)Tleapd e RS, segue:
L éun’operazione su XAL meNALSMAX ).y & una famiglia in AA
ACXAg{1.m}—>AAVK(Ke {l.m}=g, =x,)

Dacui, per C(2-3)b), segue: g{l.m}—AA L g,= L x,

1z % T i<zm

T(2-13) Se L & un’operazione su XAmeNAISMA(K, ).y & una
famiglia in AAACXAce A, allora
HE(Lme} AR L = L x,Lo)

14t

Dim.
Supponiamo che
1L éun’operazione su XAmeNAISMA(K )y & una fami
ACXAceA
Da cui, per T(4-7)NReap2, segue:
1L éun’operazione su XAmeNAISMA(K )y, & una fami
ACXAceAA{L.m}n{m+]
Da cui, per T(3-17)Tleapd e RS, segue:
1L éun’operazione su XAmeNALSMAK ).y & una famiglia in AA
ACXAceAAg{ L.m}U{m+ 1} >AAVK(Ke{l.m}Sg, =X, )Ag,, 1 =¢
n base a C(4-4)c)NReap2 { 1.m}U{m+1}={1.m+1}, segue:
in AA

Da cui, poich

1 éun’operazione su XAL, meNALSMA(X , )yc(im) & una famigl

ACXAceAAg:{ Lm+1}—>AAVK(Ke{ 1.} =g, =X, AL 1 =e
Dacui, per T(3-3)Tleap4, T(2-1)b)NRcap? e T(4-6)a)NRcap2, segue:

L éun’operazione su XA1, meNALSMA(X )y o) & una famigl
in AAm<m+1A{L.m}C{L.m+1}A

n AA
ACXACEAN(E ) yeftmer) & tna fa

g Lmt1}—AAVK(ke{1.m}Sg, =X, )Ag ., =
Da cui, per T(3-5)Tlcapl, E(3-2)a)Tlcapd, T(10-8)Tlcap1, T(4-3)NRcap2, segue:
1 éun’operazione su XAceXAL m, m+1eNAISm<m+1A

i epims (€1 ke mey sono famiglie in XA{L.m}S{L.m}n{l.m+1}A
me {L.m}Ag:{ L.m+1}—>AAVK(ke{ 1.m} g, =x, A, =¢

Dacui, per T(2-5)a), T(2-9)a) e RD, T(2-4)b) € RD, segue:
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g, g+meNAg+n<qHmA(x , & una famig|

kea) kelgen. gem]
b) Basta provare, in base a T(5-6)NReap2, che
D oLxe= L ox.,

ndken” ¥ qendksgen

2)peNAn<psmA__L

o W W W O ¢
nsiEp-l ¥ geasiZgepn) - *

4 T ndksp K qendksgep <Y
1) Supponiamo che

1L éun’operazione su XAn, meNANSMA(X , )y.jy ) & una famiglia in XAqeN

Da cui, per la a), T(4-3)a)NReap2, segue:
1L éun’operazione su XAn, meNAISMA(K , )i, & una famig

inXA

n XAne (n.m)A

@, G eNAGHISEHMARK 4 ) efgen gquny & UG fami

qine(gn.qim]An=(gtn)-q
Da cui, per T2-4)a), segue: | L x,

1= e ™n

2) Supponiamo nell*ipotesi assegnata che

peNAn<psmA_ L x,=

ekt ks

Ao
qen<iqeip-t)
Da cui, per I'ipotesi, per la ), poiché p0, per C(3-3)NRcap2, C(2-4)NReap2,
T(7-5)d).b)NReapl, segue:

n, meNANSMA(X ;) yefp ) & una famiglia in XAg+n, g+meNAg+n<g+mA
(Xkq) efgon.qm) & U famiglia in XAp. p~1 eNAn<p<mAn<p-1<mAq+peNA
qHN<QHPSQHMAP=(qHP)-gAGHI<QHPSqEmA L X,

X
nekgp-t e

= ki
Dacui, per Uipotesie T(2-8)a), T(4-1)b)NReap2 e T(2-5)a) e RD, D(3-1)Tleap4
€ RD, poiché (q+p)~1NAq+n=(q+p)-1Sq+p=<q+mA (q+p)-1=q+(p-1), per
T(4-1)b)NReap2 e T(2-6)a), segue:

Io xplxeh e oxg

T T E &
qendksgep K9 genaiSlgep)t - K9

nekgp-1
de xoxaeXhe ol xom ol xp sAxe=x A

nsipt” KPS gt R gensizgepy” K4 P @R
E R e ETI

enaSgept 9 qena e
Da cui, per T(5-1)ELeap3 e T(5-3)ELcap$, segue:

& xy= e Xlixgh X

S L TTC ey
(e qendksgep K9 genaiSlgep)t K9

FaRpeXA L xe= o ReAR

neksp-1 gnsksigepil el
Da cui, per Uipotesi & T(1-1)b), segue:
Lox,= L x.Ix HIE S PO S
ndep K nalgpot KT P qunaBigept” K9 T PR gundigp 0





OEBPS/images/ebook_page_image_240766_20.jpg
Da cui, per l'ipotesi e T(1-)b), segue:
Yilypu= L ¥u

L= X xpa= L L

e =y

C(2-3) Se L & un’operazione su XAn, meNADSMA(K , ) yjy ) & U2
famiglia in AAACXAVK(ke {n.m}=x, =y, ) allora

Vp(pe(nm= L x,= L v,) b)
VPPEnmIS %= e, Y1) REE R

Dim.
) Supponiamo che
L éun’operazione su XAn, meNANSMA(X ) yejy ) & una famigl
ACXAVk(ke{n.m}=x,=y,)Ape {n.m}
Da cui, per E(3-2)a)Tleap4 e T(3-2)a)Tlcapd, T(10-3)b)Tleapl, segue:
L eun’operazione su XAn, m, 0, meNAX, ) cfumjs (¥ 1) o) SO0 famiglic in

in AA

XAn, meNARSmA{n.m}C{n.m}n {n.m}Avk(ke{n m}=x, =y, Ape{n.m}
Da cui, per T(2-9)a) e RD, segue: L x

e

b) Ovvia conseguenza della a) e RD avendosi, in base a T(4-3)b)NReap2,

me{n.m}
©).d) Analoghe alle a).b)

T(2-10) Se L é un’operazione su XAn, meNANSIA(KX )y jp ) & Una

famiglia in XAqeM, allora
) g0, g+meNAGHSGHMARK, ) jyen gom & Una famigl
b) Vp(pe {n.m}= )
OVppelnmi= L xy= LX)

Dim.
) Supponiamo che

1L éun’operazione su XAn, meNANSMA(X , )yjy ) & una famiglia in XAqeN
Da cui, per T(6-1)NReap2, T(7-5)b)NReapl, E(6-2)b)NReap2, segue:
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T(2-9) Se L éun’operazione su XAn, m, u, VENAK ) sefom)s (V) sefr]
sono famiglie in XAr, seNArSsA{r..s} C n.m} N{u..v}A
Vk(ke {r.s}=x =y, ) allora
DVppelrsi= L oxo= L oyvy)

EN
D)Vppelrsi= L x= L vi)
Dim.
) Basta provare, in base a T(5-5)NReap2, che
D x0E L,

e % ek

2)peNarsp<sn L x,= L y,= L x,= L y,

iz Trag Y H T reigpa ™ Treigpn
1) Supponiamo che

1L éun’operazione su XAn, m, u, vENAG ) sefams (31 ) sefus] SONO

in XAr, se NArSsA{r. s}S {n.m}n {u.v}AVk(ke {r.s} 5%, =y, )
Dacui, per T(4-3)))NReap2, T(10-2)a)b)Tlcap! e TG3-Db)Tlcapl, segue:
1L éun’operazione su XAn, m, 1, vENAG, ) yefo )+ (1) sefus] SODO

in XAr, se NAr<sAre {r.s}A{r.s }S {n.mA{r.s} S{u.v A
Vkkelr.s}=x, =y, )

Da cui, per T(3-7)a)Tleap4, per RD, segue:

L ¢ un’operazione su XAr, seNALSSAG, )y o (¥ 1) ejrs) SONO

fami

famig

famiglie in XAx, =y,

Da cui, per T(2-4)), segue: L x,=

2) Supponiamo nell"ipotesi assegnata che peNAFSp<sA L x,= L v,

Da cui, per Iipotesi e T(10-2)Tleapl, T(2-1)b)NReap2, T(2-4)NReap?, segue:
lie in XAr, se NAr<sA

0., 1, VENAG L) kefo )+ (V) ke SORO fami
{r.s}C{n.m}A{r.s}C{u.v} AVk(ke {r.5}5x, =y, JApeNATSp<sA

<p<pH < =
pricNASpsprissh Lox,= L v,

Da cui, per T(3-7)a) Tleap4, T(4-1)b)NReap2, segue:
£ SENATSSAKG) efeps (Y k) aefe) SORO fami

XAVK(ke{r.s}x, =y, A
PeNASp<sap, pric(rsiA L x,= L v,

=y

Da cui, per T(2-4)b), T(2-5)a), D(3-1)Tlcap4 e RD, per RD, segue:
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T(2-5) Se L & un’operazione su XAn, meNANSIMA(K ;) yefo.m] & U2

famiglia in X, allora
a) ¥p(pe{n, m}aniprsX) b L oxeX
©) ¥p(pe{n. m}ﬂye{}"“sx) 9 L x.eX

Dim.
) Supponiamo che

1L éun’operazione su XAn, meNAISMA(K , )., & una famiglia in XA

pein.m}
Dacui, per C(2-1)a), C(2-2)a), segue:
S¥i(n.m}—XA L x,=S} (pApen.m}
asp
Da cui, per T(1-3)c) Tleap3, segue:
L X, =STEAST (X onde L x,eX
i

i

b) Ovvia conseguenza della a) e RD avendosi, in base a T(4-3)b)NReap2,
me{n.m}

) d) Analoghe alle a) e b)

E(2-1) Se L & un’operazione su XAn, meNANSIMA(K ;) yefo.n] & Una

famiglia in X, allora
Vp(pefn.mi= L x,

e
BBl x5

Dim.
Analoga a quella di E(1-1)NReap4

T(2-6) Se L & un’operazione su XAn, meNANSIMA(K , ) yjy ) & U2
famiglia in X, allora
a) ¥p(pe{n.m}jAp=q=> L

ndizp

b)Vp(pe(n.minp=y= L x,= L x,)

Dim.

) Supponiamo nell'ipotesi assegnata che pe {n..m}Ap=q

Dacui, per l'ipotesi e C(2-1)a), segue: p, g {n..m} Ap=gAS ™ :{n..m}—X
Dacui, per l'ipotesi e C(2-2)a), T(1-2)d)Tlcap3, segue:
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1L éun’operazione su XAn, meNAISMA(K ;) cjym & una fam

pe{n.miASE(p)=S} (p)
Da cui, per D(2-2)a), segue: L x, =82 (p)
»

b) Analoga alla a)

T(24) Se L & un’operazione su XAn, meNANSIMA(K ;) yefo.m] & Una

famiglia in X, allora
b) Vp(peNAnsp<m= L .
nsisp

c = <i
O L x=x,  dVp(peNAnsp<m= L

Dim.
) Supponiamo che
L éun’operazione su XAn, meNANSMA(X , )y.j, ) & una famiglia in X

Da cui, per T(4-3)a)NReap?, segue:

L ¢ un’operazione su XAn, meNADISMA(X , )., ) & una famiglia in XA
ne{n.m}

Dacui, per C(2-2)a), C(2-1)a), segue: L x, =S} (m)=x,

b) Supponiamo nell'ipotesi assegnata che peNAnSp<m

Da cui, per Iipotesi & T(2-1)b)NReap2, T(2-4)NReap?, segue:

1, meNADSMA(X, ) ejy ) & una famiglia in XAp, p+1 e NAnSp<mA

n<p<p+ism
Da cui, per l'ipotesi e C((2-1)a), T(4-1)b)NReap?, segue:
in XApeNAn<p<mA

0, meNANSMA(, ) cfp ) & una fami
S {n.m}—XAVk(keNAnSk<m=S ' (k+1)=S ' (k) Lx,, )Ap, p+l & {n.m}
Da cui, per T((1-3)c)Tleap3, D(3- 1)Tleap4 e RD, per Iipotesi e C(2-2)a) e RD,

per RD, segue:

1, meENANSMA(X, ) cfp ) & una famiglia in XAp eNAn<p<mA

STPL X €XA L X, =STEA L X, =ST(p+DAST (p+D=S T (p)LX,
<

i
Da cui, per T(5-3)ELeaps, per Iipotesi e T(1-1)b), segue:
L XSSEEILx,= Loxlx,

nekepet

©). d) Analoghe alle a), b) applicando C(2-2)b), C(2-1)b)
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n, meNANS MA(X, ) yejnm| & una far XApeNAn<p<mA

n XApeNAr<p<mA

£, meNATSIAGK,) o & Una fami

poptlefnmia L x,= 1 x,

paen T ke
Da cui, per T(2-5)c), D(3-1)Tleapd ¢ RD, T2-4)d) e RD, segue:
L X Xpa€XA Lox= L x, A L x=xp,L L x,A

Pk pken ek M pridion piken
L Ldx,
pridier Pk
Da cui, per Uipotesi e T(1-1)b), segue:
1 ox Llox=xp,Ll L x,= L1 x
prizken P e kP T T K e b

) Analoga alla b)

T(2-8) Se L & un’operazione su XAn, meNANSIMA(K , ) y.jy ) & U2
famiglia in X, allora

0 VppeNAn<psm= L x,
ik

b) Vp(pe NAn<p5ma"$" X, =X, L

1
(=

Dim.
2) Supponiamo nell*ipotesi assegnata che peNAn<p<m
Da cui, per I'ipotesi e C(2-4)NRcap2, T
n, meNANSMA(X, ) o) & Una famiglia in X ApeNAn<p-1<p<mAp#0
Da cui, per I'ipotesi e C(2-1)a), per C(3-3)NReap2, T(4-1)b)NReap2, segue:
1, meNANSIAK, ) cfpm & Una fas XAS P :{n.m}—XA
Vk(keNAnSk<m=S$ ' (k+1)=S} (k) Lx ;. JAp, p~le NAn<p—1<mA
. p-le{n.mjAp=(p-1)+1
Da cui, per D(3-1)Tlcap4 e RD, T(1-3)c)Tle:
1, meNANSMA(K, ) efy ) & una famigl

Xpe S (DEXAS T (=S ¥ (p=D+D=ST (= D)LX (o 1y AX iy

- 1)NReap?, segue:

3, T(1-2)d)Tlcap3, RD, segue:
in XAp, p-le {n.mjA

Da cui, per lipotesi e T(1-1)b), C(2-2)a), segue:

X5, ST (p=1)eXAS ] (=S} (p-1)Lx, A ly_x,:s;"(p)/\nséwx‘:s;"(,rl)

Da cui, per Uipotesi e T(1-1)b), segue:

L x,=S7(E=S; p-Dix waku"

b) Analoga alla a)
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A xA:S;,“(p)AniqxA:s;"(qms;"(p):s'n“(q).unde SN

b) Analoga alla a)

T(2-7) Se L & un’operazione su XAn, meNANSIMA(K ;) y.jy ) & U2

famiglia in XAn=r, allora
a) ¥p(pe{n, m}a"i"h ,gén""
) Vp(pe(n.m= L x,= L x,)

Dim.

b) Basta provare, in base a T(5-5)NRcap2, che

D e *

2)peNansp<mA L x,= L x,» 1 x,= L x,

pken pker priien” K peidier

1) Supponiamo che

1 éun’operazione su XAn, meNANSIMA(X, ), cjy ) & una fam
Da cui, per T(1-3)Tlcap!, T(7-1)d)NReapl, segue:

1L éun’operazione su XAn, meNAISMA(K ;) yfo.n) & una famigl

Da cui, poiché {r.m} € {n.m}, per T(3-7)a)Tlcap4, T(4-3)2)NReap2, segue:
L éun’operazione su XAn, meNADSMA(X , )., | & una famiglia in XA

£, meNATSMAK ;) o) ) & una famiglia in XAne {n..m}An=r

Da cui, per T(2-4)c), T(4-3)a)NReap2, segue:
1L éun’operazione su XAr, meNArSmA( )y . & una famiglia in XA
widaH A o, X

Da cui, per T(2-6)b) e RD, segue:

AX,=x, Aref{r.m}A=n

2) Supponiamo nell*ipotesi assegnata che

eNAnsp<mA L x,= L x
PERARSPEI s ™0™ i M

Da cui, per I'ipotesi e T(2-4)NRcap2, T(7-1)d)NRcap1, segue:
n, meNANSMAX )y jy | & Una far in XApeNAn<p<mA

prieNAnsprismA L x,= L x,AreNAn=iArsn
T ke

Dacui, poché {r.m}C{n..m}, per T(3-7)a)Tlcap4, T(4-1)b)NRcap2, segue:
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Da cui, per T(10-8)Tleapl, poiché V(ke {n.q—1} ke {n.p} AkqAksp), per
RD e per Pipotesi Vk(ke {n.p} AkzqAk#p)=z, =w, ) e RD, segue:

1, peENAZ, ) cju gy (W3 )i ) SO0 Famiglie in XA n, g-1eNAnq-1A

{n.q-1}CS{n.q-1}N {n.p}AVK(Ke {n.q-1}22, =W, JAZ, =W, Az, =w , A

L owolwolw,A L
<izp1 nsispt

Da cui, per 'ipotesi e T(1-1)b), D(4-1) e D(5-1), segue:

L mebw ) Lwe=( L

(b Wpkwlw,
nslspet

Caso n, peNAg, g+1 e NANSq<pAq+] SpAn<qAq+1<p

In tal caso, poiché p#0Ag=£0, per C(3-3)NReap2, C(2-4)NReap2, segue:

n, peNAn<pAg g1, p1, g+1eNAnSq-1<q<q+I<p-1<p

Da cui, per I'ipotesi e T(4-3)b)NReap2, segue:

1, PENABSPAG,) ey pjs (W4) sy S0RO famiglie in XA qeNAnq<pA
qeNAN<qSpAZ, =W, Az, =w,, Ape {q+1.. p}Ag, g1, p-1, g+1eNA
n=q-1<q<q+l<p-1<p

Da cui, per C(4-3)c)NReap2, T(d-3)a) e RD, T(2
0, pENAZ ) cpy gy (Wi ) keppy SO0 Fa
G-1<pA{n.q-1}CS{n.p}Ag+], p-1eNAG+1<p-1A{q+1.p-1}S{n.p}A
q+1eNAGHISpA{qH].pIC{n.p} ApeNAGHI <pSpAZ, =w, Az, =w A
Lo b el L zh L W= L Wil L

ndsp ¥ ndsq T qeisp K adksp K ndisg KT gn

we= L wilw,
* nziggn kW

per T(10-8)Tlcapl, poiché Vk(ke {n.q—1}=ke {n.p} Ak#qakzp)A
Vk(ke {g+1.p-1} =ke {n.p}Ak#qAKEP), poiché (2; )icg.r.p)s (Wi ) kelget.p)
sono famiglie in X. per RD e per Iipotesi Vk(ke {n.p}Ak#qAksp)=z, =w, )
RD, per T(2-8)a) € RD, segue:

)a) e RD, segue:
XAn, q-1eNAn<q-1A

WA
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0, PENAZL ) ejy gy (Wi ke py 5000 fas in XAq+1, p-1eNAGH Sp-1A

(@ p (@i npinz, =w, Az, =w A L 2=z, L L 2,A

Lowe=w,L L wA Lz,

L z,lz,A
4T qeisksp K qeiskap £

Tgudip

wi= L wlw,
il E gkt ,

Da cui, poiché Vk(ke {q+1.p—1}=ke {n.p} AkzzqAkzp), per RD, per 'ipotesi
Vk(ke {n.p} AkszqAk#p)=z, =w, ) ¢ RD, segue:
0, PENAZ, ) yciop) (W) e p; SO0 famiglie in XAq+1, p-1eNAGHI<p-1A
{q+Lp-1} S{qHLpin{n.pl AVK(Ke{q+1.p-1} 22, =W, JAZ, =W, Az, =, A

nelz A L wimw 10 L wilw,)

Zy=z 1|
g PRE N

L
qe1kep-1

poiché p-1e{q+1.p=1}, per T(2-9)a) e RD segue:
2,=2,0( Lz 0z )A L we=w 1( L w lw A

N wien izt
A=A L 2= L w,
it " gudizpt

Da cui, per lipotesi & T(1-1)b), D(4-1) e D(5-1), segue:
L L zlz)=

etz

wilw,)= L

L
etz nél

Wy Lk W)= W LC

Caso n, peNAg, g+1 e NANSq<pAq+] SpAn<qAg+
In tal caso, poiché g0, per C(3-3)NR
1, peNAn=qAq. g+1, g-1 eNANSq-1<q<q+1<pAg+l=p
Da cui, per I'ipotesi, C(4-3)c)NReap2, T(4-3)b)NReap2, segue:
0, peNAISGAZ, ) oy py: (W) e SONO famiglie in XAqeNAnSq<pA
qeNA<qEpAZ, =W, Az, =w  Aq+], q~1 eNANSq-1<q<q+ISpAq+I=pA
{g+l.p}Cn.piApe{q+l.p}
Da cui, per C(4-3)c)NReap2, per U'ipotesie T(4-3)a) e RD, T(2
q+1, PENAGHISPA(21) ke p)s (Wi Dielgerp) SOMO famig]
T2-7)a) e T(2-4)a), segue:
0, pENAZ, ) 4o ) Wy ) cja p) SOMO famiglie in XAn, g—1NAnq—1<pA

)a) € RD, poiché
n XAq+1=p, per

(n.q S npiAz =W, Az, =w A L oz= Lozl L2 A

2= L z,1z,A
K ncizpa “x e

2 A L wymwesw,
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1L éun’operazione su XAneNANSDA(K, )yejp.a) & una fami
5:{n.np>{n.n}A{n.n}=(n}Ane{n.n}

Da cui, per T(3-8)a) Tleapd, T(1-3)c)Tlcap3, segue:
1L éun’operazione su XAneNANSDAK, icin.af: (X i) kefp.a] S0M0 famiglie
in XAn, 8(n) e (n.n}A{n.n}={n}

Da cui, per T(1-1)Tleapl e T(7-7)b)Tleapl, segue:
1 éun’operazione su XAneNANSDAK, )y jn.afs (X 10 kefoa] SOMO famiglie
in XAne {n.n}A8(n)=n

Da cui, per T(2-4)a), segue: L X,

2) Supponiamo nell*ipotesi assegnata che
PeNA<PSMAVS(S:(n.p=1}->{np-1}= L

skgp-t

8:{n.p}>{n.p}
Da cui,

PeNAN<PSMAVS(: {n.p-1}>{n.p-1}= L

8:(n.p}>{n.p}AB(p)I=pV8(p)=p)
Caso peNAN<pSmAVE(S:(n.p—1}>(n.p-1}= L
aisp-
5:{n.p}> {n..p} AB(p)=p

In tal caso, per Vipotesi e L(5-1) e RD, segue: Xe=

Caso peNAN<p<mAVS(S:{n.p-1}={n.p-1}= L

nsipe1
5:{n.p}=>{n.pAB(R)ZP

In tal caso, poiché n, peNAn<p, per E(5-1)NReap3 ¢ RS, segue:

n, peNAn<pmAVE(S:{n.p-1}>{np-1}2 L xu= L Xgz)A

acklpt* iyt
8:{n.p}=>{n.p}AB(p)=PA qeNANq<pAB(g)=p

Da cui, per T(5-3)NRcap3 e RS, segue:

0, peNAN<pmMAVE(S:(n.p—L > {n.p-1}= L L XA

8:{n.p}>{n.p}AqeNAN=G<pAB(Q)=pAh: {n..p}> {n.p}ARQ=B(PIA
h(py=pAVk(ke{n..p}—{q, p}=h(k)=5(k))

Da cui, per lipotesi ¢ L(5-1) e RD, poiché in base a T(7-2)c)Tleapl e T(11-1)b)
Tleap! Vk(ke {n.pjAk#qAkstp=ke {n.p}—{q, p}), per RD e RD, segue:

1, peNAN<p=mAGeNANSG<PAS:{n.p} = (n.p}Ah:{n. p} = {n.p} AQ)=8(A
=8O, L X,= L iy AVK(ke {n.p} AkEqAKEp=hk)=5 k)
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1, PENAZ,) cj )+ (W3 geja p) 000 famiglie in XAn, q-1eNAn<g-1A

{n.q-1}S{n.q-1}n{n.p} Avk(ke {n.q-1}>z, =, JAq+1, p-1eNAG+1 Sp-1A
{q+Lp-1}C{q+Lp-1}n{n.p}AVK(ke {q+L.p—1} 22, =w, Az, =w, A
2yl Loz=( Loz lz )l Loz A

22w A L z,=

adtep ¥ ndizg % ety X neity wiis
Wem Lowil Lowe=( L w,lw)l L w,A
ey Vi L W Tt Ve VO g Ve

2Lz, A L wy

L wlw
sy '

L =
gndieq 1 qe13kcg-1
Da cui, poiché q—1 e{n.q-1}Ap-1e{q+1.p-1}, per T2-9)a) e RD segue:

Lz,= L z,0z,1 1 z,0z,= 1 z,lw,l 1 z lw,A
adip?5 nsityt -t 1 andieq-t

L WELWOL( L W LW, A

L WA L oz,= L w
ncizgt V5P gudizg P57 qudizg s
Dacui, per I'ipotesi e T(1-1)b), D(-1) e D(5-1), segue:
R

(L owilw)L( L wylw,)=

acityrt N
L owlwL( L wylw )= L w
Gy W WL (o Walwy = L v

T(5+4) Se L &un’operazione su XAL & associativaA L & commutativaA

1, meNANSIAK, ) cppm) & una famiglia in X, allora

© Vp(pe {n.miVEE:(n.phr(np}S L xi= L Xa)

b) VB nmp>{nmi=s L oxp= L xg)

niin X = ncim
Dim

) Basta provare, in base a T(5-6)NReap2, che
DVS@E: nap>inn}= L x,= L Xa)

ndkzn

2) peNAN<pSMAVS(B:{n.pLp>(n.p-1}= L x,= L x5,)=
naipt™ % T naip
V(B {n.ph>{np}> L x,

ndizp

ey Xom)

1) Supponiamo nell*ipotesi assegnata che :{n..n}=»{n.n}
Da cui, per I'ipotesi e T(4-6)a)NReap2, C(4-2)a)NReap2, segue:
neNAISOAS: {n.n}=>(n.n} A{n.n} € {n.m} A{n.n}={n}

Da cui, per lipotesi e T(3-7)aTleapd, per T(7-8)Tleapl ¢ T(1-)Tlcapl, segue:
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Da cui, per D(3-1)Tleap4 e RD, per 'ipotesi e T(2-4)a), segue:

X ¥a€XA L xi=xA L yisyuA L X Ly =X, Ly,

Dacui, per lipotesi e T(1-Db), segue: L x, Ly, =x,Ly,= L x,L L y;
b) Supponiamo nell*ipotesi assegnata che

peNmsp<mA L x,ly,= L x, 1

Da cui, per lipotesi ¢ RD e D(3-1Tleapd e T(1-1)a), T(2-4)NReap2, segue:
1, meNASIAGK, ) kefnmps () kefom)s (51 LY 1) kefnm) SOMO famiglie in XA

p.ptieNAnsp<mAnsprismA L xily,= L L Ly,
= [ESN

Da cui, poiché p, p+1e{n.m}, per I'ipotesi e T(2-5)a), D(3-1)T!
T(-4)b), segue:
L% L Y X ypueXA L oxly,= Lol LoyA
2k <

ndizp ndizp

eRD,

el

s K LG ly)A L = L LA

L =L Vilyea

ni).ivuly‘ nsksp
Da cui, per l'ipotesi e T(1-1)b), D(-1), D(5-1), segue:
Loadyas Lox by Lo Ly )=( Loxi L Lyt Ly )=

nskgpit “p ndtsp X T ndksp

G X Xp L Vb Y=y Xk Y
LG-1) Se
L éun’operazione su XAn, meNA(K , ) o) & una famiglia in XA
peNAN<pSMAYo(o:(n.p-1}>{n.p-1}= L

Xom )
neisy -

allora
Ve(g:{np>{npiagpy=p= L x,

Dim.
Supponiamo nell'ipotesi assegnata che g:{n..p}»>{n.p}Ag(p)=p
Dacui, per I'ipotesi e T(2-1)a)NRcap2, C(4-3)c)NRcap2, segue:
0, meNA(X, ) o & una famiglia inXAp, ne NAN<p<mAp#0A
{n.p}C{n.m}Ag:{n.p}>{n.piAe(p)=p
Da cui, per C(3-3)NReap2, C(2-4)NRcap2, T(2-1)b)NRcap2, T(5-1)NRcap3 e
RS, segue:
1, meNAGK ) ey m & una famigli

gnp}>{n.piAp=g(pAhi{n.p—1}=>(n.p-1} AVk(ke {n.p-1}>h(k)=g(k))

in XAp, p~1NAp=0An<p-1<p<mA
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T(5-2) Se L & un’operazione su XAL & commutativaA
1, meNANSIAK, ) cppm) & una famiglia in X, allora

Vppefn.mi= L x,= L x,)

pen

o
Dim
Basta provare, in base a T(5-5)NRcap2, che

b)peNAnsp<mA L x,= L x,3 L e
»

e
) Ovvia conseguenza di T(2-4)a).c)

b) Supponiamo nell"ipotesi assegnata che peNAnSp<mA_ L x,= L x,
» Pk

Da cui, poiché in base all'ipotesi e T(2-1)NReap2, T(2-4)NRcap2 n<p=p+1<m,
per T(4-1)b)NRcap2 segue:
1, meNANSMA(K, ) epp ) & Una famigl

Xp, ptle fn.m}A

peNAnsp<mA L x,= L x,

Dacui, per Pipotesi e T(2-5)a), D3-1)Tleap3 e RD, T(2-4)b).d), segue:

L X XpueXA L xy= L xA L
» 2k

pen N acizpu

L oxy=x, L L x,
prian’ kTP T psien Tk

Dacui, per lipotesi e T(1-1)b), D(5-1) ¢ RD, segue:

X lxpu= L xLxp=xpul L x= L x,

P e TR piien X priie

T(5-3) Se L & un’operazione su XAL & associativaA L & commutativaA
1, meNANSMAK, ) yefn )+ (Y1 kefo.m) SOMO famiglie in X, allora

Wp(pefn.m}= L x,ly xel Loyo
Dim.
Basta provare, in base a T(5-5)NRcap2, che
Do T e L Y
b)pENAnSp<mA":J{:"x‘Ly‘:"j;"x‘L":J{)"yAQ
waipt Y ety e Y
) Assegnata I'ipotesi, per RD ¢ D(3-1)Tlcap4 e T(1-1)a), T(4-3)NReap2, segue:

1, meNASIAGKG ) efnmps () sefoum)» (51 LY 1) ke SOMO famiglie in XA

ne{n.m}
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In tal caso, per L'ipotesi, poiché n<q=q+1<p, per T(4-3)b)NReap2, C4-3)cNR
cap?, segue:
1, PENAZ, ) cjy g+ (W) kepa ) SORO famiglie in XAge NAn<q<pA
q+1eNAGHI<pApe{g+1.pA{q+1.pIC{n.piAn=gAqti=pAz, =w, Az,
Da cui, per T(3-7)a)Tleap4, per Dipotesi e T(4-3)a) e RD, segue:

1, peNANSPA(Z, ) o p) (Wi e p) SONO famiglie in XAq eNAn=gA
@1, PENAGHISPAZ, ) afgatpps (Wi ) sefer.py SO0 famiglie in XAq+1=pA

Loz,= L . Lowe=L i
2% iz 5 e 6N ey W x Tadli Wi L it V11

2,=
a
Da cui, poiché ne {n.p}Aq+1 € {g+1..p}, per T(2-7)a) e T(24)a), segue:

Loom b Lo nh L owies L owil

ALoz= L z=z=2 A L w

4% g “* Tadican

Loz,

=

= L zu=ml=r A
qerdager K90 gy i

Dacui, per Uipotesi e T(1-1)b), D(5-1), segue:

Caso n, peNAg, g+1 eNAISq<pAq+] SpAn=qAq+I<p
In tal caso, poiché p£0, per C(3-3)NReap2, C(2-4)NRe:
segue:

n, peNAg, g+1, p-1 e NASq<pAq+] SpAn=qAq+I <p-1<p
Da cui, per l'ipotesi, T(4-3)b)NRcap2, segue:

1, peNANSPA(Z, ) o p ) (Wi ) ea.p) SOMO famiglie in XAqeNAn<q<pA

2, T(2-1)b)NRcap2,

q+l, p-1eNANSq+1<p-1<pAn=qAz, =w, Az, =w, Ape{q+1.p}
Da cui, per C(4-3)c)NReap2, per T(4-3)a) e RD, po
T(2-4)a), segue:

1, PENAE,) sy pjs (W3 )iepa ) SONO fami

¢ ne{n.p}, per T2-Ta) e

in XAg+1, p-1eNAg+1<p-1A

{q+Lp-1}C{qHL.pICin.piAz, =W, Az, =w A L 2,= L 2,1 L z,A
1 L 9 ndisp 9 qHisksp

Lwe=L wl L waAlz
»

AL ow=w,
atsq ¥ qridisp

ndkzg

a a

Da cui, per T(10-9)Tleap!, T(1-1)b), poiché (2, ) ger p)» (Wi ) kelger.p) 5010
famiglie in XApeNAq#+1<p<p, per T(2-8)a) ¢ RD, segue:
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Da cui, per Lipotesi Vo(oi{n.p=1}{n.p-1}2 L x,= L x,)eRD,
acitpt ™4 ncigp
T(-1)b)NReap2, C(4-3)e)NReap2, segue:
Xp, p-1eNAp=0An<p-1 <p<mA
g:n.p}>{n.p} Ap=g(p)Ah:{n.p1}>>{n.p-1}AVK(ke {n..p-1}=h(k)=g(k))A
L x= L Xy, Ape(n.m}A{n. p-1}Cin.p}Cin.m}

1, meNAG ) e m) & una famigl

Da cui, per T(3-7)a) Tk

1, meNAG ) e m) & una famigl

ip4 € T(3-8)Tlcap4, per D(3-1)Tlcap4 ¢ RD, segue:
Xp, p-1eNAn<p-1<p<mA
XA{n.. p-1}S{n.p}A

g0 kel (i) e pay S0RO f
Vk(ke{n.p-1}=h(k=gk)Ax , eXAx, 5= e
Da cui, per T(4-1)b)NReap2, poiché in base a T(10-8)Tleapl e T(4-3)b)NRcap2
{n..p~1}S{n.. p~1}n {n.p} Ap-l e {n.p-1}, per T2-9)a) e RD, segue:

1, meNANSMA(X, )y jp ) & una famiglia in XApeNAn<p<mAp-1e {n.m}A

50 gt

1, peNANSPA(X 1)) kejo p) & Una famiglia in XApeNAn<p<pAp-le{n.p}A

A L ox,=
nsip” ¥

Da cui, per Lipotesi e T(2-5)a) ¢ RD, T(2-8)a) ¢ RD, segue:
L XA =X A L x, =

(==

XpeXAx,=x )

)

per Lipotesi e T(1-1)b), segue:

= I rxarlex
¥ agigp

L(5-2) Se L &un’operazione su XAL & associativaA L & commutativaA

1, PENAZ, ) cjy g+ (W) kefopy SOMO famiglie in XAge NAn<q<pA
22w, Az, =W, Avk(ke{n.p}AkeqAkeEp=z, =w, ), allora
Loz= 1w,

[E e

Dim
Assegnata Pipotesi, per T(2-4)NReap2 segue:
n, peNAqg, g+1eNAnSg<pAq+I<p
Dacui, per T(7-1)b)NRcapl, segue:
n, peNAg, g+1eNANS q<pAq+] SpA(N=qVn<q)A(q+1=pVq+1<p)
Caso n, peNAg, g+1NANSq<pAq+] SpAn=gAgq+l=p
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Da cui, per T(2-2)ELcap3, segue:
1 ¢ un’operazione su XAYEXAInfneNASOAL (Ln}>YAy= L 1,)
Da cui, per L(4-2) e T(-4)Tleapl, segue:
ye{x[anIneNAISIAL (1o} >YAx= L 1)}
4) Supponiamo nell*ipotesi assegnata che
x& (x| InHmeNATSNAL Lj>Y A= L 1)}
Da cui, per Iipotesi e L(4-2) e T(4-4)Tlcapl € RS, segue:
L éun’operazione su XAYEXAneNAISnAR{ Lnj—YAx= L 1,
Da cui, per T(3-3)Tleapd, Té-3)NReap?, segue:
L éun’operazione st XAYEXAL neNAISnA(, ) o} & una famiglia i

nelapax= L r

Da cui, per C(3-2)a) e RD, segue: x=, L r,A L r,e Y, onde xe Y

b) Analoga alla a)

5 Operazione commutativa

D(5-1) Se L & un’operazione su X, allora
L & commutativa = VXVy(x, yeX=2x Ly=y1x)

T(5-1) Se L & un’operazione su XAACXAA & stabile per L su X, allora
1 & commutativa=L , & commutativa
Dim.
Poiché per T(3-1)a) L 5 &un’operazione su A, in base a D(5-1) basta provare:
VXVy(x, yeASXL, y=yL 4 X)
A tale scopo, supponiamo che
L éun’operazione su XAACXAA & stabile per L su XAL & commutativaA
x.yeA
Da cui, per T(3-1)b), segue:
1L éun’operazione su XAACXAL & commutativaAx, yeAA
VXVy(x, ye ASXL 4 y=x Ly)
Da cui, per T(3-5)Tlcap!, RD, segue:
1 éun’operazione su XAL & commutativaAx, ye XAXL 4 y=xLyAyL 4 x=y.lx
Dacui, per D(5-1) e RD, segue: XL , y=xLy=ylx=yL , X





OEBPS/images/ebook_page_image_240766_49.jpg
1) (x[3n3fmeNATSIAL{ Laj>YAx= L f,)}EX
2) {x[3n36neNAISOAL{ L} —>YAx= L f,)} & stabile per L suX
3) YE(x|3n3MeNAI0AR(Lnj—YAx= L f,)}
4) {x|3n3f(neNAI<nAL{1 n}ﬂYAx:u%S"fA)}QV

1) Ovvia conseguenza di L(4-2) e T(-4)Tlcap!
2) Basta provare, in base alla 1) e T(3-2), che
VxVy(x, ye {x[InImeNAISOAL{ Lo} —>YAx= L f)}=

xLye {x|In3MneNALSOAL Lo}~ YAx= L f,)}
A tale scopo, supponiamo nell'ipotesi assegnata che
X,y {x|InIAneNALEIAL Lo} =Y Ax= L f,)}
Da cui, per Iipotesi e L(4-2) e T(-4)Tlcap! € RS, segue:
X yeXAneNALSIAE Lo Y A= L 1, AmeNALSmAS:{Lm} = YA

y= L s,

1shin
Da cui, per I'ipotesi, C(2-1)¢)NRcap2, L(4-1) RS, segue:
L éun’operazione su XAYEXAX, yeXAn+meNAInsmAx= L 1,A

Yo b S lamoYA Lon L Los= Loy

1skzn
Da cui, per T(1-1)b), segue:
1L éun’operazione su XAYEXAn+meNAI<ntmA g:{ Lntm}—YA

xly=

R =

per T(2-2)ELcap3, segue:
1 ¢ un"operazione su XAYEXAInIfneNALSnAT (1.n}>YAxLy= L f,)
Da cui, per L(4-2) e T(-4)Tlcapl, segue:
xLye{x|In3MneNALSOAL (1o} =Y Ax= L £}
3) Supponiamo nell’ipotesi assegnata che yeY
Da cui, per C(3-1)NReap2, T(2-4)Tleap3 e RS, segue:
1eNAISIA {11} - YAVK(ke {1..1}2r,=y)
Da cui, per l'ipotesi e T(3-3)Tleapd e E3-2)Tlcap4, segue:
1L éun’operazione su XAYEXALeNAISIA £{1.1}—YA
Wkke {11 }2r, =), ) o) & una fa inXAle{l.1}
Da cui, per T(2-4)a) € RD, segue:
L éun’operazione su XAYEXAIeNAISIAR{L1}=YA L r,=r,=y
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Da cui, per T(5-1)ELeap3 e T(5-3)ELcap5, per Pipotesi e T(d-3)b) e RD, segue:
sUgi{Lman}oYA L ry, LSy eXA L (Ugh= L siA

kel % mskel

L 6= Lo L (U,

menkemel meazkal

L UL L (sUg,

nendkzme1

Dacui, per Uipotesi e T(1-1)b), segue:

sUg:{ Lm+n}—YA
Lol Lose= Lo (UDLL L (VD= L (sUp)y

i E T ke T mendiemet mesial

Dacui 3(E{Latm}—>YA L rL L s,= L f,)

s " ke T e
Proviamo che 3(F:(I.n+m}—YA L r,L L s,= L f,)

A tale scopo, supponiamo nell'ipotesi assegnata che

neNALSDAR L0} »YAmeNATSmAS:{ L.m} =Y

Da cui, per I'ipotesi e T(4-3)NReap2, T(3-3)Tleap4 e E(3-2)a) Tlcapd, segue:

0, meNATSDALSmMAM & {1 m}Ar:{ 1.0} > YAYEXAGS, ). ) & una famighia

in YAGs, ) o) & una famiglia in X

Dopodiché basta procedere come sopra

L(d-2) Se L & un’operazione su XAYCX, allora
) In3MeNATSIAL{ L} YAx= L f,)=xeX

b) In3MeNATSOAL{ L} —YAx= L f,)=xeX
Dim
4) Supponiamo che
L éun’operazione su XAYEXAmeNAISmAg: (L} >YAx= L ¢,
Da cui, per T(4-3)b)NReap2, T(3-3)Tleap4 ¢ E(3-2)Tleapd, segue:
1 éun’operazione su XA1, meNAlSmAme{1..m}A

(€1)1cfin) & una famiglia in XAx= L g,

Da cui, per T(2-5)a), segue: x= L g,A L g, eX, onde xeX

16z &4 e

b) Analoga alla a)

T@-5) Se L & un’operazione su XAL & associativaA YEX, allora
)Y ={x|3n3f(neNAI<nAFL{1 oY= L))

Y

x|3In3f(neNAISDAL 1.0} > Y Ax= Lt

in base a C(3-1), che
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Da cui, poiché {n.p} S {n..m}Ah, &: {n..p}—{n..m}, per ipotesi e T(3-8)a)TI
capd, per RD e T(5-13)ELcap5, segue:

1, PENAR 4 Diciap) (X 55 refp.p) S0n0 famiglie in XAgeNAn=q<pA
AVK(ke {n.p} AKEGAKED= X,y =X 55, JA

=

L(5-3) Se L &un’operazione su XAn, m, u, veNAnSmAu<vA

(%10 befomjskelus ] & una famiglia in X, allora

WVKke(Uv}2 L =X )
b peNmsp<m=Vkike (nvj= L = Lox, Lx,0
Dim.
) Supponiamo nell*ipotesi assegnata che ke {u..v}
Da cui, per Uipotesi e L(1-2)b)Tlcap3, segue:
L éun’operazione su XAn, meNANSMA(K,, ) yefp ) & una famigl

Da cui, per T(2-4)a), segue: | L Xy =X,y
b) Supponiamo nell"ipotesi assegnata che peNAn=p<mAke {u..v}
Da cui, per l'ipotesi e L(1-2)b)Tlcaps, segue:

0, meNANSMA(X ;) yejp. ) € una famiglia in XApe NAn<p<m

Da cui, per lipotesi e T(2-4)b) e RD, segue: L X,

nshpit

T(5-5) Se L & un’operazione su XAL & associativaA L & commutativaA
0,m, 0, v ENADSIMAUSVAK 33 ) e ke ) & U Famigli
LoLoxy)

ndhzp

pein.m}=vq@efuyis L L x,

hsp udksq

Dim.
Basta provare, in base a T(5-5)NRcap2, che
DvaQefuv}> L L ox,= L

ndhizn udks

b) peNAnp<mAvg(qefu.vi= L 1L

néisp ukg

Vaqefuvis L Lox,= 1 L ox.)

nshipil uikq Zizq nchipit
) Supponiamo nell’ipotesi assegnata che qe{u..v}





