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	CHAPITRE PREMIER

 

	 

	ÉTUDE DES PETITS MOUVEMENTS DANS UN MILIEU ÉLASTIQUE

	1. Première hypothèse. — Nous considérerons un milieu élastique comme formé de molécules séparées les unes des autres ; c’est-à-dire que nous admettrons la discontinuité de la matière. — Remarquons que la concordance des faits expérimentaux avec les conséquences mathématiques obtenues en partant de cette hypothèse n’est pas une preuve de la discontinuité de la matière. Cette hypothèse a seulement pour effet de simplifier les calculs ; on pourrait supposer la matière continue et la concordance que nous signalons existerait encore. 

	 

	2. Seconde hypothèse. — Nous admettrons que les molécules sont soumises à certaines forces, qu’il existe une position d’équilibre stable du milieu, et que, si on écarte les molécules de leurs positions d’équilibre, puis qu’on les abandonne à elles-mêmes, elles prennent des mouvements d’oscillation très petits autour de leur position d’équilibre.  

	 

	3. Équations du mouvement. — Considérons [image: c12_a601995d55609f2d9f5e233e36fbe9ea26011b3b.png] molécules [image: c13_3c9ea50a8ca93e680f738b894548279f3dcb6fd5.png] de masses [image: c14_e10151cf9e1debf3d4f061cea8253fdedc00322a.png] Les coordonnées d’une de ces molécules seront, dans la position d’équilibre, [image: c15_da8bb3345584055c442bdb9e6a02958d14b88235.png] ; après le déplacement, [image: c16_d8b8506b49225053ce3110d865bca5581ac544b4.png]. Nous admettrons qu’il existe une fonction des forces [image: c17_b2ad0ddf5dc86cfc99e6ffdb37f3f0329f0982b0.png], c’est-à-dire qu’il y a conservation de l’énergie. Les équations du mouvement de la molécule [image: c18_6e5d8f9054a6b0eea577a39d3db6289ecd1695d7.png] seront : 

	 

	
		

				(1) 

				[image: c19_5fa0c5acc1772348fc68c67a1880e14beb3b9ec1.png] 

				 

		

	


	 

	4. Propriétés de la fonction des forces. — Si on développe [image: c17_b2ad0ddf5dc86cfc99e6ffdb37f3f0329f0982b0.png] suivant les puissances croissantes des [image: c20_e0b461aaf61091abd5d2c808931c48b8ff9647db.png] (en désignant par [image: c20_e0b461aaf61091abd5d2c808931c48b8ff9647db.png] l’ensemble des quantités [image: c21_ba9debab9dd00d554d8b814cbb4258cff924f4c7.png]), on a : 

	[image: c22_ecb9b555f26d9a3b8bf1cc09b12cbe63e93ff903.png]

	[image: c23_adecd6d5d15f0954491c92ecc3e2639ebcb03e4a.png], qui représente le terme constant, peut être supposé nul, car la fonction [image: c17_b2ad0ddf5dc86cfc99e6ffdb37f3f0329f0982b0.png] n’entre dans les équations du mouvement que par ses dérivées. 

	[image: c24_7de37e6457540025bc51707d1e52e03ae78de06c.png], qui représente l’ensemble des termes du premier degré par rapport aux [image: c25_5d59525edc6aa51bb96934ef310ab3f950b520cd.png] c’est-à-dire 

	[image: c26_84aa4c8e180efaebda3d5b6cd459c7d6df4cfe62.png]

	 

	est nul, car [image: c27_a5e42747719b350aca6da866098a05b53c0a3236.png] représente la projection sur [image: c28_6acd8b828ba472c9b090fa60af09df32130b13dc.png] de la force s’exerçant sur la molécule [image: c18_6e5d8f9054a6b0eea577a39d3db6289ecd1695d7.png], force qui est nulle dans la position d’équilibre, c’est-à-dire pour [image: c29_63cb18341f8992e1966fc846d30f28e53cd1deeb.png]. [image: c30_8b42ec3c1a9288266d6cd6d06c147c70384ba435.png] est nul, et par suite [image: c31_f192fb97f584f92e99d53d303fb1fa412bc00d7d.png] aussi. 

	Enfin, comme les quantités [image: c20_e0b461aaf61091abd5d2c808931c48b8ff9647db.png] sont supposées très petites (2), on peut négliger les termes d’un degré supérieur au second par rapport aux [image: c32_c1693cc144ee14052d3469486163441bec3d8e88.png] et on a simplement : 

	 

	
		

				(2) 

				[image: c33_c4404423d1e88f79383921e0db7c9188ab9df2c2.png] 

				 

		

	


	[image: c34_4cb45d73595c9669cca28aff179bd6040d04b986.png] est une forme quadratique par rapport aux [image: c35_702e054176930a46bb558f22adad5d81f9f0cafd.png] quantités [image: c20_e0b461aaf61091abd5d2c808931c48b8ff9647db.png] ; on peut donc la mettre sous la forme d’une somme de carrés. Cette somme doit être négative, car, l’équilibre étant stable quand les [image: c20_e0b461aaf61091abd5d2c808931c48b8ff9647db.png] sont nuls, la fonction [image: c17_b2ad0ddf5dc86cfc99e6ffdb37f3f0329f0982b0.png] doit passer par un maximum pour [image: c36_da5354e193004a0e2f16e7d4a76ea499ffcca225.png], et une des conditions pour qu’une fonction passe par un maximum est que l’ensemble des termes du second degré du développement soit négatif. 

	Si on divise les forces agissant sur le système en deux groupes, forces intérieures et forces extérieures, et si l’on désigne par [image: c37_18132813a2b69c937c17efecf2fc54602761aa91.png] la fonction des forces relative au premier groupe, par [image: c38_68b126e61858e9353d15c2c91a450349eb775b81.png] celle qui est relative au second groupe, on aura : 

	 

	
		

				(3) 

				[image: c39_791ad4e202a2a7ee3338d7fd57b048a8f8493151.png] 

				 

		

	


	 

	5. Propriétés des fonctions [image: c37_18132813a2b69c937c17efecf2fc54602761aa91.png] et [image: c38_68b126e61858e9353d15c2c91a450349eb775b81.png]. — Si les diverses molécules se déplacent de manière que leurs distances respectives ne varient pas, le travail des forces intérieures est nul ; [image: c37_18132813a2b69c937c17efecf2fc54602761aa91.png] est alors nulle. [image: c37_18132813a2b69c937c17efecf2fc54602761aa91.png] peut donc être considérée comme une fonction de la distance des molécules. En désignant par [image: c40_7bc2194be6eddbc11f6a013423de1e70240b1fe4.png] les carrés de ces distances, nous poserons : 

	 

	
		

				(4) 

				[image: c41_dc8a08d3a29ca58fb592b7b680a27e9d74e89957.png] 

				 

		

	


	 

	6. Si nous supposons que deux molécules [image: c42_9fd47b2a39f7a7856952afec1f1db72c67af6161.png] et [image: c43_53b9ddd6bbc6f1ef9ca40b1c2e6e2c1c8d141aed.png] s’attirent ou se repoussent suivant des forces égales, dirigées suivant la droite qui les joint, et ne dépendant que de la distance [image: c44_1f3834441c8075927326c7374e249ab35f7e821b.png] ; en d’autres termes, si nous nous plaçons dans l’hypothèse des forces centrales, [image: c37_18132813a2b69c937c17efecf2fc54602761aa91.png] sera la somme des fonctions des forces relatives à deux molécules [image: c42_9fd47b2a39f7a7856952afec1f1db72c67af6161.png] et [image: c43_53b9ddd6bbc6f1ef9ca40b1c2e6e2c1c8d141aed.png] ; nous aurons dans ce cas : 

	 

	
		

				(5) 

				[image: c45_604854e696cfafad791b6419d44b1ba125a228c5.png] 

				 

		

	


	 

	7. Les forces extérieures au système peuvent être de deux espèces : 

	1o Les forces qui s’exercent à la fois sur les molécules intérieures et sur les molécules superficielles, comme, par exemple, les forces dues à la pesanteur. 

	2o Les forces qui n’agissent que sur les molécules superficielles, comme celles qui s’exercent sur la surface interne des parois d’une enceinte contenant un gaz. 

	Les forces du premier groupe ne se rencontrent pas en optique, l’éther étant supposé impondérable. Quant à celles du second groupe, nous n’avons pas le droit de nier leur existence. Si l’on suppose qu’elles n’existent pas, la fonction des forces relative aux forces extérieures au système est nulle. On a alors [image: c46_971582f0c5ab8e964636fa7fc713fce1405ce081.png]. 

	 

	8. Nous pouvons développer les fonctions [image: c37_18132813a2b69c937c17efecf2fc54602761aa91.png] et [image: c38_68b126e61858e9353d15c2c91a450349eb775b81.png] par rapport aux puissances croissantes des [image: c20_e0b461aaf61091abd5d2c808931c48b8ff9647db.png], et nous aurons, en négligeant les puissances des [image: c20_e0b461aaf61091abd5d2c808931c48b8ff9647db.png] supérieures au second degré : 

	[image: c47_b90b05881ec22bac58140139b111fc2768f44c1d.png]

	En identifiant le développement de la fonction [image: c17_b2ad0ddf5dc86cfc99e6ffdb37f3f0329f0982b0.png] (4) avec la somme des fonctions [image: c37_18132813a2b69c937c17efecf2fc54602761aa91.png] et [image: c38_68b126e61858e9353d15c2c91a450349eb775b81.png] développées, nous obtiendrons les relations suivantes : 

	[image: c48_bd6e39d409e1a50363a31a8c247c5c7c44100616.png]

	Nous pouvons d’ailleurs supposer que les constantes [image: c49_3018396e0fc6cf6f7a306d41ce61d07e61a7e5c3.png] et [image: c50_d7c421a189f3c7205f07d0c5d1c6f124a6499dd0.png] sont séparément nulles. 

	 

	9. Étude de la fonction [image: c37_18132813a2b69c937c17efecf2fc54602761aa91.png]. — Soient deux molécules [image: c42_9fd47b2a39f7a7856952afec1f1db72c67af6161.png] et [image: c43_53b9ddd6bbc6f1ef9ca40b1c2e6e2c1c8d141aed.png], dont les coordonnées sont dans la position d’équilibre, 

	[image: c51_5da1b234d66f1c042642eebe87a25a9d1165ff38.png]

	Nous désignons par la notation [image: c52_6dab34d6d6f8770b313ac8dcd0e6578dc3879b34.png] l’accroissement d’une des coordonnées, car la distance de ces molécules voisines n’est pas infiniment petite. Le carré de cette distance est : 

	[image: c53_8a8c7596284319eaed2e43ab6e6528d5240df3df.png]

	Si on écarte ces molécules de leurs positions d’équilibre, leurs coordonnées deviennent : 

	[image: c54_b0750749e7404e74cb0a64e43eb142c1d2a1c9c6.png]

	 

	et le carré de leur distance est alors :

	[image: c55_710d99b8161a2cd06f4a86b6df5c2530a1e7b0ff.png]

	L’accroissement [image: c56_1f7d439671d1289b6a816e6af7a304be40608d64.png] du carré de cette distance est donné par la relation : 

	[image: c57_9dca624c5dfeaedcd7a66204b74452228e3a75ba.png]

	et, si nous posons :

	 

	
		

				(8) 

				[image: c58_0f2b41e1c3d8f6c5e731dcf59f7a19997abcaf6d.png] 

				 

		

	


	 

	
		

				(9) 

				[image: c59_c983b0738c7ce5406f26c26a0cb6e912bd7823b2.png] 

				 

		

	


	nous aurons, pour [image: c56_1f7d439671d1289b6a816e6af7a304be40608d64.png] :

	 

	
		

				(10) 

				[image: c60_e631114fcf206269acf0c759db0d25967027b90e.png] 

				 

		

	


	La fonction des forces relative aux forces intérieures (5) a pour valeur, quand les molécules sont écartées de leurs positions d’équilibre : 

	[image: c61_387222aba3e3b2ed3b4dad803a81b29c0cf193de.png]

	et, si on la développe par rapport aux puissances croissantes des [image: c56_1f7d439671d1289b6a816e6af7a304be40608d64.png], on obtient :

	[image: c62_7ab17b5febdd4c959d630cbef41423a80a713a3e.png]

	 

	Dans cette expression, le terme [image: c63_c62b842d65f8ea98c304dbe56d310c8a3536a9f5.png] ne dépend pas du déplacement ; c’est donc le terme constant [image: c49_3018396e0fc6cf6f7a306d41ce61d07e61a7e5c3.png] obtenu en développant la fonction [image: c64_94588a263101303f93e3cc05471db16856ab800d.png] par rapport aux [image: c20_e0b461aaf61091abd5d2c808931c48b8ff9647db.png] ; par suite, ce terme est nul. Comme les quantités [image: c56_1f7d439671d1289b6a816e6af7a304be40608d64.png] sont du même ordre de grandeur que les [image: c20_e0b461aaf61091abd5d2c808931c48b8ff9647db.png], on peut, dans le développement de [image: c65_292230486a5bd10d17da8bfc42ccfab7b236e989.png] négliger les termes qui contiennent [image: c56_1f7d439671d1289b6a816e6af7a304be40608d64.png] à un degré supérieur au second ; on a donc : 

	[image: c66_488ff359b1a39e5b770b264a1a032029ef14cfec.png]

	En remplaçant [image: c56_1f7d439671d1289b6a816e6af7a304be40608d64.png] par la valeur tirée de la relation (10), on obtient : 

	 

	
		

				(11) 

				[image: c67_d576bc4959daac958330dfe964a53da05b053a29.png] 

				 

		

	


	Si maintenant on identifie ce développement avec celui de la même fonction par rapport aux [image: c20_e0b461aaf61091abd5d2c808931c48b8ff9647db.png] (8), on a, pour le second terme [image: c68_46a1b69b22458e76a4aed4c6883ac6bab2025aa4.png],

	 

	
		

				(12) 

				[image: c69_d8199529ba38b6ab7281c6190ecbcaac9e84d296.png] 

				 

		

	


	 

	10. Dans le cas particulier où la pression extérieure est nulle dans la position d’équilibre, l’expression précédente permet de trouver six relations importantes. En effet, la fonction des forces [image: c38_68b126e61858e9353d15c2c91a450349eb775b81.png] relative aux forces extérieures a le second terme [image: c70_d7f87b822f803a4b859786034991957779bf50e9.png] de son développement égal à zéro, puisque les dérivées partielles de [image: c38_68b126e61858e9353d15c2c91a450349eb775b81.png] par rapport aux quantités [image: c20_e0b461aaf61091abd5d2c808931c48b8ff9647db.png] représentent les composantes de la pression extérieure ; la relation (6) montre que l’on doit avoir identiquement :  

	[image: c71_263342935f6a25a65cdbd153fd175e9606b8fa9b.png]

	Une substitution quelconque faite dans [image: c24_7de37e6457540025bc51707d1e52e03ae78de06c.png] à la place de [image: c72_3f7be51b1d3203289104a5efb0022f3eb07ad919.png] doit donner pour résultat zéro ; en particulier, si on fait [image: c73_f44f7939827dc93a8b888484f44c73c98dda31cb.png], on a

	[image: c74_770f33fabe1fc830c77bc690296c49b19fc3d0e9.png]

	On aura évidemment aussi :

	[image: c75_2d0802c422edd9128a999a6f72b726fb584920d9.png]

	Si maintenant on fait la substitution [image: c76_5718134bf364245e90ca133e1dc4b9220112e838.png] [image: c77_849b373890a3d653bf63ac7ba221538d77bac1cc.png] on obtiendra : 

	[image: c78_aadd1346dc67f1657fa3304677f8fb8d78e8d5fb.png]

	et des substitutions analogues donneraient :

	[image: c79_c8bb9ae3a36812493390c47cf7b48319bd14a4a4.png]

	Ainsi, si la pression extérieure est nulle dans l’état d’équilibre, les six relations suivantes : 

	 

	[image: c80_2a12a627cb74d8d31f023c916de5bfb7412ae7ab.png]

	sont satisfaites. Cauchy a démontré que, réciproquement, si ces six relations sont satisfaites, la pression extérieure est nulle. Dans la suite du cours nous serons amenés à démontrer cette réciproque.

	 

	11. Le troisième terme [image: c81_6d777c52122a5ed2ebc748d48354828ae93b182a.png] du développement de [image: c37_18132813a2b69c937c17efecf2fc54602761aa91.png] par rapport aux quantités [image: c20_e0b461aaf61091abd5d2c808931c48b8ff9647db.png] a pour expression, si on néglige les termes du troisième et du quatrième degré en [image: c82_11736c289b0a5a1360bdff2340eef2a2f285eefd.png] : 

	 

	
		

				(15) 

				[image: c83_e8a00755d97dfd98a402736f64bcc310fe8268f7.png] 

				 

		

	


	En substituant cette valeur de [image: c84_fc9b46635e12f8cb82e88832fe12c8aa403f3b4b.png] dans la relation (7), on obtient :

	[image: c85_dc6a72fbbda90428f88d1f4561077875e558211e.png]

	Le premier terme, [image: c86_e81a931b572955779adb1607a394301a616da034.png], de cette expression ne jouera en général aucun rôle dans l’élasticité ; il ne dépend, en effet, que des pressions extérieures et ne peut provenir que des déplacements des molécules superficielles. Or, quand on étudie le mouvement dans un milieu indéfini, on est conduit à admettre que les quantités [image: c20_e0b461aaf61091abd5d2c808931c48b8ff9647db.png] sont nulles à l’infini ; en outre, dans un milieu limité, les conséquences déduites des calculs dans lesquels la quantité [image: c86_e81a931b572955779adb1607a394301a616da034.png] est supposée nulle, rigoureusement vraies pour les portions du milieu situées à une certaine distance des surfaces extérieures, sont à peine modifiées pour les portions voisines de ces surfaces. 

	Le second terme 

	[image: c87_468be59405d04880f84c61344648b28b10970f57.png]

	est nul dans un cas, celui où on suppose la pression extérieure nulle dans l’état d’équilibre. Cette propriété sera démontrée plus loin.

	Quant au troisième terme, il subsiste dans tous les cas. 

	Enfin, le quatrième terme, [image: c88_b13a45c398cf0ce9e02b5d7b47e81bf82a6d7f62.png], disparaît dans l’hypothèse des forces centrales. Nous avons vu (6) que cette hypothèse réduisait la fonction [image: c37_18132813a2b69c937c17efecf2fc54602761aa91.png] à une somme de termes dont chacun ne dépendait que d’une seule quantité. En différentiant la relation (5) par rapport à [image: c89_804d35b45fa4cf4c6ce6406d97f28b483a766097.png], on obtient : 

	[image: c90_c438a1c4f2ddc80f8c4072d3f2e9f64d7dcb82ac.png],

	et, comme la fonction [image: c91_0b688f9e6abf136fba74aa4ef3ef135b7dc7634a.png] est indépendante de [image: c92_a90f2feac870893a8fd6102e2578f9d9041928e7.png], une nouvelle différentiation par rapport à [image: c92_a90f2feac870893a8fd6102e2578f9d9041928e7.png] donnera pour résultat :

	[image: c93_a9030b28bf9f185b6e5b44b13a6fcd6e3099eb2b.png].

	Le quatrième terme de la fonction [image: c17_b2ad0ddf5dc86cfc99e6ffdb37f3f0329f0982b0.png] est donc nul dans ce cas. 

	 

	12. Troisième hypothèse. — Nous allons maintenant introduire dans notre étude une nouvelle hypothèse. Nous supposerons que les molécules des corps, extrêmement nombreuses et séparées par des intervalles très petits, n’exercent leurs actions mutuelles qu’à des distances très petites. La distance maxima à laquelle ces actions peuvent s’exercer s’appelle le rayon d’activité moléculaire. 

	L’introduction de cette hypothèse va nous permettre de simplifier l’expression de la fonction [image: c94_e74e1e9a658d6028cb4b7380e8841363255ebd02.png] [image: c443_H.Poincare_Limiere_Fig_1.png_200px_H.Poincare_Limiere_Fig_1.png]
Fig. 1. Considérons un certain volume occupé par le milieu élastique et divisons ce volume en deux parties [image: c89_804d35b45fa4cf4c6ce6406d97f28b483a766097.png] et [image: c92_a90f2feac870893a8fd6102e2578f9d9041928e7.png] (fig. 1). La fonction des forces [image: c37_18132813a2b69c937c17efecf2fc54602761aa91.png] dues aux actions mutuelles des molécules du volume total pourra être considérée comme la somme des trois quantités suivantes : 1o du potentiel [image: c95_7cdc254b7587ca13708fe6e8be323e1f243e2ba9.png] relatif aux actions mutuelles des molécules du volume [image: c96_59cb639eb7604b04ed0079b34d1c93469241fe51.png] 2o du potentiel [image: c97_5485bb7dcdd8ba85acf1dc4b8b1dd5d378fac4b4.png] dû aux actions mutuelles des molécules du volume [image: c98_4f0682eebd041ecfc6e88e39b4866323872bdda2.png] 3o enfin, du potentiel résultant de l’action des molécules du volume [image: c89_804d35b45fa4cf4c6ce6406d97f28b483a766097.png] sur les molécules du volume [image: c99_55b0e0b456b987cc7fd2d7e78bd0478104c5a02e.png] Ce dernier potentiel est très petit. En effet, les molécules réagissant l’une sur l’autre doivent être à une distance moindre que le rayon de la sphère d’activité moléculaire ; par suite, les molécules du volume [image: c89_804d35b45fa4cf4c6ce6406d97f28b483a766097.png] agissant sur celles du volume [image: c92_a90f2feac870893a8fd6102e2578f9d9041928e7.png] et les molécules du volume [image: c92_a90f2feac870893a8fd6102e2578f9d9041928e7.png] agissant sur celle du volume [image: c89_804d35b45fa4cf4c6ce6406d97f28b483a766097.png] seront comprises à l’intérieur d’un volume limité par deux surfaces parallèles à la surface de séparation de [image: c89_804d35b45fa4cf4c6ce6406d97f28b483a766097.png] et de [image: c92_a90f2feac870893a8fd6102e2578f9d9041928e7.png] et situées à une distance de cette surface égale au rayon d’activité moléculaire. Ce volume sera négligeable par rapport à [image: c89_804d35b45fa4cf4c6ce6406d97f28b483a766097.png] et à [image: c100_b0a4f7829734e4e6767575805226734983a56f54.png] et, si nous admettons que le nombre des molécules d’un milieu est proportionnel au volume qu’elles occupent, les molécules de chacun des volumes [image: c89_804d35b45fa4cf4c6ce6406d97f28b483a766097.png] et [image: c92_a90f2feac870893a8fd6102e2578f9d9041928e7.png] qui réagissent sur les molécules de l’autre volume seront en nombre négligeable par rapport aux molécules contenues dans [image: c89_804d35b45fa4cf4c6ce6406d97f28b483a766097.png] ou dans [image: c99_55b0e0b456b987cc7fd2d7e78bd0478104c5a02e.png] Par conséquent, le potentiel dû à l’action des molécules du volume [image: c89_804d35b45fa4cf4c6ce6406d97f28b483a766097.png] sur celles du volume [image: c92_a90f2feac870893a8fd6102e2578f9d9041928e7.png] pourra être négligé vis à vis de [image: c101_664209da7650f00b3507efe25f89aeff9783146c.png] et [image: c102_c8800e6980b1d54ec7879cf0b9b6dabc69500219.png] on aura : 

	[image: c103_88ba4da0598941bb5c75652ef153124cbe0947aa.png]

	Ce raisonnement subsiste d’ailleurs si on divise le volume occupé par le milieu élastique en un nombre infiniment grand de volumes infiniment petits, pourvu que les dimensions de ces volumes élémentaires restent infiniment grandes par rapport au rayon d’activité moléculaire ; cela sera toujours possible puisque ce rayon est un infiniment petit en valeur absolue. En désignant par [image: c104_00568785317ea373b90759c05c67d795b57b3194.png] un de ces éléments de volume, par [image: c105_f09e0afedeee7ced65297ff86e21fa3ae4114d60.png] le potentiel dû aux actions mutuelles des molécules situées à l’intérieur de cet élément, le potentiel des forces intérieures du volume total sera : 

	
		

				(16) 

				[image: c106_e8a3751db89698568a4d8352564015fc9ad9dac9.png] 

				 

		

	


	 

	13. Nous pouvons développer [image: c107_fe06244bc27928da09da0f0d8202aed23a10f480.png] suivant les puissances croissantes des [image: c25_5d59525edc6aa51bb96934ef310ab3f950b520cd.png] et, en négligeant les termes d’un degré supérieur au second, nous aurons : 

	[image: c108_8a3b981e284b15c8be227efd331f23716ba22eec.png]

	Le terme constant [image: c109_5eb23dc85082cf0176a5ab6882ca35d574be4469.png] peut être supposé nul et la relation (16) nous donnera : 

	
		

				(17) 

				[image: c110_d822d4c1293bd335063eb8dfbebbe2fbd09ad75e.png] 

				 

		

		
				(18) 

				[image: c111_312f69c37e4000ef585b449a96b8e89d50fc4af5.png] 

				 

		

	


	 

	La fonction des forces [image: c17_b2ad0ddf5dc86cfc99e6ffdb37f3f0329f0982b0.png] qui entre dans les équations du mouvement deviendra, en tenant compte de la relation (7) : 

	
		

				(19) 

				[image: c112_c31270f4a3194021d15dbe415bd5f56aa7ab97cb.png] 

				 

		

	


	Nous pouvons aussi développer la fonction [image: c107_fe06244bc27928da09da0f0d8202aed23a10f480.png] suivant les puissances croissantes des [image: c113_f12bed314e4bed19299ed16afd79f67ea5c4593c.png] comme nous l’avons fait pour la fonction [image: c114_606ab7de0a9d87b3b843ded16c5894258632d1b0.png] et, en nous reportant à la formule (15), nous écrirons : 

	
		

				(20) 

				[image: c115_da7f7d84bc01d3bf71a3f5619b406e69c4ad9281.png] 

				 

		

	


	la sommation s’étendant seulement aux molécules de l’élément [image: c116_8e03a0888e737e40df375691ff470832176f4756.png]

	La quantité [image: c117_1e0f2d347f2a0ed7f7c9808c427a89813b957017.png] étant homogène et linéaire par rapport aux quantités [image: c118_570cf171ff1e369a0ee92436a733e0eaaa7682a2.png] [image: c119_0146bd47b3b848e3ed3f34f2772faffc17d77849.png] [image: c120_cda1553ad2a5e78971953be8e71bd765239adabe.png] et [image: c121_793b211571b3ffe34c4639654d567296d29d7f72.png] étant homogène et du second degré par rapport à ces mêmes quantités, il résulte de l’expression précédente que [image: c122_79ef0756ecb087443b9b70971bbd1fb61d41cdb5.png] est une fonction homogène et du second degré de [image: c118_570cf171ff1e369a0ee92436a733e0eaaa7682a2.png] [image: c119_0146bd47b3b848e3ed3f34f2772faffc17d77849.png] [image: c123_a09cbc3ce18669c898c0bdd25a4132d4378c3a8c.png] 

	 

	14. Nouvelles hypothèses. — Nous admettrons que les déplacements [image: c25_5d59525edc6aa51bb96934ef310ab3f950b520cd.png] [image: c124_58df040ac1b922ab90bec04b75b9ac3156d544ea.png] [image: c125_2579c0a35d39cc67c4fab7a644b786cf6d22ec16.png] sont des fonctions continues des coordonnées [image: c126_feff4d40084c7351bf57b11ba2427f6331f5bdbe.png] [image: c127_99bd9829c9ef4adcb0f9f5d53b27463a873a8e88.png] [image: c128_bf368e72c009decd9b6686ee84a375632e11de98.png] de la molécule dans la position d’équilibre, et qu’il en est de même de leurs dérivées successives. Cette hypothèse est légitime ; car, s’il en était autrement et si le déplacement relatif de deux molécules très voisines n’était pas très petit, il en résulterait des réactions élastiques très considérables qui ne permettraient pas à un pareil état de choses de subsister.  

	La continuité des fonctions [image: c20_e0b461aaf61091abd5d2c808931c48b8ff9647db.png] et de leurs dérivées étant admise, nous pouvons développer ces fonctions suivant les puissances croissantes des variables [image: c126_feff4d40084c7351bf57b11ba2427f6331f5bdbe.png] [image: c127_99bd9829c9ef4adcb0f9f5d53b27463a873a8e88.png] [image: c129_47989a9b66a4ea8a0ec19e8159749fce8a9a8ca8.png] et nous aurons : 

	[image: c130_f7640232f232fa177c23ea57cf249fa89040cd51.png]

	Les quantités [image: c131_94f1b442cc4e8e1550e8e0213fe8ec6b2ccbbf4e.png] qui sont les accroissements des coordonnées quand on passe d’une molécule à une molécule voisine, sont de l’ordre du rayon d’activité moléculaire ; les carrés de ces quantités seront des infiniment petits qu’en général on pourra supprimer. Nous verrons cependant qu’on n’a pas toujours le droit de faire disparaître ces carrés, et que l’une des théories données pour l’explication de la dispersion de la lumière nécessite leur conservation. En les supprimant, [image: c118_570cf171ff1e369a0ee92436a733e0eaaa7682a2.png] [image: c119_0146bd47b3b848e3ed3f34f2772faffc17d77849.png] [image: c120_cda1553ad2a5e78971953be8e71bd765239adabe.png] sont données par des fonctions linéaires et homogènes des neuf dérivées partielles : 

	[image: c132_1e01032949c0c58be7c5974a64bc0ce61f9994b3.png]

	On a :

	
		

				(21) 

				[image: c133_a0fd1f4c58e20faaaebe060b2bde220302966828.png] 

				 

		

	


	 

	15. Étude de la fonction [image: c134_e489d6a80a0cb7c84bb0c0b56c68b951c57cbab5.png] — Nous avons vu (13) que [image: c122_79ef0756ecb087443b9b70971bbd1fb61d41cdb5.png] était une fonction homogène du second degré par rapport aux quantités [image: c118_570cf171ff1e369a0ee92436a733e0eaaa7682a2.png] [image: c119_0146bd47b3b848e3ed3f34f2772faffc17d77849.png] [image: c135_6ac5827e014b58208e1221e3f8deed37baa58843.png] c’est donc aussi une fonction homogène et du second ordre par rapport aux neuf dérivées partielles [image: c136_00790b2cab2c061bfb43cc4d328bfaccf686e4f7.png] [image: c137_36c61af020e7f03277a3a3433f7ea4f5c2452e87.png] [image: c138_f4dec7c45e485b15b103a2b0974678a3d49b9032.png] dérivées que nous représenterons souvent dans la suite par la notation de Lagrange : [image: c139_8530eef7ae6e36d2f8f23a3f16a88ab98bb42f07.png] [image: c140_a93e2ec01fef6ac238ede0c8263ea4cec1300364.png] [image: c141_f1ff6b4795c81e0faba7940faeb5b7d9500b424b.png] [image: c142_6c1ee2265af9a8cf4cc1c7d73b71529c4a37bbea.png] Une forme quadratique à neuf variables indépendantes contient neuf termes carrés et un nombre de termes rectangles égal au nombre des combinaisons de neuf objets deux à deux : [image: c143_62487e4bfabbc8e9f7e0b212e39b40d8b82793b2.png] elle peut donc renfermer quarante-cinq coefficients arbitraires. Nous allons chercher le nombre des coefficients de la fonction [image: c134_e489d6a80a0cb7c84bb0c0b56c68b951c57cbab5.png] 

	Considérons d’abord le premier terme [image: c144_a76e051502fdd96f4b01e32a406ab8a734223559.png] de cette fonction développée suivant la formule (20). Les termes en [image: c145_fb0bdce0a496bbfc70b27c8c08c943ca16894854.png] qui entrent dans [image: c144_a76e051502fdd96f4b01e32a406ab8a734223559.png] ne peuvent provenir que de [image: c146_5fc11fd299ce91f88e5f3ef5a56f61bab6ca1b6e.png] car, ni [image: c119_0146bd47b3b848e3ed3f34f2772faffc17d77849.png] ni [image: c120_cda1553ad2a5e78971953be8e71bd765239adabe.png] ne renferment [image: c147_3ebd17dcc0df7e1fcdc40d84f2473eda00f1bf67.png] Or on a, en élevant au carré les deux membres de la première des relations (21) : 

	[image: c148_a6fecbf44a6ab63324747ae121c5ead37ff546b4.png]

	et le coefficient de [image: c145_fb0bdce0a496bbfc70b27c8c08c943ca16894854.png] dans [image: c144_a76e051502fdd96f4b01e32a406ab8a734223559.png] est :

	[image: c149_1d67d0237305ba04611121c2c74765fffaa7868a.png]

	On trouverait la même quantité pour le coefficient de [image: c150_6de7448abbbea68604622aaf3eefa86aaf25cc6a.png] et de [image: c151_d483718739f4cb7c53ecab6afe4f783e5bd28054.png] Les coefficients des carrés des neuf dérivées partielles se réduisent donc à trois : 

	[image: c152_53fb0b74954eefabba450bac62ffb78e0247adc1.png]

	 

	Le coefficient du double produit [image: c153_0ab7184a3dec40d9ce2b20745ce4dd27faab47e5.png] est [image: c154_ca13814080052419f2919d83b6b79d19230eb3e5.png] Il est facile de voir, en développant les carrés de [image: c155_55dffd437360a7bf7f4f0ca47fdb777c4d4a162b.png] et de [image: c156_f0698413fba186a9e5234d11dabb2714dd4e1078.png] que les produits [image: c157_aa7a69d6960ec1e3ff837b4330c258a8b3d18ac8.png] [image: c158_b48a1a31a2a75ba2d0ba9253aeff844f7c9b6b82.png] ont pour coefficients cette même quantité. Les coefficients des neuf doubles produits qui entrent dans [image: c144_a76e051502fdd96f4b01e32a406ab8a734223559.png] se réduisent donc aux trois suivants :

	[image: c159_31faf9f7629526a54e606e532b1899e309e3dcda.png]

	Par conséquent le premier terme de [image: c122_79ef0756ecb087443b9b70971bbd1fb61d41cdb5.png] ne contient que six coefficients arbitraires. Ces six coefficients sont nuls quand on suppose la pression extérieure nulle dans l’état d’équilibre, ainsi que nous l’avons établi au no 10. 

	 

	16. Les deux derniers termes de [image: c122_79ef0756ecb087443b9b70971bbd1fb61d41cdb5.png] sont homogènes en [image: c117_1e0f2d347f2a0ed7f7c9808c427a89813b957017.png] et [image: c160_6185ffeb92138544114a08172bfe86572b3642ce.png] En remplaçant, dans l’expression de [image: c117_1e0f2d347f2a0ed7f7c9808c427a89813b957017.png] 

	[image: c161_96b13c214f0b477c93a6401dfc912c3d7c9e5ddf.png]

	[image: c162_276f55afea8877482762b2ffc1e1004142f50c2f.png] par leurs valeurs (21), on trouve :

	
		

				(22) 

				[image: c163_5341673b4998a79963d8fbe4dba09c0e0d7b161c.png] 

				 

		

	


	c’est-à-dire que [image: c117_1e0f2d347f2a0ed7f7c9808c427a89813b957017.png] est une fonction linéaire et homogène des six quantités

	[image: c164_b655b1f7978fb493b6e651a178e5c0f9616074b2.png]

	 

	La somme des deux derniers termes de [image: c122_79ef0756ecb087443b9b70971bbd1fb61d41cdb5.png] est donc une fonction homogène et du second degré de ces six quantités ; par suite elle ne contiendra que [image: c165_77ebb9ccf6080ba5c9a6ea8973cb2f26c50211cf.png] coefficients arbitraires ([image: c166_39d81124420a058a7474dfeda48228fb6ee1e253.png] coefficients pour les carrés et [image: c167_ea331af19ed2ccc36bb864409b6c305e18cff30f.png] pour les doubles produits). 

	 

	17. Nous voyons déjà que, dans le cas le plus général, la fonction [image: c122_79ef0756ecb087443b9b70971bbd1fb61d41cdb5.png] ne contiendra que [image: c168_bdaed31041e3134e1482cd8925b4ced8c8b2f563.png] coefficients arbitraires, nombre qui se réduira à [image: c165_77ebb9ccf6080ba5c9a6ea8973cb2f26c50211cf.png] quand la pression extérieure sera nulle dans l’état d’équilibre. 

	Dans l’hypothèse des forces centrales, nous avons vu (11) que l’on avait : 

	[image: c169_6610984402084354727343a0e11f658eb3ada385.png]

	Le troisième terme du développement (20) de [image: c122_79ef0756ecb087443b9b70971bbd1fb61d41cdb5.png] disparaît, et si, dans le second terme, on remplace [image: c170_0ae681770777ca041bab2f8b12a7d52979f0b0c4.png] par sa valeur tirée de la relation (22), on constate que, parmi les [image: c165_77ebb9ccf6080ba5c9a6ea8973cb2f26c50211cf.png] coefficients, six sont égaux deux à deux. Ainsi on a : 

	[image: c171_4a5ae276b4aaec548261f54f8b2b1a439fefa183.png]

	Le nombre des coefficients arbitraires se trouve alors réduit à [image: c172_1a8c1f38e59f53680036001b67abdf07ded0341a.png] 

	En résumé, nous aurons dans [image: c173_c12c50f1ad78611578a9d251d4fc70c662e644c7.png] 

	1o[image: c174_c89455d53868bd9b952932246fe41aaf82e3f77e.png] coefficients arbitraires dans le cas général ; 

	2o[image: c165_77ebb9ccf6080ba5c9a6ea8973cb2f26c50211cf.png] coefficients quand la pression extérieure est nulle dans l’état d’équilibre et que les forces ne sont pas centrales ; 

	3o[image: c165_77ebb9ccf6080ba5c9a6ea8973cb2f26c50211cf.png] coefficients quand les forces sont centrales et la pression extérieure différente de zéro dans l’état d’équilibre (hypothèses de Cauchy) ; 

	4o[image: c167_ea331af19ed2ccc36bb864409b6c305e18cff30f.png] coefficients quand les forces sont centrales et la pression extérieure nulle dans l’état d’équilibre. 

	La valeur de ces coefficients, dans un milieu quelconque, dépendra en général des coordonnées du centre de gravité de l’élément de volume [image: c116_8e03a0888e737e40df375691ff470832176f4756.png] Pour simplifier la question et nous placer dans le cas le plus ordinaire, nous supposerons le milieu homogène : les coefficients deviendront des constantes. 

	 

	18. Fonctions isotropes. — Un milieu homogène est dit isotrope quand, dans ce milieu, toutes les directions sont identiques. L’éther dans le vide, les corps gazeux, les liquides, les solides amorphes sont isotropes ; les solides cristallisés ne le sont pas. De cette définition il résulte que, dans un isotrope, un plan quelconque est un plan de symétrie ; en particulier les plans de coordonnées sont des plans de symétrie. Les équations du mouvement et, par suite, la fonction [image: c175_936fa2089b091cdc0ad16a1d955c59b911dd3fa7.png] ne doivent pas changer quand on substitue [image: c176_ae55e66aeffc525917eed885b4b753ba5a7f8b3e.png] et [image: c177_565c2371808c0e8a46f276c3225a8e98f4dc20c1.png] à [image: c178_87f9e315fd7e2ba406057a97300593c4802b53e4.png] et [image: c25_5d59525edc6aa51bb96934ef310ab3f950b520cd.png] ou [image: c179_6a22a3cf60e7d3ecd010a1011cb95f95ddcbb39c.png] et [image: c180_84eb4d83432fd2e1baa66c8c13e3e54cb30be2e3.png] à [image: c181_b8a6208ec717213d4317e666f1ae872e00620a0d.png] et [image: c124_58df040ac1b922ab90bec04b75b9ac3156d544ea.png] ou enfin [image: c182_78c4571a4a3ceb7e7e55712372835ebe65d20f3e.png] et [image: c183_f0264b9abbe4aeefac54c572682af9dde3727077.png] à [image: c128_bf368e72c009decd9b6686ee84a375632e11de98.png] et [image: c184_8843b83e5b60116bafbba232629752394ad08e56.png] Remarquons d’ailleurs que les corps isotropes ne sont pas les seuls qui jouissent de cette propriété : elle appartient à tous les corps cristallisés qui possèdent trois plans de symétrie rectangulaires, c’est-à-dire aux corps cristallisés appartenant aux quatre premiers systèmes cristallins. Pour ces corps et les isotropes la fonction [image: c122_79ef0756ecb087443b9b70971bbd1fb61d41cdb5.png] ne doit pas contenir de termes changeant de signe par l’une des trois substitutions précédentes ; il est facile de reconnaître que les termes qui peuvent subsister forment quatre groupes : 

	1o les termes carrés de la forme [image: c185_96c024a8da5b1f1c6f978c277e74f482aeb57368.png] 2o ceux de la forme [image: c186_2d80e50e30457c21de1d6218c248bfb3ad297de0.png] 3o les termes rectangles tels que [image: c187_c719f720eb8bc55442178224724457e64e17905c.png] 4o le terme [image: c188_6ebf7535e5827856d29d09cdb628a334625458f2.png] et ceux qu’on en déduit par permutation. 

	Dans les corps isotropes et les corps cristallisés du système cubique, tous les termes d’un même groupe ont le même coefficient. En effet, dans ces corps les trois directions des axes de coordonnées jouent le même rôle ; par conséquent, nous pouvons permuter deux des axes ou les trois axes sans changer [image: c175_936fa2089b091cdc0ad16a1d955c59b911dd3fa7.png] c’est-à-dire que [image: c122_79ef0756ecb087443b9b70971bbd1fb61d41cdb5.png] doit conserver la même valeur quand on y permute, par exemple, [image: c178_87f9e315fd7e2ba406057a97300593c4802b53e4.png] et [image: c127_99bd9829c9ef4adcb0f9f5d53b27463a873a8e88.png] [image: c20_e0b461aaf61091abd5d2c808931c48b8ff9647db.png] et [image: c189_fc94fc42a3ecbad87643808e17ec9634147cf812.png] Pour qu’il en soit ainsi il faut que les coefficients des termes [image: c190_2b4154e5bef35bf8c6d7af6086b13989a7834474.png] [image: c191_ab53185a7b78fb89af066401edca85a479c87c91.png] [image: c192_7f56d3e0442249427f2c1ba84756192b4bc99cf8.png] soient les mêmes : par suite, les termes du premier groupe entrent dans la fonction [image: c122_79ef0756ecb087443b9b70971bbd1fb61d41cdb5.png] par leur somme : 

	[image: c193_cb5dbd442cbb1e4d4a09b51fb6adcc35459be178.png]

	Comme il en est de même pour les termes des trois autres groupes, la fonction [image: c122_79ef0756ecb087443b9b70971bbd1fb61d41cdb5.png] est la somme de quatre polynômes, homogènes et du second degré par rapport aux neuf dérivées partielles, multipliés respectivement par des coefficients numériques. Ces quatre polynômes sont : 

	[image: c194_6b34690afe9fc5b293391a3fcaa796c79074b879.png]

	 

	 

	19. Il reste à chercher si ces quatre polynômes indépendants subsisteront dans le cas d’un corps parfaitement isotrope. Nous allons montrer qu’ils se réduisent à trois que nous appellerons polynômes isotropes. 

	Puisque dans un corps isotrope toutes les directions sont identiques, l’expression d’un polynôme isotrope ne doit pas changer quand on fait un changement quelconque de coordonnées en conservant la même origine ; la forme d’un polynôme isotrope doit être indépendante du choix des axes. 

	[image: c444_H.Poincare_Limiere_Fig_2.svg_400px_H.Poincare_Limiere_Fig_2.svg.png]

	
Fig. 2.

	Soient [image: c195_f5818bf0fb693700a011014085ecc82f7b3be37f.png] les coordonnées d’une molécule [image: c42_9fd47b2a39f7a7856952afec1f1db72c67af6161.png] (fig. 2) d’un milieu isotrope ; [image: c196_21657a5f6dc3fa93b49a81d1b25aee571c3ef9a5.png] [image: c197_fc7019f0f0e1d5c3f18658079328c8ac6ca8a498.png] [image: c198_a0cc603718a1823a78c9093c4e16a9f9ea561c8b.png] celles d’une molécule voisine [image: c199_a8cc619dfccdb610f9f606c257cecdee47148390.png] Lorsque la molécule [image: c42_9fd47b2a39f7a7856952afec1f1db72c67af6161.png] sera dérangée de sa position d’équilibre, elle viendra en [image: c200_d6899621035d3359b9c1c064739b54c7004e220d.png] dont les coordonnées sont [image: c201_6d50fc27e3458e466bb6b3b3d956a55297c0ae4d.png] [image: c202_0b05129fdce4e877555cf0fbe9aa3b26629fb83d.png] [image: c203_1f215a24afa96133976920e2bba3e381ae21ac77.png] la molécule [image: c43_53b9ddd6bbc6f1ef9ca40b1c2e6e2c1c8d141aed.png] occupera le point [image: c204_235808ac1aa76bc6cc7d7e1d97725af7b1268071.png] de coordonnées [image: c205_7a39640c619c7654c52be2e3cbc2b25b09c36271.png] [image: c206_ab6c73104e60d034bd1436108efad52924a93cc7.png] [image: c207_e919c86fc01f8ef05f42583b6f0faac819989c7c.png] Par le point [image: c42_9fd47b2a39f7a7856952afec1f1db72c67af6161.png] menons la droite [image: c208_c1aafea9363a8ae16bdbd7fd42711e74107462a4.png] égale et parallèle à [image: c209_70fa4e905f07253154aea6fedd31ae8208d04510.png] et joignons [image: c43_53b9ddd6bbc6f1ef9ca40b1c2e6e2c1c8d141aed.png] à [image: c210_2cc6ffc44f5ce4023af2ad0691207b80c340dc66.png] Par le point [image: c211_f0edd54303e974c0f5484223654cada49f4c703c.png] origine des coordonnées, traçons une droite [image: c212_e48ba684671a565866c58c3da34ecbebba85f26b.png] égale et parallèle à [image: c44_1f3834441c8075927326c7374e249ab35f7e821b.png] et une droite [image: c213_cee87c070f793239b5c139aa60eef1722016ea46.png] égale et parallèle à [image: c214_b46fb719cd515344608051f40d8d43d82fba4a05.png] les coordonnées du point [image: c215_d1ec92b986053ec4967f418634cf062b9d980f9a.png] seront [image: c216_90197d52ebee3bc3fa91bfb6b0a765be2c91c6ef.png] [image: c217_0345708ab295c15a9cfd7ea94e325a74c11ec01f.png] [image: c218_cdf647947d235ade772d02d91e44e14376c6a604.png] celles du point [image: c219_72172888980d0d3565baec875a4c3e8eed50ed26.png] seront [image: c118_570cf171ff1e369a0ee92436a733e0eaaa7682a2.png] [image: c119_0146bd47b3b848e3ed3f34f2772faffc17d77849.png] [image: c123_a09cbc3ce18669c898c0bdd25a4132d4378c3a8c.png] En désignant par [image: c220_829091f745070b9eb97a80244129025440a1cfac.png] la longueur de la droite [image: c221_e9270bd479d949bba8c396e9e1024a811bb6fb18.png] nous aurons : 

	
		

				(23) 

				[image: c222_2ae350093b615225175972805e1616da8252a587.png] 

				 

		

	


	et comme, d’après les équations (21), [image: c162_276f55afea8877482762b2ffc1e1004142f50c2f.png] sont des fonctions homogènes et du premier degré par rapport à [image: c216_90197d52ebee3bc3fa91bfb6b0a765be2c91c6ef.png] [image: c217_0345708ab295c15a9cfd7ea94e325a74c11ec01f.png] [image: c223_8696b15ab228a7e0399335755c9cab5f0cf68798.png] [image: c224_d87c123d31160a9e22122d5cfbe786a5c96372de.png] est une fonction homogène et du second degré par rapport aux coordonnées du point [image: c225_1688d03c31d091e6090c3c8e5e0f47a4c2802191.png] Par suite le lieu des points [image: c215_d1ec92b986053ec4967f418634cf062b9d980f9a.png] tels que la longueur [image: c213_cee87c070f793239b5c139aa60eef1722016ea46.png] reste constante est un ellipsoïde dont le centre est en [image: c226_061ccff3ebe5e8a1d92389d58e37664b7c7812b7.png] Le milieu étant isotrope on doit trouver le même ellipsoïde, quelle que soit la direction des axes. L’équation de l’ellipsoïde dépendra naturellement du choix des axes ; mais l’ellipsoïde lui-même ne changera pas quand on changera les trois plans de coordonnées. Or on sait que, si un ellipsoïde est fixe dans l’espace, il existe certaines fonctions des coefficients de son équation connues sous le nom d’invariants, qui sont indépendantes du choix des axes ; elles devront être des fonctions isotropes. L’un des invariants est la somme des carrés des coefficients des termes carrés. Pour le trouver, remplaçons dans l’équation (23) les quantités [image: c118_570cf171ff1e369a0ee92436a733e0eaaa7682a2.png] [image: c119_0146bd47b3b848e3ed3f34f2772faffc17d77849.png] [image: c120_cda1553ad2a5e78971953be8e71bd765239adabe.png] par les valeurs (21). Nous aurons entre les coordonnées [image: c216_90197d52ebee3bc3fa91bfb6b0a765be2c91c6ef.png] [image: c217_0345708ab295c15a9cfd7ea94e325a74c11ec01f.png] [image: c227_11c81e2dd1e38e249f2a0bee0787b900cce4a2e5.png] du point [image: c215_d1ec92b986053ec4967f418634cf062b9d980f9a.png] une relation qui sera précisément l’équation de notre ellipsoïde et nous obtiendrons pour le coefficient de [image: c228_d646dc00fe1dfc2cde74db9956eb9dd5bd840a37.png] la somme :

	[image: c229_8720697a34c0a03098951762495e2fee8f30c209.png]

	 

	celui de [image: c230_e7a3cd8df922019470b2528e75153bd3d5e1d76b.png] sera :

	[image: c231_69d41cda6edac6d64a7c54630da928ee7e7445ba.png]

	et celui de [image: c232_48479be15476f010513594981fc781041793ffa9.png]

	[image: c233_5f4614eeb2b5387b26f8a3da11170abf925e1861.png]

	La somme de ces trois coefficients sera donc une fonction isotrope. Nous la désignerons par [image: c234_cc7e0ab9390af75e2e23f2e1729855abd64368e3.png] ce sera la somme des carrés des neuf dérivées partielles 

	
		

				(24) 

				[image: c235_f55c2b15165ffdc979026f20e27ea7bc269e3e4c.png]. 

				 

		

	


	 

	20. Pour trouver d’autres fonctions isotropes, considérons le cas où les molécules [image: c42_9fd47b2a39f7a7856952afec1f1db72c67af6161.png] et [image: c43_53b9ddd6bbc6f1ef9ca40b1c2e6e2c1c8d141aed.png] se déplacent de façon que la droite [image: c44_1f3834441c8075927326c7374e249ab35f7e821b.png] reste toujours parallèle à elle-même : les droites [image: c213_cee87c070f793239b5c139aa60eef1722016ea46.png] et [image: c212_e48ba684671a565866c58c3da34ecbebba85f26b.png] sont parallèles, et, en désignant par [image: c236_b79333175c8b3f0840bfb4ec41b8072c83ea88d3.png] le rapport de leurs longueurs, on a : 

	[image: c237_e8cecba15a386af50a996780852348bd684a6c2e.png]

	Si on porte ces valeurs dans les équations (21) du no 14, on obtient :

	[image: c238_f3d299ad4e778b42e61b10922aeff5bf3a11e8ed.png]

	et l’élimination de [image: c216_90197d52ebee3bc3fa91bfb6b0a765be2c91c6ef.png] [image: c217_0345708ab295c15a9cfd7ea94e325a74c11ec01f.png] [image: c227_11c81e2dd1e38e249f2a0bee0787b900cce4a2e5.png] entre ces équations conduit au déterminant :

	[image: c239_26036953e3bb78f5ae75dd80aba5d46571b316a0.png]

	 

	Cette équation déterminera [image: c240_794850adc0db51d11a6d8cfa857538183424909c.png] Or cette quantité est évidemment indépendante du choix des axes de coordonnées, par conséquent les coefficients de cette équation en [image: c236_b79333175c8b3f0840bfb4ec41b8072c83ea88d3.png] sont des invariants. Le coefficient du terme en [image: c241_9850832395fd0deec6790b4b2265df6656f08ef2.png] est :

	[image: c242_1cde7031aaa9269c680e5b46e0c307c2574716b5.png]

	Nous désignerons cette nouvelle fonction isotrope par [image: c243_903187858a4411b3814a69c019120c4a997463d1.png] et, comme elle entrera au second degré dans la fonction [image: c175_936fa2089b091cdc0ad16a1d955c59b911dd3fa7.png] nous considérerons son carré :

	
		

				(25) 

				[image: c244_a2295dfcb2fd49ebe3e2c7ddf3ddb1a4a7675577.png] 

				 

		

	


	 

	21. Cette fonction [image: c245_bc927b19f46d005b4720db7a0f96cd5b6f1a0d9b.png] a une signification géométrique intéressante. 

	Le volume d’une portion du milieu élastique dans sa position d’équilibre a pour expression : 

	[image: c246_eafbd52e193c693950d2dcc8533c96386a163090.png]

	Par suite de la déformation du milieu, les coordonnées du centre de gravité de chaque élément du volume deviennent [image: c201_6d50fc27e3458e466bb6b3b3d956a55297c0ae4d.png] [image: c202_0b05129fdce4e877555cf0fbe9aa3b26629fb83d.png] [image: c247_8f826879d5f77197b8262b8f5544302deea5b34d.png] et le volume de la portion considérée prend pour valeur :

	[image: c248_f9ccda40ec802dff558d89eeedbba168282ef67a.png]

	Rappelons que, si l’on a une intégrale 

	[image: c249_9d85d1073b859a81d98ad5c7a11572448b5ff5b0.png]

	où [image: c195_f5818bf0fb693700a011014085ecc82f7b3be37f.png] sont des fonctions de trois nouvelles variables [image: c250_01d4321fbc4ac8860c7e049c5d86f7329264efbd.png] cette intégrale devient, lorsqu’on prend pour variables [image: c251_4b2cc8f6d373595f06dcd33f127dadf2b9d5727f.png] [image: c252_59ab677d974cccb0132cac08bd67fc8ac765627e.png] [image: c253_dc00272dfebf8cd61042348081187d6b2411d5b9.png]

	[image: c254_faef322fee10a6060642cd20a6ff5c198eeec0b4.png]

	[image: c255_4d863e2634114af0c89613572ac40446bd6d87ac.png] désignant le déterminant fonctionnel de [image: c126_feff4d40084c7351bf57b11ba2427f6331f5bdbe.png] [image: c127_99bd9829c9ef4adcb0f9f5d53b27463a873a8e88.png] [image: c128_bf368e72c009decd9b6686ee84a375632e11de98.png] par rapport à [image: c251_4b2cc8f6d373595f06dcd33f127dadf2b9d5727f.png] [image: c252_59ab677d974cccb0132cac08bd67fc8ac765627e.png] [image: c256_f423d4c0d1a3f651562797e2198c75a3f65e09fe.png] En nous appuyant sur ce théorème nous aurons, pour l’expression du volume après la déformation :

	[image: c257_3ce39afba0c84f86721d7ac36fbd68ec5f8d6d7f.png]

	Le déterminant fonctionnel qui entre dans cette intégrale a pour valeur :

	[image: c258_e92331cb79be2ff03af6c845fbd6eb645388b8ee.png]

	et si, dans le développement de ce déterminant, on néglige les puissances des dérivées qui sont supérieures au premier degré, on obtient :

	[image: c259_72823ac6b50a56090e1e6466f6cf5dca058ed94d.png]

	c’est-à-dire

	[image: c260_2f624ead44553f6cde0e747dad085747c250d4ce.png]

	Si nous portons cette valeur du déterminant fonctionnel dans l’intégrale qui donne le volume après la déformation, nous obtenons : 

	[image: c261_9eb71caba7749bb3e838795e93682327566b61dd.png]

	 

	Un élément de volume [image: c262_d5bd8ae4801d40117758cd73e6b9392169d62b8a.png] devient donc, après la déformation, [image: c263_480fcc97383cc42cda0f198a2f9cafc75d757594.png] par suite [image: c245_bc927b19f46d005b4720db7a0f96cd5b6f1a0d9b.png] est le coefficient de dilatation cubique du milieu. 

	 

	22. Revenons à notre équation en [image: c240_794850adc0db51d11a6d8cfa857538183424909c.png] Le coefficient du terme en [image: c264_6807df17ce845a127ca43612e2ffd5cf62b7adc6.png] est : 

	
		

				(26) 

				[image: c265_b04bfb16758209c0d513ebe7aea5bf4c3b596de8.png] 

				 

		

	


	C’est un troisième polynôme isotrope qui peut s’écrire :

	[image: c266_0ff9b6cab46a82680f5ca54536a818bdf82fa5be.png]

	 

	23. Les trois polynômes isotropes du second degré [image: c267_a9a981df9fd3fcfadeb186b26e2a557d2fd5db8e.png] [image: c268_7552de944489d2f4ce28ed6e7fc0cafbe989cb99.png] [image: c269_ea6c3420085e49c56993db435a6d9fbd04a5300d.png] sont trois polynômes indépendants. Il ne peut y en avoir d’autres, car, s’il y en avait quatre, tous les corps jouissant de la symétrie cubique, pour laquelle la fonction [image: c122_79ef0756ecb087443b9b70971bbd1fb61d41cdb5.png] est une somme de quatre polynômes du second degré et indépendants, jouiraient en même temps de l’isotropie. D’ailleurs le premier des polynômes qui entre dans [image: c122_79ef0756ecb087443b9b70971bbd1fb61d41cdb5.png] dans le cas des corps à symétrie cubique (18) : 

	[image: c270_f4f2aaeb20a869d9e8d8776f1834e4008dd7884b.png]

	n’est pas un polynôme isotrope, car il change quand on fait tourner les axes, comme il est facile de s’en convaincre en faisant tourner les axes des [image: c178_87f9e315fd7e2ba406057a97300593c4802b53e4.png] et des [image: c181_b8a6208ec717213d4317e666f1ae872e00620a0d.png] de [image: c271_c28223ddedeb94a84bb15474cc64b5ce436cbe50.png] dans le plan des [image: c272_0add5fb23e378ec970ad47ea154f8a6431843a8f.png]

	 

	24. Expression de [image: c122_79ef0756ecb087443b9b70971bbd1fb61d41cdb5.png] dans le cas des corps isotropes. — La fonction [image: c122_79ef0756ecb087443b9b70971bbd1fb61d41cdb5.png] ne peut contenir que les trois polynômes isotropes que nous venons de trouver, et comme cette fonction est homogène et du second degré par rapport aux neuf dérivées partielles [image: c273_bede0a6927721ea96356221c4fb589c39cf16e2d.png] [image: c274_036d0077fbe104b718c1fd3b9213624a206d5e2b.png] [image: c275_5411a9d9722322917df8faecb6e01b72e3ecede4.png] elle doit être linéaire et homogène par rapport aux trois polynômes isotropes qui sont eux mêmes homogènes et du second degré par rapport aux neuf dérivées partielles ; elle sera de la forme 

	
		

				(27) 

				[image: c276_6ef249aa103a90165ed0649e99ac94399de0dacf.png] 

				 

		

	


	Comparons cette expression au développement (20) de cette même fonction. Le premier terme de ce développement et l’ensemble des deux derniers devront être séparément isotropes, car, dans un milieu isotrope, toute fonction symétrique des distances mutuelles des points occupés par les molécules avant et après le déplacement doit être une fonction isotrope. 

	Considérons d’abord le premier terme [image: c144_a76e051502fdd96f4b01e32a406ab8a734223559.png] de cette expression ; nous allons démontrer qu’il est égal au polynôme [image: c277_32db8e791eaa12e32afc8fc1d60386643e43e315.png] multiplié par un facteur constant. 

	Dans l’étude de la fonction [image: c122_79ef0756ecb087443b9b70971bbd1fb61d41cdb5.png] (15) nous avons vu que, si on remplaçait dans le premier terme du développement de cette fonction les quantités [image: c118_570cf171ff1e369a0ee92436a733e0eaaa7682a2.png] [image: c119_0146bd47b3b848e3ed3f34f2772faffc17d77849.png] [image: c120_cda1553ad2a5e78971953be8e71bd765239adabe.png] par leurs valeurs données par les relations (21), nous obtenions pour ce terme un polynôme homogène et du second degré par rapport aux neuf dérivées partielles, contenant les carrés de ces dérivées et les neuf doubles produits de la forme [image: c278_f01c64811beea4d740014f95260cf352f74b4535.png] Mais ce terme, étant une fonction isotrope, ne peut contenir ces doubles produits qui ne rentrent pas dans les quatre groupes des termes subsistant dans le cas des corps à symétrie cubique (18) ; le premier terme de [image: c122_79ef0756ecb087443b9b70971bbd1fb61d41cdb5.png] se réduit donc à un polynôme ne contenant que les carrés des dérivées partielles. Il ne peut renfermer ni [image: c245_bc927b19f46d005b4720db7a0f96cd5b6f1a0d9b.png] ni [image: c269_ea6c3420085e49c56993db435a6d9fbd04a5300d.png] car dans la fonction [image: c279_715131ccf06a4d6af0074374757de835af3889e4.png] se trouvent des doubles produits tels que [image: c280_e4496245f5bf60ac9014d08ce91e8343c6bcde08.png] ne pouvant se réduire avec les doubles produits de [image: c281_24b1bb8e8257c7037a09a28fd759c779988f7929.png] qui ne sont pas de cette forme. Nous devons donc avoir : 

	
		

				(28) 

				[image: c282_d3567078e3a2b9afba0b8607cc3a24096359b295.png] 

				 

		

	


	 

	25. L’ensemble des deux derniers termes : 

	[image: c283_64f87cfb7716af32541dc3372e9c378ee2f10d6e.png]

	du développement (20) de la fonction [image: c175_936fa2089b091cdc0ad16a1d955c59b911dd3fa7.png] est aussi, dans le cas des corps isotropes, une fonction isotrope, et des relations (20), (27) et (28) nous déduisons l’égalité

	
		

				(29) 

				[image: c284_85bbae7aa818127e3efdbc8ff51eebd851c9cc1b.png] 

				 

		

	


	Dans l’étude de la fonction [image: c122_79ef0756ecb087443b9b70971bbd1fb61d41cdb5.png] (16), nous avons montré que, dans le cas général, le premier membre de cette égalité est une fonction homogène et du second degré des six quantités : 

	[image: c285_a747a99bb010a11c5c68ccfbe82b7433ccf0ea96.png]

	Les termes [image: c286_73b0bc820c589ab9a00dd5c4ff817e7136ebc2de.png] et [image: c287_dc57ebdbc1134f9a31799ec9180b21d84f1de69e.png] ne peuvent provenir que du carré de la quantité [image: c288_d426cb07f56e04b248626b879de6cd6fa9b2e219.png] par conséquent, ces termes doivent avoir même coefficient. Or le terme [image: c286_73b0bc820c589ab9a00dd5c4ff817e7136ebc2de.png] ne se trouve que dans la fonction [image: c277_32db8e791eaa12e32afc8fc1d60386643e43e315.png] où il a le coefficient [image: c289_256204a06aa74b64dbfb652b4f273f6d8f512b6b.png] il entrera donc dans le second membre de la relation (29) avec le coefficient [image: c290_83ccb1f771c26b49076b468b455aa199afe586fe.png] Le terme [image: c287_dc57ebdbc1134f9a31799ec9180b21d84f1de69e.png] ne peut provenir que de la fonction [image: c279_715131ccf06a4d6af0074374757de835af3889e4.png] où il a le coefficient [image: c291_524e874082b57af2d618062585f4bbaa64527bea.png] son coefficient, dans le second membre de (29), sera [image: c292_9c32afe3fc972104adc6bbac626a5617afafe867.png] Les deux termes considérés ayant le même coefficient dans le premier membre de la relation, il doit en être de même dans le second membre ; par suite, nous aurons : 

	
		

				(30) 

				[image: c293_fe73b835eaefbd27d764ce839d6e60a9fab7816b.png] 

				 

		

	


	 

	26. Quand on suppose que la pression extérieure est nulle dans l’état d’équilibre, le terme [image: c144_a76e051502fdd96f4b01e32a406ab8a734223559.png] du développement (20) disparaît (15) ; par conséquent [image: c200_d6899621035d3359b9c1c064739b54c7004e220d.png] est nul et la relation précédente devient : 

	
		

				(31) 

				[image: c294_8a12497aaabb23699f12c42d2ff9302ef807e67b.png] 

				 

		

	


	Il ne reste alors que deux coefficients arbitraires dans la fonction [image: c134_e489d6a80a0cb7c84bb0c0b56c68b951c57cbab5.png]

	Dans l’hypothèse des forces centrales le terme [image: c295_c0c11741c814c0f1de0a59c44abb4be4a108d73a.png] est nul (17), et le premier membre de la relation (29) se réduit à [image: c296_0c54f1d11f51f9e674bda89b1b40d9c6aa2da209.png] Or nous avons vu que, si on remplace [image: c170_0ae681770777ca041bab2f8b12a7d52979f0b0c4.png] par sa valeur tirée de la relation (22), on obtenait 

	[image: c297_2bd7b8e21d68206951aeab0b0a1237c2a14cd66b.png]

	par suite, le coefficient de [image: c286_73b0bc820c589ab9a00dd5c4ff817e7136ebc2de.png] doit être égal à celui de [image: c298_07c455d28f28abf0b0e3604d2bc1bb80872bdb48.png] dans le premier membre de l’égalité (29), et il doit en être de même dans le second membre. Le terme [image: c286_73b0bc820c589ab9a00dd5c4ff817e7136ebc2de.png] s’y trouve avec le coefficient [image: c299_40b04e6791c25f822534eb57314f1bbb8d79eb18.png] le terme [image: c300_1187b0aa9b02876bd2d71046877e4bb172b74eb6.png] entrant dans [image: c281_24b1bb8e8257c7037a09a28fd759c779988f7929.png] avec le coefficient [image: c301_92d98b82a3778f043108d4e20960a9193df57cbf.png] et dans [image: c279_715131ccf06a4d6af0074374757de835af3889e4.png] avec le coefficient [image: c302_4dc7f67b39150bc1c0886f49d1880d1d96773a3d.png] il est dans le second membre de (29) avec le coefficient [image: c303_e3971bdd78b324913db57638354bae89b810b88f.png] Par conséquent, on a la relation :

	[image: c304_d9076aa3b1cc6e42db90913644a4b0f9b53485cf.png]

	En y remplaçant [image: c305_fdf7b52bec00e23e874707c9193e6a1c9cb2da69.png] par sa valeur donnée par (30), on obtient :

	
		

				(32) 

				[image: c306_99d4563424b4ffbeabf52688669a5f0288d5e278.png] 

				 

		

	


	et le nombre des coefficients arbitraires se trouve réduit à deux.

	 

	27. En résumé, la fonction [image: c122_79ef0756ecb087443b9b70971bbd1fb61d41cdb5.png] relative aux forces intérieures qui résultent de la déformation d’un milieu isotrope est une fonction homogène et du second degré des neuf dérivées des quantités [image: c25_5d59525edc6aa51bb96934ef310ab3f950b520cd.png] qui contient au plus trois coefficients arbitraires [image: c307_00aebb041f4a569408e310294efcc29e0eded7dc.png] [image: c308_1e7e1ef161a49a22b500d63307460ad92eeb6a16.png] [image: c309_12bafc5c30bf9727eb4c005ff0c0632d555b3b7d.png] Le nombre de ces coefficients pouvant se réduire dans certains cas particuliers, nous aurons : 

	1o Trois coefficients arbitraires dans le cas général ; 

	2o Deux coefficients quand la pression extérieure est nulle dans l’état d’équilibre et que les forces ne sont pas centrales ; 

	3o Deux coefficients quand les forces sont centrales et la pression extérieure différente de zéro dans l’état d’équilibre (hypothèses de Cauchy) ; 

	4o Un seul coefficient quand les forces sont centrales et la pression extérieure nulle dans l’état d’équilibre, car, dans ce cas, les relations (31) et (32) sont vérifiées simultanément.  

	 

	28. Expression de [image: c310_78c9a2942bba712cd13edccee7704d2f4c9fb835.png] en fonction des dérivées partielles. — La fonction [image: c310_78c9a2942bba712cd13edccee7704d2f4c9fb835.png] est le terme du premier degré du développement de la fonction [image: c107_fe06244bc27928da09da0f0d8202aed23a10f480.png] par rapport aux puissances croissantes des [image: c20_e0b461aaf61091abd5d2c808931c48b8ff9647db.png] (13) ; cette dernière fonction peut comme la fonction [image: c311_da796f60776dc7113335b29640128396327e645b.png] être développée par rapport aux puissances croissantes des [image: c113_f12bed314e4bed19299ed16afd79f67ea5c4593c.png] et, en nous reportant aux relations (12) et (17), nous obtiendrons : 

	[image: c312_158da48848b7ed3624dfe659fd0651a7db4f8f17.png]

	la sommation s’étendant seulement aux molécules de l’élément de volume [image: c116_8e03a0888e737e40df375691ff470832176f4756.png] En remplaçant [image: c313_f29b18f66777dc0ac1f4b1f02ff1bdfee96f980a.png] par sa valeur tirée de la relation (22), la fonction [image: c310_78c9a2942bba712cd13edccee7704d2f4c9fb835.png] devient :

	[image: c314_6a377c1c320929f9030d29e0c03aa4698461e353.png]

	C’est donc une fonction homogène et du premier degré par rapport aux neuf dérivées partielles.

	 

	29. Pressions extérieures. — Équations du mouvement. — Considérons une surface fermée [image: c315_c11737cd802423c767d0c99b41e83af186ea4a20.png] (fig. 1) divisant le milieu élastique en deux parties : l’une [image: c89_804d35b45fa4cf4c6ce6406d97f28b483a766097.png] intérieure à la surface, l’autre [image: c92_a90f2feac870893a8fd6102e2578f9d9041928e7.png] extérieure. Les diverses molécules de [image: c92_a90f2feac870893a8fd6102e2578f9d9041928e7.png] exercent des actions sur les molécules de [image: c316_d6eefdda1e40f99e2c96a1709a201ef9bc0266b2.png] mais, le rayon de la sphère d’activité moléculaire étant très petit, il n’y a que les molécules de [image: c89_804d35b45fa4cf4c6ce6406d97f28b483a766097.png] voisines de la surface qui sont soumises aux actions de [image: c99_55b0e0b456b987cc7fd2d7e78bd0478104c5a02e.png] Ces actions peuvent être remplacées par un système de forces appliquées aux éléments [image: c317_ad5fe5ef6e9587a089d370dc32119c60e91f1d4c.png] de la surface [image: c315_c11737cd802423c767d0c99b41e83af186ea4a20.png] et qui, en général, agiront obliquement sur l’élément considéré. Nous désignerons par 

	[image: c318_5b41ca7a2861817db29aa12e3451c2d67a3bda85.png]

	les composantes suivant les trois axes de la pression s’exerçant sur l’élément [image: c319_d480755c702916d73bcfb196bbd42670ad3b5012.png] ce sont des forces extérieures au système, si on ne considère que le volume [image: c89_804d35b45fa4cf4c6ce6406d97f28b483a766097.png] limité par la surface. L’application du principe de d’Alembert et du principe des vitesses virtuelles à ce système va nous permettre de trouver les valeurs des composantes des pressions, et, en même temps, nous donner une nouvelle forme des équations du mouvement.

	Si [image: c56_1f7d439671d1289b6a816e6af7a304be40608d64.png] est la densité d’un élément de volume [image: c104_00568785317ea373b90759c05c67d795b57b3194.png] (la lettre [image: c56_1f7d439671d1289b6a816e6af7a304be40608d64.png] sera désormais exclusivement employée dans ce sens), la masse de l’élément est [image: c320_2ed26edffcb6fe001f94b5519d2040ced9422bc2.png] et les trois composantes de la force d’inertie qu’il faut supposer appliquée à cet élément, pour que, d’après le principe de d’Alembert, cet élément puisse être considéré comme étant en équilibre, sont : 

	[image: c321_8474a32c1abf71230aae312523a2da9ceb5ed5cd.png]

	Tous les éléments du volume [image: c89_804d35b45fa4cf4c6ce6406d97f28b483a766097.png] étant en équilibre sous l’action des forces effectives et des forces d’inertie, on pourra appliquer à ce volume le principe des vitesses virtuelles : dans un système en équilibre la somma des travaux virtuels est nulle. En désignant par [image: c17_b2ad0ddf5dc86cfc99e6ffdb37f3f0329f0982b0.png] la fonction des forces relatives aux forces intérieures et extérieures à [image: c316_d6eefdda1e40f99e2c96a1709a201ef9bc0266b2.png] la somme des travaux virtuels de ces forces est [image: c322_4617b4bf9de4a915bcc3f7ee30530e4d83e52d6e.png] et, en appelant [image: c323_cee99e5e469c3f8d6e1c1e4feedc19b27ecae60d.png] [image: c324_47621999bc68accbe70b48203e3c8fe14a577491.png] [image: c325_b39235e75d9e1192659d3853498ca7ea4d70bdcd.png] les projections du déplacement virtuel d’un élément [image: c326_05358492ffa01a1666cc8c4f9b69cdcf6399b5c6.png] le travail virtuel de la force d’inertie est : 

	[image: c327_bf98acd2e3c4678c2f1c32a87c0c0211066a2d8b.png]

	La somme des travaux de toutes les forces d’inertie sera : 

	[image: c328_d2afac5992b79c908c0460e3259cd0f7608c353e.png]

	et, d’après le principe des vitesses virtuelles, on aura :

	
		

				(33) 

				[image: c329_6eb979136974a9b9905ca6a8c521b8e505b6897a.png] 

				 

		

	


	quels que soient [image: c330_7e2eb73cca5f247e63d4b40b6c4cc97fe14f93dd.png]

	Remarquons que, d’après la relation (19), nous avons : 

	[image: c331_f1a079c81121ec69565f4a38ff656f21c8b021af.png]

	[image: c332_24b8d6c6fffee790ed55f361b2edc442ba5cc8d5.png] étant la somme des travaux virtuels des forces extérieures, c’est-à-dire des pressions précédemment définies, nous aurons donc :

	[image: c333_8d2e2776162d6380752c40a4bbdfc1c4270c4834.png]

	l’intégrale étant étendue à toute la surface [image: c334_284e4183685493c9a24335963706af03d0675dc7.png] Si on suppose que les composantes [image: c335_126c9c1d95f32e052dad6cc81d5184b06a6b8d12.png] et [image: c325_b39235e75d9e1192659d3853498ca7ea4d70bdcd.png] du déplacement sont nulles, le travail virtuel des forces extérieures se réduit à :

	[image: c336_ddbd6a3be872e707fd330a7f23a534348e29f7ef.png]

	La fonction [image: c107_fe06244bc27928da09da0f0d8202aed23a10f480.png] relative aux forces intérieures est une fonction des neuf dérivées partielles des [image: c337_301954fda87cb533b5ff06a995680fb94c521266.png] Par suite du déplacement virtuel donné au système, chacune de ces dérivées varie en général, mais dans le cas particulier où l’on a [image: c338_5af6025897fb28cbd4030087043d8a5a87a703b3.png] les seules dérivées qui changent de valeur sont [image: c273_bede0a6927721ea96356221c4fb589c39cf16e2d.png] [image: c274_036d0077fbe104b718c1fd3b9213624a206d5e2b.png] [image: c339_5afb819350c843a70f3cbd452ada027dd23df359.png] Par conséquent : 

	[image: c340_70cf070b2e3b1f5ab13b9adfd898fcc3b7bc6a6d.png]

	Or [image: c341_c6d6334d1385ce0fa348d886a8f1a362de550311.png] c’est-à-dire [image: c342_7320ca0f291d497e87ee69117a82e96984b2d0e1.png] est égal à [image: c343_6f58e8ab81a85c5459b2bbad70c7427e03e9a304.png] et l’expression de [image: c344_706121a59cd886c59b1abe44660d3e1cb96b2322.png] devient 

	[image: c345_fcf6172b748d0aa860f9862e56fc7d0d2d2937c4.png]

	Par suite, on a : 

	[image: c346_3d2d966885cc2d300926fe5cbf994123d4b26e62.png]

	et, en portant cette valeur dans l’égalité (33) où l’on fait [image: c347_3547107b89381072adbe9dd831ab2bc67e37cf06.png] dans le terme relatif aux travaux des forces d’inertie, on obtient :

	
		

				(34) 

				[image: c348_909b7f5afa8a41b14cd40ca1f3d73fa06b3876c0.png] 

				 

		

	


	 

	30. Il faut maintenant transformer cette expression qui contient à la fois [image: c349_719c0fa3ca0c6c21d2609a6b8e3017919b4a0c25.png] et la dérivée de cette quantité par rapport à [image: c350_d07e9f568a88785ae48006ac3c4b951020f1699a.png] Pour cela nous nous appuierons sur le lemme suivant, qui sert ordinairement à la démonstration du théorème de Green dans la théorie du potentiel :  

	Étant donnée une fonction [image: c351_fd88ce01cebb719c991531bf9a76dacc204f6d1a.png] des coordonnées [image: c126_feff4d40084c7351bf57b11ba2427f6331f5bdbe.png] [image: c127_99bd9829c9ef4adcb0f9f5d53b27463a873a8e88.png] [image: c128_bf368e72c009decd9b6686ee84a375632e11de98.png] d’un point, l’intégrale de la différentielle [image: c352_b9f84329689d38bbf85ddafa02d129797e898bd2.png] où [image: c236_b79333175c8b3f0840bfb4ec41b8072c83ea88d3.png] est le premier cosinus directeur de la normale à l’élément [image: c317_ad5fe5ef6e9587a089d370dc32119c60e91f1d4c.png] d’une surface fermée [image: c353_9044c1a27dd84b9c1aa9cc2c1b6cd36f3f956ffb.png] cette intégrale étant étendue à tous les éléments de la surface [image: c353_9044c1a27dd84b9c1aa9cc2c1b6cd36f3f956ffb.png] est égale à l’intégrale de la différentielle [image: c354_cc9df4c3c608f0079997189c76e0904e9d2c57e2.png] étendue à tous les éléments [image: c104_00568785317ea373b90759c05c67d795b57b3194.png] du volume [image: c89_804d35b45fa4cf4c6ce6406d97f28b483a766097.png] limité par la surface [image: c334_284e4183685493c9a24335963706af03d0675dc7.png] 

	Si nous posons : 

	[image: c355_e887e535906c78f119b978fc49e3c230a75922de.png]

	nous aurons :

	[image: c356_25b122f8c28f58056179a59a1564fac738f82da4.png]

	ou, en développant l’intégrale du second membre,

	[image: c357_392ece8494bb7d5fe5cf60fa1c3b78491d0671cc.png]

	Nous obtiendrons de la même manière les deux relations :

	[image: c358_8111f2e2725727f3ac7edff16873fe1b4c5e7a64.png]

	[image: c359_2f4617864b06f4fe4a875ba43b2ab09b238efedf.png]

	En additionnant ces trois relations membre à membre, nous avons :

	[image: c360_c613ababca34b2c99c10168161e08126674d29d8.png]

	ou,

	[image: c361_b59de3188627710c64eaaff904087a3479e4fafa.png]

	Le premier membre de cette relation est précisément le terme de l’égalité (34) qui contient la dérivée de [image: c362_bfa556f1ec421aa114550c1d36d01124debe4a37.png] remplaçons ce terme par sa valeur, nous obtiendrons : 

	[image: c363_c5415f41e93f12c6a18fd8222f7e89d7505f7f9e.png]

	ou, en réunissant sous le même signe les quantités qui subissent la même intégration,

	[image: c364_3f6d6fed31d28abf8c9f2bd575b298cdb88f29e5.png]

	Cette égalité devant avoir lieu, quel que soit [image: c323_cee99e5e469c3f8d6e1c1e4feedc19b27ecae60d.png] il faut que les coefficients de [image: c365_deabd867dfa64da3577ece82ae22ae19fc130df0.png] et de [image: c366_cd6dccbd57a58a30a4d9df7cb35180f4c76a6c19.png] soient nuls ; par conséquent, nous aurons : 

	
		

				(35) 

				[image: c367_e31d46895f2c249088c6e19f079d5e57d90dc8a1.png] 

				 

		

	


	 

	
		

				(36) 

				[image: c368_50b6cb84d63a3d5716dcc0f3fc89f5abb1e458c1.png] 

				 

		

	


	 

	31. La première de ces égalités donne la valeur de la composante de la pression suivant l’axe des [image: c369_9b08fb9834e51caaee3c51068ae1f7ff3bdc90c8.png] en posant 

	[image: c370_09a49896ac24436f191be07d03f4357bb1263699.png]

	l’expression de cette composante devient :

	[image: c371_b4873bd9fe4f49650bd82d4bbe9dff7669f709c8.png]

	Considérons l’une des quantités [image: c372_912be95491ca70539923319916dc02d21135e06c.png] qui entrent dans cette expression, on a : 

	[image: c373_2001f39a503c5357b4b9ab5df68f959a1d9ff129.png]

	Or [image: c310_78c9a2942bba712cd13edccee7704d2f4c9fb835.png] est une fonction linéaire et homogène des dérivées partielles, [image: c122_79ef0756ecb087443b9b70971bbd1fb61d41cdb5.png] une fonction du second degré de ces mêmes quantités, donc le premier terme de [image: c374_f2fc488bae8823c924da15dd39a472584a3e39e2.png] est une constante et le second une fonction du premier degré des dérivées partielles. Lorsque le milieu est dans sa position d’équilibre, les quantités [image: c20_e0b461aaf61091abd5d2c808931c48b8ff9647db.png] sont nulles et, comme zéro est un minimum pour ces quantités, leurs dérivées [image: c273_bede0a6927721ea96356221c4fb589c39cf16e2d.png] [image: c274_036d0077fbe104b718c1fd3b9213624a206d5e2b.png] [image: c275_5411a9d9722322917df8faecb6e01b72e3ecede4.png] sont nulles aussi ; le second terme de [image: c374_f2fc488bae8823c924da15dd39a472584a3e39e2.png] disparaît et la valeur de [image: c374_f2fc488bae8823c924da15dd39a472584a3e39e2.png] dans la position d’équilibre est : 

	[image: c375_4a6c763eef4a3fb92ffc996baad34dacff07924b.png]

	Si l’on se reporte à la valeur de [image: c310_78c9a2942bba712cd13edccee7704d2f4c9fb835.png] que nous avons trouvée (28), on voit que :

	[image: c376_4c1626e05873bea848a2649e34b71cbd2dc67de9.png]

	On trouverait que, pour la position d’équilibre du système, on a de même : 

	[image: c377_4a48000994e46a554083ddddb9861ad9a07fa7d0.png] 

	Ces expressions montrent que, si les six quantités 

	[image: c378_cee0301b2856cdf2c39e3ae42764e7e3c1357f48.png]

	sont nulles, la pression extérieure est nulle dans l’état d’équilibre. C’est la réciproque de la propriété que nous avons démontrée au no 10.

	 

	32. Considérons maintenant l’équation (36) qui est une des équations du mouvement ; en y remplaçant [image: c107_fe06244bc27928da09da0f0d8202aed23a10f480.png] par son développement [image: c379_3834c7cdc03d4e251264dab94f4dad9682933aa6.png] elle devient : 

	[image: c380_90e751de58094724df7bdd5f18280dcf7bbfec6f.png]

	[image: c310_78c9a2942bba712cd13edccee7704d2f4c9fb835.png] étant linéaire et homogène par rapport aux dérivées partielles, [image: c381_4babaeddeb85a6825eff3856aee0d709cf99e99d.png] est une constante ; la dérivée de cette fonction par rapport à [image: c178_87f9e315fd7e2ba406057a97300593c4802b53e4.png] est nulle et le premier terme du second membre de l’équation disparaît. Les équations du mouvement se réduiront donc à :

	[image: c382_9fbe81423143e8c930e99488c842dcb408fd72bd.png]

	 

	33. Équations du mouvement dans les corps isotropes. — Dans le cas des corps isotropes, la fonction [image: c122_79ef0756ecb087443b9b70971bbd1fb61d41cdb5.png] est donnée par la relation (27) (24) : 

	[image: c276_6ef249aa103a90165ed0649e99ac94399de0dacf.png]

	En portant cette valeur dans les équations du mouvement, la première de ces équations devient : 

	[image: c383_e190c2f8f1662d117c373225dffa0d231b88c75c.png]

	Cherchons la valeur de chacun des termes qui composent le second membre. 

	De la valeur de [image: c279_715131ccf06a4d6af0074374757de835af3889e4.png] donnée par la relation (26) (22) on tire : 

	[image: c384_225d205ffe9e4f48ab8ff643428b1df4907ae463.png]

	et, par suite,

	[image: c385_27abd0df2fa34a0bd252ecfd8ce3b15f924c5c36.png]

	 

	En additionnant ces dernières égalités, on obtient : 

	[image: c386_a7d00bd546746915b7555d774b404e46d1db0f64.png]

	le coefficient [image: c387_b43d0ea3c9c025af1be9128e62a18fa74bedda2a.png] disparaît donc des équations du mouvement, mais il entrerait dans la valeur des pressions si l’on cherchait ces quantités dans le cas des corps isotropes.

	En se reportant à la valeur de [image: c277_32db8e791eaa12e32afc8fc1d60386643e43e315.png] donnée par la relation (24) : 

	[image: c388_55f73aec0d2e05350ecb2dcc9536bc2e8381bc2f.png]

	on en déduit :

	[image: c389_621cdb899fb7984dc6020f4992e3fe502e88e3d6.png]

	et

	[image: c390_5dff1aee101e3c499e895cf64fa8c6d8684bbcc9.png]

	Cherchons maintenant la valeur du terme contenant [image: c391_5203dd4927c74c4a3fd5873f14e3132ecbbdad6a.png] nous aurons 

	[image: c392_93784c4fb6edbf1b62c82bf018357ffcd765d6e7.png]

	 

	et

	[image: c393_f577668d2f70226772d748379314737ce3f269ae.png]

	Par conséquent, les équations du mouvement deviennent : 

	
		

				(38) 

				[image: c394_cb31766d468be1ca48338ccbcd80003d2aed635f.png] 

				 

		

	


	Elles contiennent deux coefficients arbitraires, qui se réduisent à un seul dans le cas où les forces sont centrales et la pression extérieure nulle dans l’état d’équilibre. On a vu, en effet (27), que l’on avait alors : 

	[image: c395_5a68d10d4ad2a1f500a4f5b7c89caefeae63e40c.png]

	ce qui donne

	[image: c396_4b0c7e64902adad99244d86c9fbf70937e380c24.png]

	 

	34. Mouvements longitudinaux et mouvements transversaux. — Nous allons montrer que le mouvement d’une molécule d’un milieu isotrope peut être considéré comme résultant de la superposition de deux mouvements ; nous appellerons l’un, mouvement transversal, l’autre, mouvement longitudinal, et nous justifierons plus tard ces dénominations.  

	Prenons les équations (38), dérivons la première par rapport à [image: c126_feff4d40084c7351bf57b11ba2427f6331f5bdbe.png] la seconde par rapport à [image: c127_99bd9829c9ef4adcb0f9f5d53b27463a873a8e88.png] la troisième par rapport à [image: c129_47989a9b66a4ea8a0ec19e8159749fce8a9a8ca8.png] et additionnons ; nous obtiendrons 

	[image: c397_a237eed68dea17c4d84c6ace8ae0dfc260a20297.png]

	Or, on a, d’après la relation (25) :

	[image: c398_2782dfa3d23ad685693ede82c2e576f593b6a11a.png]

	par suite

	[image: c399_a474df299225a15f20f37dac46a4f49be714abac.png]

	et

	[image: c400_b104690b0ac61ace88c2be3f6e41e032d11070f8.png]

	On voit donc que la somme précédente peut s’écrire : 

	[image: c401_cee5282e3c279a6d41c1dd4aafb0bd81bb68f66a.png]

	équation différentielle à laquelle doit satisfaire la fonction [image: c402_660bf75a4811070bdb8a953d867b3ca61d66832e.png] Si on suppose qu’à l’origine des temps, c’est-à-dire pour [image: c403_55ff4c2b109c38fe7038da6238ae875f4d37e643.png] la fonction [image: c245_bc927b19f46d005b4720db7a0f96cd5b6f1a0d9b.png] et sa dérivée par rapport au temps sont nulles, l’équation précédente montre que la dérivée seconde est encore nulle. En dérivant cette équation, on en obtiendrait une nouvelle de laquelle on conclurait facilement que la dérivée troisième de [image: c245_bc927b19f46d005b4720db7a0f96cd5b6f1a0d9b.png] par rapport au temps est nulle pour [image: c404_9248d91021260015d75d2b7540612616bbb36b88.png] Les autres dérivées seraient également nulles, ce qui exige que la fonction [image: c245_bc927b19f46d005b4720db7a0f96cd5b6f1a0d9b.png] soit identiquement nulle. Les petits mouvements pour lesquels la fonction [image: c245_bc927b19f46d005b4720db7a0f96cd5b6f1a0d9b.png] est identiquement nulle sont les mouvements appelés transversaux.

	 

	35. Considérons les quantités 

	[image: c405_2881ae8d897947f757c82ad3c44f31021fde0b03.png]

	et cherchons l’équation différentielle qui les lie. Pour cela, différentions la seconde des équations (38) par rapport à [image: c129_47989a9b66a4ea8a0ec19e8159749fce8a9a8ca8.png] la troisième par rapport à [image: c127_99bd9829c9ef4adcb0f9f5d53b27463a873a8e88.png] et retranchons : nous aurons

	[image: c406_009f3d9a954115ed7bd51159c40338194aa05150.png] 

	ou

	[image: c407_4f4a1400b4000339f3f5e892e60dede410dd592d.png]

	Nous obtiendrions de la même manière deux autres relations analogues :

	[image: c408_9bf290a8957dc1de7e4362441d1ca8d491e23294.png]

	Si, pour [image: c403_55ff4c2b109c38fe7038da6238ae875f4d37e643.png] les quantités [image: c409_30dcc93e14b40416ed2d1391bc6c08ee99fa5ff6.png] [image: c410_e7ba401aee0189f8031d21020a0c640a03339c9c.png] [image: c411_b63319714d990d397fea530842ba42f4b266ebeb.png] et leurs dérivées du premier ordre sont nulles, les relations précédentes montrent que, pour cette même valeur de [image: c412_4ea3ad87830a1055c7b85c04cf940cfd3b847ae6.png] les dérivées de second ordre le sont aussi. En différentiant ces relations, on en obtiendrait de nouvelles montrant que les dérivées du troisième ordre sont nulles pour [image: c404_9248d91021260015d75d2b7540612616bbb36b88.png] Par conséquent les fonctions [image: c409_30dcc93e14b40416ed2d1391bc6c08ee99fa5ff6.png] [image: c410_e7ba401aee0189f8031d21020a0c640a03339c9c.png] [image: c411_b63319714d990d397fea530842ba42f4b266ebeb.png] sont identiquement nulles. Les mouvements pour lesquels il en est ainsi sont appelés mouvements longitudinaux. 

	 

	36. Remarquons que les trois relations identiques 

	[image: c413_1e35f8e8391203618fdfccea1a6db25ee5dc75db.png]

	[image: c414_0fa77d685a0ff0a71664c50576f75c2a0ad5e356.png]

	sont les trois conditions nécessaires et suffisantes pour que la quantité

	[image: c415_6c5574d032414e79c300295044d9de3f5900a4d5.png]

	soit une différentielle exacte. Dans le cas des mouvements longitudinaux, nous pouvons donc poser

	[image: c416_af9fb2b6f2c4cdfeccef2093a9b9f32c23eeded2.png]

	et alors on a :

	[image: c417_371edc3d4b5b20b47ad065902ebb7ac247ab5271.png]

	 

	37. Ces préliminaires établis, considérons un déplacement [image: c25_5d59525edc6aa51bb96934ef310ab3f950b520cd.png] [image: c124_58df040ac1b922ab90bec04b75b9ac3156d544ea.png] [image: c184_8843b83e5b60116bafbba232629752394ad08e56.png] Pour démontrer que le mouvement peut être considéré comme résultant de la superposition d’un mouvement longitudinal et d’un mouvement transversal, il faut montrer que l’on peut avoir 

	[image: c418_dafdea9b2a2b7e1d01fe9e93d2d6a261e61bd68c.png]

	[image: c419_9db1b71d8610cf217f97f271e71ed6dc75bf23d1.png] se rapportant à un mouvement transversal, et [image: c420_9bab4dc4409fa7d3c7868da8254acc2fa3418449.png] [image: c421_707bc40e96acb602bb74be6f3ae5f93e0a3441ac.png] [image: c422_04cc977cc69332bdad0468faa74f790983a6658b.png] à un mouvement longitudinal. Nous aurons, d’après ce qui précède :

	[image: c423_e74e4bea8ad7c61118b9b27c8cc54d350d8d1d26.png]

	et, par suite,

	[image: c424_be2ed00d590c27ea0d8f48674166808ffa0e92e3.png]

	[image: c419_9db1b71d8610cf217f97f271e71ed6dc75bf23d1.png] satisfaisant à l’équation différentielle des mouvements transversaux,

	[image: c425_6a731af3b89ebcbee0ac3c81344a25b405c6bd14.png]

	Différentions successivement [image: c25_5d59525edc6aa51bb96934ef310ab3f950b520cd.png] [image: c124_58df040ac1b922ab90bec04b75b9ac3156d544ea.png] [image: c125_2579c0a35d39cc67c4fab7a644b786cf6d22ec16.png] par rapport à [image: c126_feff4d40084c7351bf57b11ba2427f6331f5bdbe.png] [image: c127_99bd9829c9ef4adcb0f9f5d53b27463a873a8e88.png] [image: c128_bf368e72c009decd9b6686ee84a375632e11de98.png] et additionnons : nous aurons 

	[image: c426_a6cf639dee8a3b0679b1de095c6361f535d10836.png] 

	relation qui, d’après nos hypothèses, se réduit à

	[image: c427_03e2a06c3b626d39361c546f8a3977194129b229.png]

	D’après l’équation de Poisson, la somme des dérivées secondes du potentiel en un point est égale à [image: c428_9d494c61861d107cf3f53add5b0323658203a2e8.png]
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