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			Presentación

			La lógica es la madre de las matemáticas. El lenguaje es el padre1.

			La lógica es una disciplina que cubre prácticamente todas las áreas del conocimiento humano. Su historia se remonta a los orígenes de la sociedad y su desarrollo es actualizado permanentemente por las contribuciones de la comunidad académica y profundos aportes de pensadores geniales. Muchos eruditos se han dado a la tarea de compilar, comparar y contrastar el pensamiento lógico de los más grandes filósofos de todos los tiempos -tres de ellos, Aristóteles, Leibniz, Godel- pasando por Crisipo, Duns Scoto, Spinoza y Ockham; los precursores de la lógica moderna, como de Morgan y Boole; los nuevos fundadores, Frege, Russell, Wittgenstein; y quienes la han colocado en un pedestal: Gentzen, Turing, C. S. Peirce, Quine, Tarski, Hilbert, Lukasiewicz, Robinson. Para hacer justicia, no solo hay una lógica llamada clásica, a la que le otorgan la supremacía y aparece como la oficial en los libros de texto. Están las lógicas: de la relevancia, modal, deóntica, difusa y paraconsistente. Los pensadores que están vivos aún discuten si hay una o varias lógicas. Lo que no parece justo es denominar clásica a la lógica que perdió el trono, por la emergencia de otras nuevas lógicas. Cada una se ajusta, como el vestido del sastre, al contexto del lenguaje natural en el que se explica, se razona y se acomoda. Por tal razón, y sin ofender a nadie, se debería denominar lógica convencional, a la oficial, o sea, a la lógica ‘clásica’, y a las demás que le dieron sus autores. Gladys Palau cuenta que Miró Quesada postula la existencia de una lógica, “que es la que usamos espontáneamente cuando pensamos racionalmente y que además es el fundamento en torno al cual se han constituido todas las demás lógicas, a la que él denomina precisamente nuestra lógica” (Palau 2012, página 192). 

			De esta enorme cantidad de conocimiento, expongo el área que es una necesidad viva para todo aquel que quiera desarrollar creativamente el pensamiento con un pie sobre la tierra: se hace referencia, por supuesto, al área del razonamiento lógico. Este no es un libro sobre lógica. Mucho menos, sobre lógica matemática; es un libro sobre el razonamiento lógico. El razonamiento lógico obedece a un encadenamiento de premisas en las que las reglas aceptadas como válidas se aplican, eslabón por eslabón, hasta producir las conclusiones, que es lo que se denomina la consecuencia lógica. Aunque es inevitable que le pueda servir a un matemático, se encuentra escrito para los estudiantes de educación media y superior, docentes y todo profesional sin distingo alguno.

			Mi libro se ha concentrado en el razonamiento y la argumentación deductiva, o sea, en lo que tradicionalmente corresponde al cálculo proposicional y de predicados, o como ahora se le llama, lenguaje de primer orden; enfocado en el ámbito del sistema de la deducción natural, para relievar, críticamente, su íntima relación con la lógica del lenguaje natural; ambos lenguajes, desde sus ámbitos, están entrelazados y acoplados por las reglas de inferencia, la validez, la argumentación, la deducción y la prueba, pero pocos dicen cual es el entrelazamiento entre uno y otro sistema, o si uno refleja de algún modo el otro, o si lo simbólico proviene de formalizar reglas de la mente, o si su relación es meramente convencional. Descubrí -un poco tarde- que la estructura simbólica del lenguaje natural y la existencia de un isomorfismo entre los dos es la única explicación posible del vínculo que une y separa ambos lenguajes. El que avisa no es traidor. y por eso es mejor advertir que, lo que me propongo es establecer esta distinción drástica, radical, entre el lenguaje simbólico, formal, artificial, y el lenguaje cotidiano, natural, para así mostrar el entrelazamiento que los separa y los une, que es lo que se ha de denominar el isomorfismo natural.

			En el salón de clases, a la lógica clásica, simbólica, se le asigna el nivel de teoría, mientras que el lenguaje natural sirve para dar ejemplos didácticos, como si su rol fuera de servicio doméstico del lenguaje simbólico. Esto es un grave error, que lamentablemente, es de muy difícil corrección. En este libro, ambos tendrán el mismo estatus, la misma importancia, aunque preferiblemente, el énfasis del razonamiento lógico deberíamos colocarlo en el lenguaje cotidiano. Para ello, basta un ejemplo; el primer astronauta sueco Christer Fuglesang, en su visita a Colombia, al referirse a la biblia, declaró: “Si atas tus creencias a un libro escrito hace miles de años, entonces no eres un científico” (El Tiempo, 2018); esta profunda reflexión sobre la distinción entre fé y ciencia, expresada en modo condicional, se simboliza en el cálculo proposicional como [image: ], lo que no le dice absolutamente nada al estudiante. Mientras que, en el lenguaje natural, separado el antecedente del consecuente en premisas visibles y ocultas, y acordadas las reglas que validen la argumentación y la conclusión se podría enriquecer el razonamiento lógico en el salón de clases. 

			Como es inevitable el cálculo axiomático, he abierto un capítulo sobre los axiomas lógicos, lo que nos permitirá distinguir y comparar entre los sistemas de deducción natural y la axiomática de los procesos deductivos. Debido al desarrollo inicial, vertiginoso y luego al descenso en la teoría de conjuntos, se pretende introducir, además de los lenguajes de primer orden y la deducción natural y axiomática, otro capítulo sobre la teoría axiomática de conjuntos, como ilustración de cómo se razona ‘correctamente’, manteniéndome dentro de los límites clásicos, esto es, en el proceso deductivo tradicional, que es aquel que aborrece las contradicciones. Cualquier concesión a sistemas inconsistentes abriría inevitablemente una brecha por la que se colaría la lógica paraconsistente (que no dudamos será la innovación disruptiva en el aula de clases, y eso tendría que ser materia de otro libro). Aunque por lo general se deja de lado el tratamiento de las contradicciones (algo tan inherente a la naturaleza humana), se hará una excepción: se trata del modo como se usa en el salón de clases el condicional lógico, ese que en el lenguaje natural está compuesto por el antecedente y el consecuente. Se sostendrá en el texto que el nexo entre el antecedente y el consecuente es una cuestión fundamental para la comprensión y el aprendizaje de la lógica, cualquiera que esta sea. De manera que, el objetivo es lograr que en los cursos de lógica haya una total atención al condicional que establece un vínculo tan profundo entre antecedente y consecuente que invita a razonar, todo lo contrario de la denominada implicación material, lo cual será el objetivo del capítulo final, donde se expondrán varias alternativas para explicarla y en lo posible sustituirlo por otra que se denominará implicación natural. Propondré también que se elimine el nombre de fórmula bien formada a lo que de ahora en adelante deberíamos llamar forma lógica.

			El interés por escribir este libro siempre fue lo que se conoce como análisis no estándar y sus aplicaciones al cálculo infinitesimal, área que me introdujo el emérito y siempre recordado matemático mexicano, Carlos Imaz Jahnke. Con su apoyo y el de un gran educador matemático, Luis Moreno Armella, logré concluir mi doctorado en la construcción de didácticas de la transformada de Fourier en el campo hiperreal. Solo mucho tiempo después, me involucré en la disciplina de la lógica, donde apenas llego a la categoría de estudioso del tema. Hace varios años, al intentar fundamentar nuevamente el campo de los números hiperreales, Carlos Ivorra, profesor de la Universidad de Valencia, España, me dijo que no lo lograría, a menos que hiciera un estudio profundo de la lógica. He seguido su consejo tan al pie de la letra, que he abandonado la idea inicial y me dedico completamente al razonamiento lógico. En los últimos años, me concentré en dictar unos cursos de esta materia de primer semestre de la Universidad Autónoma del Caribe (bastante superficiales, vale la pena reconocerlo), para lo cual escribí unas Notas de Clase con el profesor Darwin Peña. La experiencia vivida con los estudiantes me motivó para introducir una crítica a los métodos de enseñanza y dio luz a este ensayo donde se pretende deslindar campos sobre el vínculo entre el lenguaje simbólico y el razonamiento en el lenguaje natural.

			Un libro con este propósito no puede dejar de guiar a los lectores con una que otra frase de los fundadores, los autores y de todos los que contribuyeron y siguen aportando a la lógica matemática. Inicialmente, se pensó no colocar ejercicios prácticos en el desarrollo del texto, pero luego, por razones didácticas, acogiendo diferentes sugerencias, se decidió incluir, con cuidado, y al final de cada capítulo, una serie de ejercicios que esperan despertar algún interés en los lectores. Existe una constante referencia a generar una diferencia entre los autores vivos y fallecidos, que se hace innecesaria porque resta trascendencia al texto. Aunque casi nada sea una contribución personal, en el libro afirmo algunas veces en primera persona, siguiendo un consejo de un amigo. Así, puedo decir con bastante certeza2 que este libro solo compromete al autor quien asume su entera responsabilidad al haberlo escrito.

			Kemel George.

			

			
				
					1. Aforismo del autor de este libro.

				

				
					2. L. Wittgenstein, Acerca de la Certeza, GEDISA, Barcelona, Reimpresión, 2015.

				

			

		

	
		
			
Capítulo 1

			El lenguaje natural

			El pensamiento y el lenguaje son la clave para comprender la naturaleza de la conciencia humana (Vygotski, 2014)

			
El lenguaje natural

			El lenguaje natural es el que hablamos, escuchamos, escribimos y con el que nos comunicamos. La frase anterior la escriben y leen, a su modo, los chinos, los alemanes y los rusos en su lenguaje natural, que es el chino, el alemán o el ruso. Al lenguaje natural también lo llamamos idioma, lengua, lenguaje ordinario, cotidiano, lengua madre, propia o vernácula, así que el nuestro es el español, o más propiamente, el castellano. Los humanos pensamos, leemos, escribimos, entendemos, nos comunicamos, transferimos conocimiento y preservamos la cultura, a través de nuestra lengua madre. Hemos invertido más de cuarenta mil años en pensarlo y hablarlo, y luego, más de tres mil años3 en escribirlo y en leer lo que escribimos. Con el lenguaje, el homo sapiens conquistó el mundo (Harari, 2014, p. 32), seguramente con el concurso de otros homos4.

			El lenguaje natural es una de las invenciones más extraordinarias e innovadoras concebidas por la comunidad humana, y es muy probable que lenguaje y especie tengan la misma edad. Sorprende que sea tal su estrecha relación con el pensamiento humano que, de un modo que aún no comprendemos, el lenguaje natural logra representar, figurar, interpretar, componer y simbolizar los objetos reales y los objetos virtuales en la mente,  producir procesos de razonamiento lógico. Este es precisamente el tema que ocupa libro: lograr explicar y utilizar la capacidad que tiene el lenguaje natural (cuyos símbolos significan), para construir lenguajes simbólicos, formales o artificiales (caracteres sin significado alguno) con los que razonamos correctamente.

			Desde niños aprendemos que las unidades básicas del lenguaje natural son las letras o abecedario y que unidas estas letras forman las palabras o vocabulario. Pero no es claro explicar por qué una cadena de caracteres donde se mezclan vocales y consonantes, resulta ser el nombre del objeto que comprendemos, que adquiere significado y la denominamos palabra, con la que expresamos conceptos, que permiten hacer oraciones, enunciados, juicios y proposiciones, con los que razonamos.

			Los más destacados filósofos y pensadores profundos se han ocupado del lenguaje, finalmente convertido en objeto de una ciencia denominada lingüística, que comprende entre otras áreas, la gramática, la sintaxis, la semántica y la pragmática, y que hacen parte de algo más denso como la semiótica, la filología y las ciencias cognitivas. Es menos conocido que el lenguaje ha subvertido a la filosofía5 y la ha convertido en filosofía analítica (o filosofía del lenguaje).

			De todo este arsenal teórico, interesa destacar la asombrosa capacidad del lenguaje natural de establecer una asociación tan íntima entre la realidad externa o estados de hecho, y la mente que, al explicar esta realidad con palabras, algunos lleguen a identificar ambas realidades como una sola. Para dejar en claro nuestras propias ideas: no tengo ninguna duda de que hay una realidad exterior, fuera de la mente; no dudo que hay leyes de la razón, y que el lenguaje nos permite acoplar unas con otras en un sistema simbólico operado por reglas mentales que rigen el razonamiento lógico.

			
Las palabras y las cosas6


			Polonio “¿Qué estáis leyendo, mi señor?” Hamlet “Palabras, palabras, palabras”7

			La palabra es el sonido o conjunto de sonidos articulados que expresan una idea (RAE, 2001). El origen de palabra es el mismo de parábola (comparación, símil) que a su vez se deriva del griego parabolé (comparación, alegoría) (Soca, 2016).

			Los niños y algunos adultos perciben las palabras como si estuvieran adheridas a las cosas que designan y fueran parte integrante de ellas. Vygotsky (2014) dice que este fenómeno es característico de la conciencia lingüística primitiva y le adjudica a Humboldt la siguiente anécdota del campesino que, al escuchar la conversación de unos estudiantes de astronomía acerca de las estrellas, les dijo: “No me sorprende que los sabios con sus instrumentos hayan logrado medir la distancia entre la Tierra y las estrellas más lejanas y además conocer su tamaño y su curso, pero ¿cómo han podido descubrir sus nombres?” (p. 302).

			Este es un poema admirable de Blas de Otero, sobre el poder de la palabra: 

			Si he perdido la vida, el tiempo/ todo lo que tiré, como un anillo, al agua,

			Si he perdido la voz en la maleza/ me queda la palabra.

			Si he sufrido la sed, el hambre, todo/ lo que era mío y resultó ser nada.

			Si he segado las sombras en silencio/ me queda la palabra.

			Si abrí los ojos para ver el rostro puro y terrible de mi patria/ Si abrí los labios hasta desgarrármelos, me queda la palabra.

			Wittgenstein (1986. p. 17), en la primera página de Investigaciones filosóficas, cita a San Agustín, quien, en sus Confesiones, dice:

			Cuando ellos (los mayores) nombraban alguna cosa y consecuentemente con esa apelación se movían hacia algo, lo veía y comprendía que con los sonidos que pronunciaban llamaban ellos a aquella cosa cuando pretendían señalarla. En estas palabras obtenemos, a mi parecer, una determinada figura de la esencia del lenguaje humano (p. 17).

			Y añade:

			Las palabras del lenguaje nombran objetos, las oraciones son combinaciones de esas denominaciones. En esta figura del lenguaje encontramos las raíces de la idea: cada palabra tiene un significado. Este significado está coordinado con la palabra. Es el objeto por el que está la palabra (Wittgenstein, 1986, p. 19).

			Unos años antes, en las conferencias8 previas a Investigaciones Filosóficas, este citado autor, explicaba:

			Parece que hay ciertos procesos mentales definidos, vinculados con la actuación del lenguaje, procesos únicamente a través de los cuales puede funcionar el lenguaje. Quiero decir los procesos de comprensión y significación. Los signos de nuestro lenguaje parecen muertos sin estos procesos mentales; y podría parecer que la única función de los signos es inducir tales procesos, y que éstas son las cosas en las que deberíamos estar realmente interesados. Así, si se les pregunta cuál es la relación entre un nombre y la cosa que nombra, tenderán a contestar que la relación es una relación psicológica, y quizá al decir esto estén pensando particularmente en el mecanismo de la asociación. Nos sentimos inducidos a pensar que la acción del lenguaje consta de dos partes; una parte inorgánica, el manejo de signos, y una parte orgánica, que podemos llamar comprender estos signos, significarlos, interpretarlos, pensar. Estas últimas actividades parecen realizarse en un extraño tipo de medio: la mente; y el mecanismo de la mente, cuya naturaleza, según parece, no comprendemos completamente, puede producir efectos que ningún mecanismo material podría causar (Wittgenstein, 1986, p. 30).

			Hay que remontarse al Cratilo, unos de los famosos Diálogos de Platón, escrito en el año 360 A.C. para explorar la relación entre las palabras y las cosas que ellas representan, o mejor, entre la cosa y el nombre de la cosa. En ese diálogo, Cratilo sostenía que el signiﬁcado de las palabras viene dado de forma natural y otros, que la relación era arbitraria y depende del hábito de los hablantes (Platón, 2003). Jorge Luis Borges, registró este debate en este hermoso poema que se inicia así: “Si (como el griego aﬁrma en el Cratilo) / El nombre es arquetipo de la cosa/ En las letras de rosa está la rosa/ Y todo el Nilo en la palabra Nilo” (Borges, 1989, p. 263).

			El científico y premio Nobel, Werner Heisenberg, para explicarnos la extraordinaria dificultad del lenguaje en expresar la mas profundo e íntimo de los fenomenos de las partículas elementales, afirma: “No es sorprendente que nuestro lenguaje sea incapaz de describir los procesos que tienen lugar dentro de los átomos, porque, como se ha señalado, se inventó para describir las experiencias de la vida cotidiana, que constan únicamente de procesos que implican cantidades extraordinariamente grandes de átomos […]” “Las palabras solo pueden describir aquello de lo que podemos formarnos una imagen mental, y esta capacidad es también el resultado de la experiencia cotidiana” (Heisenberg, 2011, p. 185). Este físico parece decirnos: donde llega la poesía no llega la ciencia. Roland Barthes escribió: “En el orden del saber, para que las cosas se vuelvan lo que ellas son, lo que ellas han sido, hace falta ese ingrediente, la sal de las palabras” (citado en Vargas-Llosa, 2018, p. 63). 

			
Significado de la palabra

			Uno de más grandes teóricos de la psicología, Liev Semionovich Vygotski9, contemporáneo con Wittgenstein, se planteó el problema de encontrar una unidad indivisible del pensamiento lingüístico, aquella que conserve las propiedades inherentes al conjunto en su totalidad, y resolvió que tal unidad es el significado de la palabra. “El significado es parte integrante de la palabra, pertenece al dominio del lenguaje en igual medida que en el pensamiento. Sin significado, la palabra no es tal, sino sonido huero, y deja de pertenecer ya al dominio del lenguaje” (Vygotski, 2014, p. 21).

			¿Y que hace que una palabra lo sea? Pues simplemente, que la gente la use: 

			El significado es el uso que hacemos de la palabra, se podría, pues, decir: la definición ostensiva explica el uso -el significado- de la palabra cuando ya está claro qué papel debe jugar en general la palabra en el lenguaje (Wittgenstein, 1986, p. 47). 

			Sigamos esta idea de Wittgenstein. Se trata del uso que se hace de la palabra en un contexto lingüístico, que hace que signifique: “¿Entonces el significado es en realidad sólo el uso de la palabra? ¿No es la manera en la cual este uso interviene en la vida? ¿Pero no es su uso una parte de nuestra vida?”. (Wittgenstein, 1992, p. 123). 

			Retengamos esta doble idea: lo que hace que la palabra esté en el dominio del lenguaje es que signifique, y este significado no es otra cosa que el uso que hacemos de ella.

			
Lenguaje y pensamiento

			Pensamos con imágenes, con figuras, con recuerdos, con gestos. Pero ¿Se puede pensar sin usar el lenguaje? Aquí hacemos referencia a un aspecto fundamental, que ha ocupado la atención de grandes teóricos y mentes brillantes; no hay actividad lógico racional sin vehículo lingüístico. 

			Raciocinios muy simples, por ejemplo, algunas inferencias inmediatas, aparentemente se pueden hacer sin recorrer de manera sistemática al aparato del lenguaje. Pero los resultados acabados y finales de la razón se materializan en contextos lingüísticos. Así las leyes lógicas terminan por ser caracterizadas por medio del lenguaje. Por lo tanto, si queremos conocer los principios lógicos, es imprescindible tratar algunos aspectos del lenguaje. Podemos afirmar que las leyes de la razón, o lo que es igual las leyes de la lógica, son susceptibles de ser obtenidas por medio del análisis del lenguaje (Sánchez, Serrano y Peña, 2009, p. 1010).

			Vamos a detenernos ahora en Gottlob Frege, cuya obra y aportes a la lógica han sido comparados con los realizados por Aristóteles. Frege delimita claramente la lógica de cualquier otra área del pensamiento: “Así como la palabra bello señala la dirección de la estética, y bueno la de la ética, del mismo modo “verdadero” señala la de la lógica” (Frege, 2013, p. 197).

			Llamo pensamiento, sin querer dar con esto una definición, a algo para lo cual la verdad puede entrar en consideración. Cuento en los pensamientos tanto lo que es falso como lo que es verdadero. Así puedo decir: el pensamiento es el sentido de una oración, sin querer aseverar con esto que el sentido de toda oración sea un pensamiento. El pensamiento imperceptible en sí, se viste con el ropaje perceptible de la oración, con lo que somos capaces de captarlo. Decimos que una oración expresa un pensamiento (Frege, 2013, pp. 200-201).

			
La palabra del año

			Entre tantos homenajes y reconocimientos que se le hacen a la palabra, queremos mencionar, como hecho curioso, el concurso que anualmente realizan algunas organizaciones internacionales. Todos los años, el Diccionario Oxford escoge la que considera la palabra del año. De acuerdo con un conocido periodista: 

			Los sabios de Oxford la escogieron como lo hacen siempre desde hace 12 años: primero, recolectando todo lo que se dice en inglés, en el mundo entero, en periódicos, libros, revistas, etcétera; luego, mandándole eso a un programa de computador que identifica tendencias, voces recurrentes, conceptos cada vez más populares. Y ahí sí se mueve el cernidor y se da la discusión hasta que vayan quedando las castañas en el fuego, las palabras más importantes y usadas del año (Constain, 2016, párr. 4). 

			A este escritor, según sus propias palabras, le fascina volumnesia – olvidarnos de los que nos disgusta.

			En el 2013 se escogió escrache, que según el Diccionario es la “acción intimidatoria que realizan los ciudadanos contra personas del ámbito político, administrativo o militar, que consiste en dar difusión, ante los domicilios particulares de estas o en cualquier lugar público donde se las identifique, a los abusos cometidos durante su gestión”. En el 2015, se escogió emoticón (en inglés, emoji). 

			Es la primera vez que la Palabra del Año del Diccionario Oxford no es una palabra, sino una pictografía denominada en inglés emoji de “Cara con lágrimas de alegría”, informó el célebre diccionario británico y añadió que el emoji venció a sus contendientes por ser el que mejor reflejaba el carácter, ánimo y preocupaciones de 2015 (Rubio Hancock, 2015, párr. 1).

			Desde el 2013, la Fundéu BBVA se ha propuesto encontrar la palabra del año. La ganadora, que se da a conocer cada 30 de diciembre, se escoge entre la docena de términos preseleccionados por el equipo de la Fundéu de acuerdo con criterios lingüísticos y periodísticos. La ganadora, que no tiene que ser necesariamente una voz nueva, ha de suscitar interés por su origen, formación o uso y haber tenido un papel protagonista en el año de su elección. Algunas que concursaron fueron gastroneta, disruptivo y clictivismo. 

			En el 2016, la ganadora fue una palabra política y sociológica; un concepto académico y compuesto, no tan nuevo, que fue abriéndose cada vez más espacios en los medios de comunicación y en la calle, y que parecería haber sido creado para nombrar a la perfección todos los episodios delirantes por los que atravesó este año la pobre humanidad. Esa palabra es la posverdad (Constain, 2016, párr. 3).

			Ese optimismo está perdiendo oyentes, y durante todo el año 2018 no se ha vuelto a saber de ella, ya que ha sido por reemplazada por fake news, o noticias falsas. Todas estas tienen algo en común: no existían antes, y su uso social les otorga un significado que las convierte en palabras.

			
Nacimiento y extinción de las palabras

			Las palabras nacen y se extinguen. Estas son algunas opiniones que explican por qué algunas palabras solo se encuentran en los libros de historia o en la memoria de nuestros abuelos. 

			¿Qué es una palabra moribunda? Una palabra que está a punto de morir. Un término al borde del desuso, un vocablo que ha caído en el olvido. Sin embargo, cada una de estas voces permanece en la memoria de los hablantes. Sus acepciones pertenecen a contextos cotidianos pero sus orígenes son de lo más variopinto. Hay palabras viajeras, que han atravesado océanos, hay expresiones nacidas en el cine, hay fórmulas recientes y modernas rápidamente relegadas (Casa del libro, 2018).

			Un famoso periodista narra sobre lo que fueron palabras y ya no lo son.

			Hay términos que, como todas las criaturas del mundo, nacen y crecen, pero también se mueren. Una de las muchas expresiones singulares que me llaman la atención es amover, que dejó de usarse en el siglo diecinueve. Se refería a la destitución de un servidor público. Hoy se dice remover. Otra que me causó asombro es la palabra haiga, que a simple vista parece un barbarismo ignorante en lugar de haya. Nada de eso: haiga existe en el diccionario de la Real Academia, con vida propia, y se refiere a aquellos automóviles grandes, aparatosos, ostentosos y normalmente de origen norteamericano, dice el propio diccionario, en un delicado alarde de humor y sutileza (Gossain, 2017, párr. 16).

			Y concluye:

			Ahora vengo a enterarme de que yo soy un glabro. Cuando vi la palabra por primera vez me sentí aterrado, y hasta estuve a punto de desmayarme, porque pensé que se trataba de una enfermedad incurable o de alguna chifladura mental. Después, para tranquilizarme, me explicaron que un glabro no es más que un recalvastro. Fue entonces cuando el asunto se puso peor de bueno, como dicen sabia y graciosamente. Según el Diccionario de la Real Academia Española, que es la única autoridad legítima en estas materias, nuestra lengua tiene hoy alrededor de ochenta mil palabras oficialmente registradas, las cuales llegarían a un poco más de cien mil si les agregamos los americanismos (Gossain, 2017, párr. 23).

			
Concepto y objeto

			Pocas veces nos hemos detenido en el uso de las palabras concepto y objeto. Es tan delicada y profunda esta distinción que Frege (2013) observa:

			Ahora bien, esta esencia del concepto constituye un gran obstáculo para la expresión adecuada y para la comprensión. Cuando quiero hablar de un concepto, el lenguaje me obliga, con una fuerza casi irresistible, a usar una expresión inadecuada que oscurece -casi podría decir que falsea- el pensamiento” (Frege, 2013, p. 125). 

			Es irresistible en el lenguaje llamar ‘concepto’ a toda palabra que designe un sustantivo o un objeto. Será por eso que Frege llama a la palabra que designa un concepto, ´palabra para concepto’.

			Según RAE (2001), el concepto (del latín conceptus) “es la idea que concibe o forma el entendimiento”. O también, es el pensamiento expresado con palabras (¿como distinguir entonces la palabra del concepto?). De acuerdo con el Diccionario, formar concepto es determinar algo en la mente después de examinadas las circunstancias. Como veremos en adelante, estas son expresiones que no alcanzan a dar una idea precisa de lo que denominaremos concepto, ni lo que lo distingue de la palabra que lo denomina. Wittgenstein (1973) distinguirá entre el concepto formal y el concepto ordinario o externo, lo que nos permitirá distinguir entre el concepto como vulgarmente se entiende, y como se usa lógicamente.

			Aristóteles (384 – 322 AC11) es quizá el más profundo pensador que haya existido e influido en el mundo occidental. A él se le atribuye haber fijado los primeros principios del conocimiento en diferentes áreas como la lógica, la física, la biología y la ética. Fue el primero en usar los primeros ‘conceptos’ de sustancia, acto, materia y forma, género, especie, asi como el juicio y el silogismo. Estos términos (como llamaba a los conceptos), familiares en todo el mundo, se le deben al Estagirita12. Kant (2006), en la Introducción a la Crítica de la Razón Pura, plantea que no solo existe conocimiento a priori, esto es, independiente de la experiencia e, incluso, de las impresiones de los sentidos, sino que hay conceptos puros a priori. Coloca el ejemplo del concepto empírico de cuerpo, al que se le puede ir eliminando gradualmente todo lo que tal concepto tiene de empírico: el color, la dureza o blandura, el peso, la misma impenetrabilidad. Queda siempre el espacio que dicho cuerpo (desaparecido ahora totalmente) ocupaba. No podemos eliminar este espacio (pp. 42-44).

			Putnam (1975) dice que:

			Los conceptos son construcciones o imágenes mentales por medio de las cuales comprendemos las experiencias que emergen de la interacción con nuestro entorno. Estas construcciones surgen por medio de la integración en clases o categorías, que agrupan nuestros nuevos conocimientos y nuestras nuevas experiencias con los conocimientos y experiencias almacenados en la memoria. Se considera una unidad cognitiva de signiﬁcado; un contenido mental que a veces se deﬁne como una unidad de conocimiento (p. 218).

			 Richard Skemp, dice:

			Un concepto es una idea; el nombre de un concepto es un sonido, o una marca sobre el papel, asociada con él. Esta asociación puede formarse después de que el concepto ha sido formado (“¿Cómo se denomina esto?”), o en el proceso de formarlo. Si cada vez que se encuentra un ejemplo de un concepto se escucha o ve el mismo nombre, cuando el concepto se forma, el nombre se ha asociado tan estrechamente con él, que no son sólo los niños los que le confunden con el concepto mismo. En particular, los números (que son conceptos matemáticos), y los numerales (los nombres que usamos para los números) se confunden ampliamente (Skemp, 1993, p.27). 

			Los conceptos tienen vida propia: “Una vez nacidos, obedecen a leyes que les son propias. Ellos se atraen, se repelen entre sí, se unen, se dividen a sí mismos y se multiplican” (Durkheim, 2001)

			Otra característica relevante del concepto es que puede ser expresado mediante otros conceptos y en varias ‘palabras para conceptos’; aurora boreal, sistema solar, discriminación racial. Un concepto tiene la capacidad de generar nuevos conceptos y cambiar sus contenidos de acuerdo con los avances de las ciencias y el tiempo. 

			“La matemática consiste de conceptos. No de lápices, o tizas o marcadores, no de triángulos o conjuntos físicos, sino de conceptos, los cuales pueden ser sugeridos o representados por objetos físicos” (Hersh, 1999, p. 15). 

			De otra parte, están los objetos. Los objetos de la matemática no son objetos físicos, pero tampoco conceptos, según otra opinión de expertos: 

			En matemática se habla más frecuentemente de “objetos matemáticos” que, de conceptos matemáticos, en cuanto a que en matemática se estudian preferentemente objetos más que conceptos. “La noción de objeto es una noción que no puede no utilizarse desde el momento en el que nos interrogamos sobre la naturaleza, sobre las condiciones de validez o sobre el valor del conocimiento (Duval, citado por D’Amore y Radford, 2017, p.71). 

			En el aula de clases podemos decir con algún rigor, que hay unos ‘objetos físicos’ y hay otros, ‘objetos de conocimiento’. Y, siguiendo a Frege, podemos afirmar que las ‘palabras para conceptos’ de la aritmética son: la suma, el producto, el orden. En geometría, son familiares al lector, punto, recta, plano, triángulo, círculo. Tiempo, masa, energía, fuerza, velocidad, movimiento, son conceptos fundamentales de la física. Un poco más particular: sistema inercial, velocidad de la luz, electrón, gravitación, son conceptos de la teoría de la relatividad; molécula, peso atómico, densidad, elemento, son conceptos fundamentales de la química. En la justicia, los abogados se reﬁeren en sus exposiciones a palabras para conceptos como el derecho, la justicia, la ley, el dolo, la pena de muerte, los falsos positivos; en el deporte abundan, como gol, fuera de lugar, arco, árbitro, barras bravas. Y en el turismo son conceptos conocidos el hotel, huésped, línea aérea, pasaporte. En todas y cada una de las ciencias, las disciplinas, la cultura, el arte y otras actividades humanas, en el lenguaje natural cualquiera que sea la comunidad de hablantes, hay palabras que denominan conceptos, aunque, repetimos, hay que tener cuidado en no llamar concepto a todo lo sea nombre de cosa, y no sepamos bien que distingue el concepto del objeto. O siguiendo a Wittgenstein (1973), todas las anteriores palabras denominan conceptos ordinarios o externos, como vulgarmente se entiende.

			Frege (2013), en su ensayo Sobre concepto y objeto, plantea que “el concepto -tal como yo entiendo la palabra- es predicativo”, o sea, es la referencia de un predicado gramatical y lo distingue radicalmente de lo que es un objeto: “Por el contrario, un nombre de objeto, un nombre propio, es totalmente incapaz de ser usado como predicado gramatical” (p. 125). Para Frege (1973), el artículo determinado singular siempre señala un objeto, mientras que el indeterminado acompaña a una palabra para concepto. En la Introducción de los Fundamentos de la Aritmética, establece uno de sus principios fundamentales: “El significado de las palabras debe ser buscado en el contexto de todo el enunciado, nunca en las palabras aisladas; hay que tener siempre presente la diferencia entre concepto y objeto” (Frege, 1973, p. 130).

			En sus comentarios Frege (2013) dice: “La relación lógica fundamental es la de caer un objeto bajo un concepto, a ésta se pueden reducir todas las relaciones entre conceptos, […]. El concepto es, según lo dicho, una función de un argumento, cuyo valor es siempre un valor de verdad” (p. 113). El concepto es predicativo, esta es la ‘esencia del concepto’ a la cual se refería Frege. Puede observarse como ‘cae el objeto bajo el concepto’. Esto es lo que distingue el objeto del concepto, y de allí la importante polémica sobre ‘el concepto caballo’ (Chica-Pérez, 2018): “Bucéfalus es un caballo”, Bucéfalus es el objeto y ‘es un caballo’ el concepto (p. 154). Cuando le intentan refutar a Frege que ambos términos se confunden, y colocan el ejemplo “el concepto caballo es un concepto fácil de adquirir” la respuesta es precisa y desconcertante: ’El concepto caballo’ es el objeto que cae bajo un concepto, que “es un concepto fácil de adquirir”. Muy cerca de Frege, Wittgenstein (1992) afirma: “Cuando Russell y Frege hablan de concepto y objeto, se refieren, en realidad, a propiedad y cosa. ‘Concepto y objeto’ de Frege (2013), no son otra cosa que sujeto y predicado”.

			Si decimos “Bogotá es la capital de Colombia”, tenemos que el predicado es la capital de Colombia es el concepto y Bogotá es el objeto. Como tal objeto cae bajo el concepto, el enunciado “Bogotá es la capital de Colombia” es verdad. Estos principios establecerán una ruptura entre las concepciones anteriores y las actuales sobre la lógica y la matemática. Son las bases de la fundación de la filosofía del lenguaje.

			
Concepto y conocimiento

			Siguiendo a Frege (2013), hemos distinguido entre concepto y objeto. Un objeto es algo externo, como parte de una realidad del mundo distinta a nuestras ideas. El concepto nos permite referirnos a aquellas características esenciales o importantes de un objeto, de un proceso, de una teoría, de productos del conocimiento, que caen bajo conceptos. Son objetos de conocimiento la inteligencia, el inconsciente, la conducta animal, la vida, el cielo, la sociedad humana; en torno a ellos se han construido ciencias que los tienen como objeto, como la psicología, el psicoanálisis, la etología, la biología, la astronomía, la sociología. En cada una de ellas, abundan los conceptos bajo los que caen los objetos.

			Los conceptos, en cuanto clases, presentan un carácter genérico y abstracto. La palabra libro, no trata únicamente de un libro de física, química, matemática o literatura, sino de cada uno de los libros existentes y posibles que se encuentren en el universo. Cada uno de ellos es un objeto que cae bajo el concepto de lo que se predica. Y si afirmamos “Baldor es un libro” del objeto “Baldor” se predica que es un libro; el objeto cae bajo el concepto “es un libro”. Por eso al objeto “Baldor”, Frege lo llama argumento, y a su predicado, que es un concepto, Frege lo llama función. Esta precisión tiene un enorme valor y aplicación en la lógica y en la matemática.

			Los conceptos ordinarios, como son generalmente conocidos, se apoyan muchas veces en representaciones de objetos o cosas. Cuando oímos las palabras para concepto montaña, fuego, guitarra, percibimos imágenes que se agolpan en nuestra mente y nos evocan recuerdos, esto es lo psicológico, lo subjetivo, y hasta podríamos hacer dibujos y figuras de ellas. Pero hay palabras para conceptos sumamente generales o abstractas, de las cuales solo podemos atender a la mera comprensión de lo que denominan. Esto ocurre cuando leemos palabras como conjunto vacío, ser, inﬁnito, Dios, agujero negro. El lector lo entenderá si intenta representar estos objetos con una imagen. Simplemente no puede.

			
Formación del concepto

			 La formación del concepto conlleva un proceso psicológico, social, histórico y cultural, en virtud del cual se llegan a retener o ﬁjar las características esenciales de un objeto y desprenderse de las accidentales para, ﬁnalmente, quedarse con una representación ideal, que es la clase de ‘objetos que caen bajo el concepto’, y que no cambia pese a las diversas representaciones subjetivas y siempre cambiantes que tengamos.

			Este complejo proceso empieza en un nivel meramente sensible, por las sensaciones y percepciones, hasta llegar a la formación de un esquema ideal (o concepto), dando lugar a un nivel lógico. Existen conceptos cuya formación conlleva procesos históricos y culturales, que requieren varias generaciones para que queden ﬁjos en la mente. Un ejemplo de ello es todo lo que cae bajo el concepto de mercancía y su evolución desde los tiempos del imperio romano hace más de veinte siglos, hasta nuestros días. Otro ejemplo, de igual o mayor complejidad, es el término satélite cuyo origen se debió a un concepto como la luna de la tierra. Hace miles de años se pensaba que la luna era un disco con luz propia que giraba en torno a una tierra ﬁja en el ﬁrmamento. Solo después de los descubrimientos de Galileo y con el telescopio, nos formamos una representación mental superior, que es la luna como satélite que gira en torno al planeta Tierra, y existen otras, como las que giran en torno al planeta Júpiter. He ahí la relación entre la formación del concepto y el objeto: a medida que conocemos el objeto luna, vamos formando el concepto de satélite de la tierra. Y esto explica que no haya un concepto de planeta para el cual caiga el objeto Plutón, porque no es claro que lo sea como noveno planeta del sistema solar, lo que podría hacerse menos confuso a medida que la última sonda enviada por la NASA13 que se acerca a Plutón nos envíe una mayor información.

			
Extensión y comprensión del concepto

			La extensión es un aspecto cuantitativo que nos indica el número o cantidad de objetos del mundo que comprende o abarca el concepto. La comprensión consiste en el aspecto cualitativo, es decir, en la capacidad que tenemos de entender o comprender las propiedades o características de los objetos que caen bajo el concepto14. Al primero, Descartes lo llama la res extens, o sustancia extensa, al segundo, la res cogitans. Los lógicos, desde Aristóteles, han advertido una relación inversamente proporcional entre la extensión y la compresión, lo cual signiﬁca que un concepto, a medida que se le determinan sus características o propiedades, se comprende más, mientras que se limita su extensión; y viceversa: al hacerse más amplio el concepto, la comprensión se va perdiendo. De tal manera que, entre más se le determinen sus características o propiedades, menor será la extensión del concepto, y entre más abarque, menor serán sus características o propiedades. En este orden de ideas, “ser vivo” es un concepto que abarca a todos los seres, incluyendo los vegetales y los animales. “Ser vivo” es un concepto de gran extensión y de poca comprensión, porque no sabemos a quién se reﬁere propiamente. Mientras que “animal vertebrado”, que está contenido en “ser vivo”; es de menor extensión, y por eso comprendemos que se trata de aquellos animales dotados de esqueleto interno.

			El término gato lo comprendemos mejor que felino u otro animal vertebrado, y sabemos mucho más si nos referimos a Garﬁeld. Ahora, consideremos los términos Garfield, gato, felino, animal vertebrado y ser vivo. El primero es un nombre propio, el segundo es de mayor extensión que el primero, así, todo felino es animal vertebrado y todo animal vertebrado es un ser vivo, siendo este último es el concepto más extenso de todos los anteriores. Para que haya una correcta relación entre la extensión y la comprensión de conceptos, la clase o colección a la que se reﬁere la comprensión, debe estar contenida en la colección a la que se reﬁere la extensión.

			En esta escala de conceptos, número cae bajo un concepto de gran extensión, respecto de número entero, y este, de mayor extensión que el concepto de número primo, particularmente, del número 7. Indudablemente, sabemos más de 7 que de cualquier número primo en general secas.

			Observe estas dos colecciones de números:

			[image: ] , [image: ].

			 Se trata de dos sucesiones finitas que se describen por la propiedad que tienen de ser números enteros comprendidos entre [image: ] y [image: ]. Ambos conjuntos son idénticos y podríamos colocar un signo de igualdad entre ellos. Pero el primero está definido por extensión (se cuentan aritméticamente sus elementos) mientras que el segundo está definido por comprensión (la propiedad se expresa por una fórmula algebraica). Frege diría que ambos conjuntos tienen la misma referencia, pero no el mismo sentido. 

			El siguiente ejemplo es más evidente de la separación entre extensión y comprensión: la expresión [image: ] designa la colección infinita de todos los números que cumplen la propiedad de ser mayores o iguales al número entero [image: ]. Dicha propiedad se designa por comprensión, pero es imposible definirla por extensión porque no se puede contar. 

			Descubrimiento o invención

			Hay poca duda que Colón descubrió a América, porque ya el territorio que cubre América existía antes de que de Colón naciera (aunque no tuviera ese nombre). También está fuera de discusión que Thomas Alba Edison inventó la bombilla luminosa, porque antes de Edison, la bombilla no existía. He aquí dos casos que parecen describir lo que significa descubrimiento y lo que significa invención: el primero descubrió un continente mientras que el segundo inventó la bombilla luminosa. Involucran conceptos distintos el uno del otro. Ya hicimos referencia al campesino que se maravillaba porque no entendía como pudimos saber el nombre de los astros. ¿Cómo supimos que el cuarto planeta se llama Marte? Obviamente este no fue un descubrimiento, sino una invención humana; se le llamó Marte y después se le llamó así al segundo día de la semana y a marzo, el tercer mes del año. 

			El problema surge cuando se trata de entidades que no se corresponden con objetos de la realidad física, como ocurre con términos como ‘número’, ‘triángulo’ o ‘integral’. Los números, ¿son inventados o descubiertos? Esta es una vieja polémica que lleva centenares de años y que, por ahora, no ha terminado. 

			De acuerdo con la corriente platonista 15 las entidades matemáticas no pueden ser creadas, ya que ellas existen por sí mismas, independiente de que las pensemos o no; podemos descubrirlas, pero no podemos crear lo que ya está ahí. Los líderes de las corrientes constructivistas e intuicionistas16 no lo piensan así, sostienen que la matemática y en general, los conceptos, son construcciones humanas, y que ellos han sido tanto creados, como inventados, concebidos o descubiertos, de acuerdo con procesos históricos, sociales y culturales que pueden ser perfectamente precisados.

			Siguiendo a esta corriente de pensamiento, podemos afirmar que la matemática es una actividad humana, creada por los humanos. La gravedad existe mucho antes de Newton, pero el no solo descubrió la ley, sino que inventó la fórmula que explica su carácter universal y la conexión con los términos que se derivan, como ‘masa’, ‘tiempo’, ‘fuerza’. Los conceptos existen en una realidad intermedia de la mental y de la realidad física, que es una ‘realidad’ creada e inventada por los humanos17.

			Concepto y símbolos

			El símbolo proviene del latín symbolum, y este del griego σύμβολον; el símbolo es la forma de exteriorizar un pensamiento o idea con algo que establece identidad o correspondencia. Algunos le atribuyen al símbolo un significado convencional, pero otros dicen que no puede ser convencional lo que tiene una finalidad. Mientras que el concepto se representa con una o varias palabras, produce asombro que pueda reducirse el concepto a pocos símbolos, que son más imágenes que palabras. Ya se ha hecho alusión al concepto de mercancía, ahora obsérvese el moderno signo $, que sin lugar a duda nos evoca el dinero, pero sustituye la palabra. Antes de la sociedad comercial, no se expresaba el concepto de dinero con el símbolo $. Lo mismo ocurre con el símbolo @, sin el cual es impensable enviar un correo electrónico. El símbolo @ pertenece a la sociedad tecnológica. 

			En la sociedad tecnológicamente desarrollada, con su exigencia de comprensión inmediata, los signos y símbolos son muy eficaces para producir una respuesta rápida. Esto se puede constatar en los aeropuertos internacionales, donde los viajeros, sin distingo de idiomas, solo se guían por los símbolos y no por los conceptos. Leibniz (1982) plantea:

			Todo razonamiento humano se lleva a cabo mediante algunos signos o caracteres. En efecto, no solo las cosas mismas sino incluso las ideas de las cosas no pueden ni deben ser continuamente objeto de observación distinta por parte de la mente (p. 188). 

			Como el mismo Leibniz explica, en el empleo de los signos o caracteres hay una razón económica, pues si cada vez que pensáramos o razonáramos nos viéramos obligados a hacer uso de todos los procesos, definiciones, resultados y términos utilizados o supuestos, nunca avanzaríamos en ningún descubrimiento. Pensemos por un momento lo que sería un concierto de una sinfónica si se removieran todos los cuadernillos y pentagramas con las notas musicales allí representadas. La simbolización es necesaria e inevitable. Esta es la explicación del filósofo en sus Escritos Filosóficos:

			Por eso sucede que se han asignado palabras a los contratos, a las figuras y a las distintas clases de cosas, y signos a los números en la aritmética, y a las magnitudes en el álgebra, de modo que los descubrimientos realizados mediante la experiencia o el razonamiento, es decir, mediante sus signos, se asocien fielmente en los sucesivo con los signos de aquellas mismas realidades ( p. 188).

			Leibniz (1982) prosigue: “Así, pues, incluyo entre los signos las palabras, las letras, las figuras químicas, astronómicas, chinas, jeroglíficas, las notas musicales, estenográficas, aritméticas, algebraicas y todo aquello que utilizamos en lugar de las cosas cuando pensamos” (p. 188).

			A todos estos signos y símbolos les llamaba Leibniz caracteres, casi de manera premonitoria, porque así lo llaman ahora las ciencias computacionales.

			Una de las construcciones humanas simbolizadas que no podemos dejar de mencionar es el lenguaje de la música. En este ecosistema, el sonido, que es medio de comunicación, portador de la música, está codificado en una compleja estructura que en el pentagrama representan frecuencias armónicas. Cada nota musical, cada color, cada posición, cada silencio, convertido en signo, comprende con exactitud matemática lo que ha expresado el autor y el intérprete. Donde llega el lenguaje de la música, seguramente no podrá llegar el lenguaje natural. Por no ser parte de la materia que estamos tratando, solo daremos un ejemplo de lo que puede encerrar un pasaje musical, como lo constatan estas palabras de Strauchle (citado por Brahms 2019):

			Un genio de la música clásica, al escuchar la composición de otro genio, J. S. Bach: “La chacona BWV 1004 es, en mi opinión, una de las más maravillosas y misteriosas obras de la historia de la música. Adaptando la técnica a un pequeño instrumento, un hombre describe un completo mundo con los pensamientos más profundos y los sentimientos más poderosos. Si yo pudiese imaginarme a mí mismo escribiendo, o incluso concibiendo tal obra, estoy seguro de que la excitación extrema y la tensión emocional me volverían loco. 

			Vygotsky (citado por Duval, 1996) declara que no existe concepto sin signo:

			Todas las funciones psíquicas superiores se hallan unidas por una característica común superior, la de ser procesos mediados, es decir el incluir en su estructura, como parte central y esencial del proceso en su conjunto, el empleo del signo como medio fundamental de orientación y de dominio de los procesos psíquicos […] La lista central [del proceso de formación de los conceptos] es el uso funcional del signo, o de la palabra, como medio que permite al adolescente de someter a su poder las propias operaciones psíquicas, de dominar el curso de sus propios procesos psíquicos (pp. 150-151). 

			A lo que agrega D’Amore y Radford (2017):

			A propósito de esta cita de Vygotsky o, mejor dicho, aprovechando de ella, es conveniente hacer una rápida consideración respecto de la palabra ‘signo’, consideración que me ha sido sugerida en conversaciones e intercambios de ideas con Raymond Duval, en la medida en la que él afirma que en algunos estudiosos de didáctica se percibe una reducción del signo a los símbolos convencionales que connotan directa y aisladamente los objetos (p. 72). 

			El razonamiento lógico es el ámbito más apropiado para la representación simbólica de las palabras, los enunciados, las conexiones entre palabras y las construcciones de formas lógicas.

			Número, nombre, posición y orden

			Los números naturales se hicieron para contar y ordenar. Los números se iniciaron con uno y luego con cero. El número cuyo símbolo es 6 y nombre seis, es el objeto que construimos y cae bajo el concepto que puede ser pensado como la clase de todos los objetos que tienen seis elementos, que expresa a dicho número como cardinal o cantidad. Este símbolo, repetimos, no debe confundirse con la palabra seis, que es el nombre del número cuyo símbolo es 6. En la figura de abajo hemos hecho una representación grosera del número 6, para indicar que la figura representa a 6, independientemente de los objetos, que uno a uno, remplacemos o sustituyamos con otros seis objetos, sin superponerlos. Esta es la representación cardinal, [image: ] porque hace caso omiso del orden de las cosas. Si pensáramos a 6 como el sucesor de 5, obtenemos una representación ordinal como [image: ], o mucho mejor, como primero, segundo, tercero, cuarto, quinto, sexto. Es una diferencia sutil, pero apreciable a la vista. 

			El número 6 tiene un valor posicional, porque depende de la posición que ocupe entre otros números, como se observa en el valor posicional de 6 en 362 (seis decenas) y en 632 (seis centenares). Y tiene múltiples representaciones, como [image: ] y [image: ]. En la Figura 1 se ha particionado la primera en dos partes de tres objetos, cuya representación numérica es [image: ], mientras que la segunda representa numéricamente tres partes de dos objetos, que es [image: ]. Ambas figuras representan el mismo número, y por eso se escribe [image: ], pero no significa lo mismo. Este tipo de partición es imposible hacerla con números como [image: ], y precisamente por eso, a estos se les llama números primos. 

			Figura 1. Representación cardinal del número 6

			[image: ]

			Los números son típicos objetos matemáticos, y hay que tener cuidado en ubicar el mundo donde se hospedan ya que, como hemos dicho, estos no son externos al pensamiento, como el libro, la silla o el agua, sino construidos por la razón y alojados en un mundo distinto a la razón, que más tarde llamaremos por otro nombre.

			Verdad, correspondencia y hecho

			“Decir de lo que es que no es, o de lo que no es que es, es falso, mientras que decir de lo que es que es, o de lo que no es que no es, es verdadero.” Aristóteles, Metafísica.

			Distinguir lo que es falso de lo que es verdadero es uno de los problemas más profundos a resolver, por parte de la lógica y la filosofía del lenguaje, y sorprenderá al lector saber que aún no se ha resuelto. Y, ¿Cómo podemos distinguir lo que es falso de lo que es verdadero, si no sabemos lo que es falso o lo que es verdadero? Un numeroso grupo de personas creen que hay verdades reveladas, esto es, dogmas y partes de doctrinas religiosas, tales que su verdad es indiscutible e inmodificable porque han sido dadas por seres sobrenaturales a los que consideramos omnisapientes. Para algunos de ellos, por ejemplo, la oración “María es la madre de Dios” es una verdad que no se discute. Un buen punto de vista sobre tales ‘verdades’ lo encontramos en Wasserman18. Si dejamos de lado la intervención de divinidades, ¿qué hace que una proposición, en un determinado contexto, sea verdadera o falsa?

			La proposición es el enunciado que afirma o niega una cosa de otra en el lenguaje natural, a la proposición o enunciado se le asigna un valor de verdad (es verdadera o falsa), en el contexto en el que es enunciada (Aristóteles, 1981, p. 71).

			Aceptemos pues, que la proposición es un enunciado que es verdad o es falso. Por lo que sabemos, en muy pocos cursos de lógica el expositor se detiene a explicar el criterio -si es que lo hay- que una cosa es enunciar que determinada proposición es verdadera o falsa y otra, verificarla, validarla o probarla. El desconocimiento que en el aula de clases se tiene ante tamaño problema seguramente tendrá como disculpa que no hay una respuesta final a esta pregunta. O mejor, que hay tantas respuestas o teorías de la verdad, que es mejor pasar por encima de ellas y guardar prudente silencio.

			Para dar una respuesta aproximada a este problema del que aún se busca su solución, se debe nuevamente apelar al criterio de Aristóteles en su Metafísica: Decir de lo que es que no es, o de lo que no es que es, es falso, mientras que decir de lo que es que es, o de lo que no es que no es, es verdadero. Se trata de la teoría de la verdad como correspondencia: la verdad de una proposición es una cuestión de correspondencia con los hechos. Esto establece un criterio de verdad, dada una proposición, verificamos que se ajuste a los hechos; si se ajusta o guarda una correspondencia, la proposición es verdadera. De otro modo, es falsa. Así, por ejemplo, veamos el siguiente titular, sobre unos días trágicos ocurridos en Bogotá, en los que fue asesinada una niña el 5 de diciembre de 2016, y la versión que presentaron los hermanos del que cometió el crimen: “Versión de los hermanos Uribe no coincide con los hechos”19. Es claro que el titular afirma que no hay una correspondencia entre una versión que se expresa, y el hecho mismo. Tratar de saber que algo que decimos es verdad es tratar de constatar que lo dicho es conforme a lo que es el caso; en otras palabras, si quieres saber si algo que dices es verdad, no te bases en creencias, ajústate a los hechos. Es interesante que el filósofo Spinoza (1980) en su Axioma VI, establece “Una idea verdadera debe ser conforme a lo ideado por ella” (p. 31). Toda esta exposición sobre la verdad como correspondencia de los que se afirma, con los hechos, abre nuevos interrogantes: ¿Qué quiere decir que algo es un hecho? ¿puede ajustarse una afirmación en el lenguaje natural con un hecho de la vida real?

			Aunque con Aristóteles, hay grandes exponentes de la teoría de la verdad como correspondencia con los hechos, es justo reconocer que otros grandes pensadores discrepan y proponen soluciones alternativas. Un aspecto crucial es el concepto mismo de enunciado o proposición20. Según Austin (1991) “los filósofos han presupuesto que el papel de un ‘enunciado’ sólo puede ser describir algún estado de cosas, o ‘enunciar algún hecho’, con verdad o falsedad”, las que el autor, en sus Conferencias (p. 41), las denomina ‘constatativas’ o ‘descriptivas’, para distinguirla de un sinnúmero de otros enunciados, que el consideró extremadamente importantes y que llamó ‘performativos’ (performatives utterances) porque no describen nada, no son verdaderos ni falsos, aunque llevamos a cabo una acción que no debe confundirse con la acción de pronunciarlas (‘prometo devolverte el libro mañana’). Habermas (1999) distingue la formación de opiniones sobre los estados de cosas existentes (proposiciones), de la formación de intenciones con la finalidad de traer a la existencia los estados de cosas deseados.

			El concepto de verdad que vamos a exponer es semántico, que es la disciplina que se ocupa de ciertas relaciones entre las expresiones de un lenguaje y los objetos o estados de hecho “a los que se refieren” dichas expresiones. Tarski (1999) plantea extender la asignación de nombres y aplicarlo a la asignación de oraciones. Esto es algo muy profundo. Así, con la palabra “nieve” designamos un objeto con ese nombre. Lo nuevo que habría que considerar, es que la oración “la nieve es blanca” es un nombre. Consideremos unos estados de hecho y logremos asignarle a una oración un estado de hecho. Tarski propone definir provisionalmente una oración como verdadera si designa un estado de hecho existente. Así, la oración “la nieve es blanca”, pregunta, ¿es verdadera o es falsa? Y responde, es verdadera si la nieve es blanca. Es falsa si la nieve no es blanca. Por eso, podemos escribir:

			La oración “la nieve es blanca” es verdadera si y sólo si la nieve es blanca.

			A continuación, dice que lo que está a la derecha es la oración, y lo que está a la izquierda es el nombre de la oración. Este enfoque va a cambiar el modo de ver las cosas y tenemos que detenernos un poco más en esto. Todos sabemos que el lenguaje nos permite asignarle nombre a las cosas y a las propiedades de las cosas. A la nieve le decimos nieve, y a la propiedad de ser blanca le decimos blanca. Para que esto no parezca un galimatías, podemos acordar que escribamos como “nieve” el nombre de la nieve, y “blanca” la propiedad de ser blanca. El acuerdo será que lo que se escriba entre comillas es el nombre o propiedad de la cosa21. Es una genialidad debida a Tarski, extender este acuerdo a la oración, y asignarle un nombre a la oración completa, “ya que siempre que se nombre un objeto, tenemos que utilizar el nombre de dicho objeto, y no el objeto” (Tarski, página 6). Así, al estado de hecho verificado como existente que la nieve es blanca le corresponde el nombre “la nieve es blanca”, y por eso decimos que la oración “la nieve es blanca” es verdadera. 

			Con las dos oraciones “Bogotá es la capital de Colombia”, “Barranquilla la capital del Atlántico” ocurre algo curioso. La conjunción lógica representada en la oración “Bogotá es la capital de Colombia y Barranquilla la capital del Atlántico” es verdadera porque, según la lógica tradicional, cada uno de los dos términos (esos sí insertados en el mundo real) es verdadero, lo que automáticamente hace verdad la conjunción de las dos expresiones. Esto significaría que a las oraciones compuestas de oraciones simples no es necesario que exista hecho externo que le corresponda. También el enunciado [image: ] es verdad y no existe hecho real que le corresponda. Como vemos, no es tan simple colocarse en uno u otro lado de lo que significa falso o verdadero.

			En la Introducción de la Enciclopedia Interamericana de Filosofía EIF, leemos que:

			Tarski considera que por sus peculiares características “ninguno de los lenguajes naturales (español, inglés, portugués, alemán, etc.) admite una noción de interpretación con el grado de precisión que se requiere para dar una explicación coherente y satisfactoria de la noción de verdad (y de falsedad). Por esta razón, la construcción de la verdad en Tarski está referida siempre a un lenguaje artificial: En esto la obra de Tarski está signada por uno de los rasgos distintivos de la tarea lógica en la última centuria: crear y estudiar lenguajes artificiales con el propósito de reconstruir en ellos algunas propiedades (no todas) de las expresiones de los lenguajes naturales. La semántica de Tarski –agrega- se debe en gran medida a que en ella se muestra una esclarecedora vinculación entre los signos lógicos (conectivos y cuantificadores) y la noción de verdad (Alchourrón, Orayen, y Méndez, 2005, p, 15).

			El punto de vista de Frege (2013) sobre la verdad como correspondencia con los hechos es distinto:

			Puede suponerse que la verdad consiste en una correspondencia entre la figura y aquello de lo que es figura. Una correspondencia es una relación. Pero esto va en contra de usar la palabra ’verdadero’, que no es una palabra que señale una relación ni contiene indicación alguna de nada más con lo que algo haya de estar en correspondencia (p. 198). 

			Básicamente, su argumento es que sólo puede ponerse en correspondencia una representación, con otra representación, no con una cosa externa al lenguaje. “Así fracasa el intento de explicar la verdad como correspondencia. Y así fracasa también cualquier otro intento de definir el ser verdad”. Su conclusión es que “resulta verosímil que el contenido de la palabra ‘verdadero’ sea completamente sui generis e indefinible”.

			Es usual que, en el aula de clases, se crea que decir algo falso es mentir. Muchos confunden la falsedad con la mentira, siendo que lo falso, como concepto lógico, es lo contrario de lo verdadero, mientras que la mentira (concepto psicológico), requiere una intencionalidad del sujeto que engaña al ocultar la verdad. También es un error identificar lo falso con lo negativo, pues en lógica la negación es un símbolo que se usa para negar el enunciado, sea este falso o verdadero. Y en aritmética, a nadie se le ocurriría llamarle al negativo de un número, ‘número falso’. Esto requerirá, más adelante, una mayor explicación. 

			¿Y cómo se sabe que alguien miente? La alta tecnología nos permite distinguir entre negar la verdad y detectar la mentira. Se trata de la función del polígrafo llamado también detector de mentiras. Los polígrafos detectan cambios corporales relacionados con el decir mentiras, como sudor o altibajos en la presión sanguínea, la respiración y los latidos del corazón. Los científicos sostienen que las áreas del cerebro que se activan cuando se miente son diferentes de aquellas que entran en funcionamiento cuando se dice la verdad. Y esta comprobación científica y técnica parecería inclinarse a favor de la teoría de la verdad como correspondencia con los hechos.

			El mundo de las formas matemáticas

			El criterio de que la verdad de un enunciado en un lenguaje quiere decir que se corresponde con hechos en el contexto donde es interpretado, es aceptado en la medida en que el enunciado provenga de un juicio empírico -producto de la experiencia- pero parece no tener aplicabilidad cuando los enunciados se hacen en las estructuras matemáticas. ¿Sobre qué objeto real o hecho físico podemos verificar que uno más uno es dos? Es conocida la observación de Frege (2013), de mostrar que no se pueden generalizar los conceptos cuando se trata de números. “En la ecuación ‘1+1=2’ ¿podemos acaso sustituir 1 las dos veces por el mismo objeto, la luna, por ejemplo?” (Frege, 2013, p. 13). Hagamos corresponder el objeto matemático 1 con la luna de la tierra. Tenemos 1+1 = 2. De allí que: una luna más una luna = dos lunas. La realidad indica otra cosa: la tierra tiene una sola luna. En el salón de clases, el profesor afirma que 13 es un número primo. El alumno puede probarlo efectivamente, porque verifica que no hay divisor alguno de 13, salvo el mismo y la unidad. El profesor afirma que no existe una fracción cuyo cuadrado sea el número 2. Para probarlo, supone lo contrario y llega a una contradicción. Así, las matemáticas apelan a una ley lógica (la reducción al absurdo) en el que se prueban o refutan las afirmaciones, y parecería que las matemáticas tienen su propio mundo de ‘hechos matemáticos’ (las pruebas de los teoremas) donde se verifican o refutan las proposiciones matemáticas.

			¿Solo lo que se prueba es verdad? Este es otro tema sobre lo cual no hay acuerdo. Un geómetra anterior a Pitágoras podría haber conjeturado que, en un triángulo rectángulo, la suma de los cuadrados de los catetos es igual al cuadrado de la hipotenusa, y sostendría que tal afirmación, como está correctamente formulada, o es falsa, o es verdadera, previas al hecho de que haya sido aprobada. Para este geómetra, el enunciado tendría un valor lógico (en este caso, de verdad) sin conocer el resultado de Pitágoras. ¡De modo que habría verdades previas a que puedan ser probadas! La posición de Einstein es más radical: el teorema de Pitágoras es una verdad del mundo así no existan los humanos. Estas son sus palabras:

			No puedo demostrar que la verdad científica deba concebirse como verdad válida independientemente de la humanidad, pero lo creo firmemente. Creo, por ejemplo, que el teorema de Pitágoras en geometría afirma algo que es aproximadamente verdad, independientemente de la existencia del hombre. De cualquier modo, si existe una realidad independiente del hombre, también hay una verdad relativa a esta realidad; y, del mismo modo, la negación de aquella engendra la negación de la existencia de ésta (Prigogine, 1983.) 22. 

			Goldbach (1742, Cartas a Euler) Conjeturó que la proposición “todo número par mayor que el número 2 se puede expresar como suma de dos números primos” es verdadera. Esta es la famosa conjetura de Goldbach. Como después de más de doscientos cincuenta años no ha sido probada ni refutada, unos dirán que no se sabe si es verdad o es falsa, mientras que otros dirán que es verdad o es falsa, aunque no haya sido probada o refutada (una sorprendente descripción de las tres corrientes de la matemática con distintos puntos de vista se encuentra en Nelson23). Hay toneladas de libros, incluidos los de literatura y ciencia ficción, dedicados al tema (Doxiadis, 2000).

			Mediante poderosos algoritmos computacionales, se ha comprobado que, para números enormemente grandes, casi impensables, del orden de [image: ] (Oliveira e Silva, 2005), la conjetura de Goldbach se verifica para cada número par, menor que esta cantidad24. Lamentablemente, todos los intentos por probarla matemáticamente han sido infructuosos. He aquí que se abre uno de los temas más fascinantes sobre la lógica y las matemáticas. ¿Acaso hay un mundo donde residen las verdades matemáticas, que nos lleva a afirmar que la Conjetura de Goldbach es verdadera (o falsa)? Si no fuera posible jamás probarla, ¿Cómo puede ser verdad? Y si en algún momento se prueba, ¿era verdad anterior a su prueba? Y finalmente, ¿le parece inaceptable que haya enunciados que jamás podrán ser matemáticamente probados?

			La única alternativa que parece razonable para intentar dar respuesta a estas preguntas proviene de Platón: hay un mundo donde residen las matemáticas. ¿Dónde están los números? ¿Dónde está el círculo y la recta? ¿dónde está la aritmética, la geometría y el cálculo? Es muy improbable que sólo estén en nuestra mente. Y también es improbable que estén en el mundo natural, con los animales, las plantas y las galaxias. Una moderna respuesta sostenida por un gran filósofo moderno25, es que ese es un mundo exterior a nosotros mismos, intermedio entre los otros dos mundos y con los cuales interactúa, que va mucho más allá de nuestra realidad mental y modela el mundo natural; esta es la realidad del “mundo platónico de las formas matemáticas” (Penrose, 2007, p. 53), donde habita el teorema de Pitágoras, la geometría, la aritmética, el álgebra, el cálculo, la lógica, el lenguaje, las verdades indemostrables y todas las verdades matemáticas que han sido probadas. Ese es el mundo de los modelos matemáticos que hemos construido y de las verdades que han permanecido inalterables con el paso de los siglos. Esta es una hermosa metáfora que nos facilita muchas de las respuestas a las preguntas formuladas. Dado que es un enunciado como forma lógica en un modelo matemático, la conjetura de Goldbach se hospeda en ese mundo, donde es verdad o es falsa, aunque no sea hasta ahora probada. Y debido a los sorprendentes resultados de Gödel, debemos admitir que, aunque la proposición sea verdadera, teóricamente es posible que no pueda ser jamás llegado a su verdad. He aquí otro resultado admirable: hay verdades que no pueden ser jamás probadas.

			¿Lo falso y lo verdadero tienen el mismo valor?

			El cálculo lógico se muestra indiferente ante la posibilidad que un enunciado sea verdad o falso, porque en símbolos, su valor es V o F (en algunos textos es 1, 0). Lo mismo vale uno que otro. Pero ya hemos anunciado que no es así en el razonamiento lógico: para la razón, no es lo mismo que algo sea verdad o sea falso, porque la verdad hay que probarla, mientras que lo falso es lo contrario de la verdad o es la verdad que ha sido refutada. Se puede alcanzar la verdad y honrarla hace mérito mientras que no es meritorio negarla. En palabras de Popper (1972):

			Quizá se pueda cubrir la verdad con un velo, pero ella puede revelarse. Y si no se revela por si misma, puede ser revelada por nosotros. Quitar el velo puede no ser fácil, pero una vez que la verdad desnuda se yergue ante nuestros ojos, tenemos el poder de verla, de distinguirla de la falsedad y de saber que ella es la verdad (p. 26).

			En las películas donde ocurren juicios con fiscales, defensas, testigos, jurados y jueces, observamos con cierto temor reverencial cuando el testigo coloca la mano derecha encima de una Biblia, mientras el juez lo conmina: “¿Jura usted decir la verdad, toda la verdad y nada más que la verdad?” (en ingles, “I took the oath to say the truth and only the truth”)26. En primer lugar, ‘jurar que se dice la verdad’ comprueba que hay una creencia generalizada en la verdad, la que hay que buscar para encontrarla o refutarla. En segundo lugar, esta creencia parece inclinarse a la teoría de la verdad como correspondencia, pues sería desde todo punto de vista absurdo que la justicia universal crea que la verdad existe y puede ser encontrada y no busque la verdad en los hechos. 

			Los futuros contingentes

			Y los hechos son lo que son o han sido, pero no lo que serán. De otra forma, estamos en la situación paradójica denominada problema de los futuros contingentes, que ha llevado a siglos de disputa de si las proposiciones que hablan del futuro son en el presente verdaderas o falsas y que tiene su origen en el siguiente planteamiento de Aristóteles (1981)27, quien afirma, en el capítulo 9 de De Interpretatione:

			Lo que existe debe necesariamente existir cuando existe; lo que no existe no puede existir cuando no existe. Sin embargo, no todo lo que existe viene a ser o existe por necesidad con mayor razón que lo que no existe. Que lo que existe debe necesariamente existir cuando “existe”, no significa lo mismo que decir que todas las cosas vienen a ser necesariamente. Y eso mismo hay que decir también de lo que no existe. Y también eso es lo que hay que decir de las proposiciones contradictorias. Es decir, todas las cosas deben ser o no ser, deben venir a ser o no venir a ser, en tal o cual tiempo futuro. Pero no podemos decir con exactitud cuál de las dos alternativas haya de venir a tener efecto.

			El párrafo anterior vislumbra ya lo que siglos después se convertirá en el núcleo de la lógica modal: lo pertinente a lo posible y a lo necesario. Y Aristóteles emite la sentencia que aún hoy es motivo de controversia, el valor de verdad de: mañana deberá tener lugar una batalla naval o no deberá tener lugar. Para unos, no hay implícita ninguna necesidad de que realmente tenga o no tenga efecto la batalla naval. Para otros, lo necesario es que ello suceda mañana o que no suceda. Por eso dice el filósofo:

			Respecto de lo que no existe siempre o no es en todo tiempo inexistente, nos encontramos exactamente con este mismo caso. Una mitad de la contradicción dicha debe, en efecto, ser verdadera, y la otra mitad debe ser falsa. Pero no podemos decir cuál de las dos mitades es cada una de estas cosas. Aunque sea posible que una de ellas sea más probable que la otra, no puede aún ser verdadera o falsa, en el caso de las afirmaciones y negaciones. Pues el caso de las cosas que son aún potencialmente, no actualmente, existentes, es distinto del de las cosas actuales. Es como lo hemos enunciado antes.

			La afirmación “Mañana habrá una batalla naval” ¿es verdad o es falsa? Hay dos respuestas. Una involucra una paradoja, planteada por Diodorus Cronus28, pues o es verdad que habrá una batalla naval, o es falsa que la habrá. La respuesta de Aristóteles es radicalmente distinta, pues sólo cuando se produzca o no la batalla (los hechos), podremos afirmar que es verdad que hay o no hay batalla naval. La búsqueda de su solución ha sido base para que el gran lógico polaco Jean Lukasiewicz haya creado la lógica trivalente, en 1934 (Palacio, 2017).

			
Enunciado y proposición

			En los cursos de lógica, se usa indistintamente juicio, oración, afirmación, enunciado, proposición, aunque los autores se cuidan de mostrar que son términos que, aunque se parecen, tienen un distinto significado. ¿qué es lo que son y cuál escoger? Es importante distinguir juicio, de afirmación, de enunciado, de proposición, ya que ellos son materia de simbolización y seguramente, de un uso distinto en cada proceso lógico de razonamiento. Según Austin, hay una visión errada de lo que es el enunciado, como si toda oración enunciara algo, cosa que refuta con las oraciones denominadas realizativas, que son aquellas que no describen ni registran nada, no son verdaderas ni falsas, sino que el acto expresa realizar una acción. Ejemplo ‘si juro’, ‘yo bautizo este barco’, ‘le regalo el reloj a mi hermano’, lo que los distingue de los denominados por Austin (1991) constatativos o declarativos, que son verdaderos o falsos. Una solución es llamar a cada uno de ellos, sin distinción, oración declarativa, o simplemente oración. 

			Al abrir cualquier página de un periódico, se distingue fácilmente lo que se llaman ‘titulares de prensa’, que parecen ser afirmaciones o verdades condicionadas al contexto. La palabra ‘afirmación’ se utilizará porque es muy útil, aunque haya ‘afirmaciones’ que son negaciones, o sea, que no resuelven el problema planteado. Vale la pena distinguir aquellas oraciones cuyas verdades o falsedades se producen por confirmaciones científicas o por consensos sociales. La frase “la tierra gira alrededor del sol” es una oración que es verdad, porque la ciencia, los astrónomos, los astronautas y las imágenes satelitales, han mostrado que efectivamente la tierra gira alrededor del sol. Pero durante más de tres mil años, la sociedad humana, salvo algunas honrosas excepciones, pensaba que “la tierra gira alrededor del sol” era un enunciado falso. La confirmación científica cambió el valor de verdad. Si usted piensa que esto ya ocurrió en la edad media y no se repite, tenga cuidado. La sentencia: “El sistema solar tiene nueve planetas” ha sido verdad hasta el jueves 17 de agosto de 2006. Ese día, 2500 astrónomos de 75 países de la Unión Astronómica Internacional (UAI) replantearon el número de planetas del sistema solar; al inicio de la reunión internacional, estuvieron a punto de acordar que el sistema solar tiene 12 planetas, y luego, al final de la reunión, decidieron que el sistema solar sólo tiene ocho planetas (El Tiempo, 2006). De modo que, manteniendo el mismo contexto, la afirmación: “El sistema solar tiene ocho planetas”, solo ahora es ‘verdadera’, aunque no sabemos si mañana es falsa. Cuando el contexto histórico y científico (y la moda) cambia, falsedades se convierten en verdades y verdades en falsedades. 

			Honestamente, en el salón de clases donde se imparte un curso de lógica, el estudiante debe saber distinguir, lo mejor que pueda, el acto de habla, o sea, lo que emite con palabras, en su forma oral o escrita, y a su juicio, usar aquellos actos de habla que oraciones que se ajustan a lo que llamamos verdadero o falso. Sea cual sea la suerte de la disputa sobre la verdad y los hechos que le corresponden, nuestro interés se concentrará en aquellos lenguajes en los que solo en un contexto determinado se sabe con precisión que allí la expresión lingüística tiene un significado plausible como verdadero o falso, y que en tal contexto en que se interpreta la proposición, hay alguna forma de probarlo. 

			Ejercicios

			1.El léxico o vocabulario de una lengua es el conjunto de todas sus palabras. El diccionario de la Real Academia de la Lengua Española RAE contiene unas 88.000 palabras. Infórmese de cuantas palabras tiene el léxico de la lengua inglesa y francesa. Compare. ¿Hay alguna explicación?

			2.¿Hay lenguas habladas que no posean escritura? ¡Cuántas lenguas que sean habladas y escritas se han reconocido que existen en el planeta?

			3.Asumamos que la cadena de caracteres en mayúsculas y minúsculas XaBjMPkT no tiene significado en ninguna lengua del mundo. ¿Qué haría que ella se convirtiera en una palabra?

			4.Diga ¿cómo se calcula la palabra del año? ¿Cuál es la palabra del año 2019?.

			5.En la oración “la tierra es un planeta” ¿Cuál es el concepto y cuál es el objeto que cae bajo tal concepto, según Frege?

			6.La penicilina ¿fue descubierta o inventada?

			7.¿Cuál es la diferencia entre nombre, símbolo y notación posicional del número? Los números con el símbolo 5 que se lee en los números naturales 5432 y 4325, ¿son los mismos?

			8.¿Es posible un sistema numérico que no tenga el número cero? Diga cual. 

			9.“En el año 2022, la Selección Colombia será campeón mundial de futbol” es una proposición. Diga si tiene que ser verdad o falsa, aunque no lo sepa. 

			10.David J. Peterson, es el experto creador de la lengua Dothraki que se habla en la serie de fantasía Game Of Thrones. Este idioma es tan perfecto que los que han seguido la serie ni se dan cuenta de que es un lenguaje artificialmente construido. Del Dothraki destacamos la palabra “athastokhdeveshizaroon”. Invitamos al lector a que consiga su significado.

			

			
				
					3. “La necesidad de medir, dividir y repartir el poderío material, de sus sociedades es, por tanto, lo que ha dado nacimiento a los primeros sistemas de escritura. El primero, en particular, que llamamos «cuneiforme», conocería un gran éxito durante los siguientes tres mil años”, Michel Serres, Historia de las Ciencias, CÁTEDRA, Segunda Edición, 1989.

				

				
					4. Los investigadores Nijmegen Dan Dediu y Stephen C. Levinson, del Instituto Max Planck para Psicolingüística, argumentan en su artículo en Frontiers in Language Sciences que el lenguaje moderno y el habla se remontan al último ancestro común que compartimos con los neandertales hace aproximadamente medio millón de años https://www.mpg.de/7448453/Neandertals-language.
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