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    Prólogo




    Es comentario frecuente entre muchos de nuestros alumnos la queja por la escasez de textos de problemas. Y la queja no está falta de razón en lo que respecta a cuestiones, ejercicios y problemas de las partes más teóricas de la Electrónica. Es decir, a la Física de los Semiconductores y a la Física de los Dispositivos Electrónicos. Al menos en lo que nosotros conocemos hasta hoy.




    En cuanto a las partes aplicadas de la asignatura, las de circuitos, la queja no tendría mucho fundamento actualmente. Hay, efectivamente, libros de problemas de circuitos nacidos, la mayor parte de ellos, con vocación de ingeniería. Quiere esto decir que no se adaptan especialmente a las necesidades de un estudiante científico, que se acerca a la Electrónica pensando más el porqué que el para qué. Para este tipo de alumno, los ejercicios y problemas sobre circuitos electrónicos deben hacerle entender de una forma razonable, en un tiempo adecuado, todo lo que de razonable hay en los circuitos electrónicos básicos.




    Como tantas y tantas veces se escribe en los prólogos, este libro pretende cubrir estos huecos: La escasez de documentación en la parte teórica o de fundamentos de la Electrónica (por un lado) y una inteligencia básica y clara de la parte aplicada. Y, la verdad, es que creemos que sí que los cubre.




    Por otro lado (y como también aparece en los textos con vocación docente), los problemas que aquí se exponen, son el fruto de una vida (casi) dedicada a su docencia. Resumen el trabajo y la experiencia de ese tiempo. Algunos problemas son los que sirvieron de examen a nuestros primeros alumnos. Otros a los últimos. Y todos han sido meditados, revisados y adaptados a las exigencias actuales de la docencia con los objetivos que acabamos de señalar.




    Por ello creemos, y esperamos, que pueda ser útil a todos aquellos alumnos que desean tener un conocimiento básico de la disciplina. Entendiendo por básico lo fundamental e imprescindible, que no elemental.




    Estos alumnos podrían ser, también, de Ingeniería pues no hay que olvidar que, en nuestros días, el aspecto científico de la Electrónica está muy por delante de los aspectos tecnológicos. Baste pensar en los circuitos integrados, en los que la teoría de Semiconductores y Dispositivos Electrónicos es imprescindible para poder acometer un diseño que tenga visos de operatividad –mercado–.




    Dicho esto, pasemos al contenido del libro. El libro es, desde luego, un libro de problemas, al que hemos insertado al principio de cada capítulo un breve resumen de la teoría asociada al tema correspondiente. Lo hemos hecho por varias razones:




    La primera como refresco de los conceptos básicos que el alumno debe tener presente al acometer la resolución de un problema. Después de una atenta y comprensiva lectura del enunciado, el alumno debería hacerse la pregunta: ¿qué sé yo de este tema? Pues bien “eso” que el alumno debe saber, lo hemos incluido al principio de cada capítulo.




    En segundo lugar, y como motivación menor, pretendemos “estandarizar” y precisar la simbología empleada. Pensamos que con ello alumnos de diversas procedencias podrán comprender directamente el lenguaje simbólico utilizado en la resolución de cada problema. No obstante, si alguien desea mayor desarrollo de los conceptos teóricos puede acudir a los Elementos de Electrónica[1].




    En algunos enunciados, se señala a un semiconductor concreto y no se aportan sus constantes. En estos casos se recurre a las tablas de parámetros y constantes del final del libro y se toman las que se necesiten. En otros enunciados, se dan las constantes concretas con las que se quiere que se trabaje. Es debido a que se desea poner de manifiesto la influencia específica de esas constantes del material semiconductor en sus propiedades.




    El libro tiene cuatro capítulos: uno dedicado a la Física de Semiconductores, otro a la de los Dispositivos Electrónicos y, finalmente, el tercero y cuarto, cuyos contenidos son los Circuitos Electrónicos, Analógicos y Digitales, respectivamente.




    En el primero se ha escalonado la materia de forma que la Teoría de Bandas es el camino para el estudio del Semiconductor en equilibrio termodinámico. Y ambas para el análisis de las propiedades de conducción de los materiales semiconductores sometidos a las excitaciones habituales (Semiconductor fuera de equilibrio): campos eléctricos y magnéticos.




    Con esto sabido es posible acometer el entendimiento de la operación de los dispositivos: unión p-n, diodo túnel, heterouniones, transistor bipolar, dispositivos MOS y dispositivos optoelectrónicos. Bien es verdad que muchos dispositivos se han quedado en el tintero, pero con éstos se cumplen los objetivos básicos señalados al principio.




    Los circuitos se han asociado en: Analógicos (Lineales y no Lineales) y Digitales, por seguir la estructura clásica del estudio de la Electrónica. Los problemas propuestos son fundamentales y básicos. No se han desarrollado complicados circuitos electrónicos. Los problemas que se incluyen, eso sí, pretenden esclarecer y fijar los conceptos básicos sobre los que poder cimentar posteriores ampliaciones. Por otro lado y en pro de la sinceridad, la extensión del texto así lo exigía.




    Señalemos que en muchos problemas se insiste en la conexión global (desde el semiconductor hasta el dispositivo operativo en un circuito) que existe en la Electrónica de nuestros días. Quiere esto decir que, como nunca, las propiedades de un circuito (nos atreveríamos a decir que integrado) dependen de la de los dispositivos que lo forman y la de éstos de los materiales (básicamente semiconductores) a partir de los que se han construido.




    Y para mejor detalle del contenido: el índice y el propio texto.




    Todos los problemas están resueltos y creemos que bien, pero aceptaremos encantados soluciones alternativas, sugerencias y, sobre todo, corrección de errores.




    Y para acabar, dos cosas:




    Una: Hay ideas de los demás. Entre otras muchas cosas porque los demás tienen muy buenas ideas. Creemos haberlas personalizado lo suficiente para no haber incurrido en el plagio. Si no fuera así, ya y desde ahora pedimos indulgencia. Y ofrecemos la rectificación inmediata.




    Y otra: a estas personas que nos han ayudado sin saberlo y, sobre todo, a los que saben que les somos deudores de su discusión, de su apoyo y de su interés, además de por sus ideas y su amistad, GRACIAS. De verdad.




    D. Pardo y L. Bailón




    20 de mayo de 2010




    

      [1]D. Pardo y L. Bailón: Elementos de Electrónica, Secretariado de Publicaciones,




      Universidad de Valladolid (2007), ISBN: 978-84-8448-402-8.


    


  




  

    Capítulo 1




    Semiconductores




    FUNDAMENTOS TEÓRICOS




    1.1. Propiedades asociadas a las bandas de energía




    · En un semiconductor, un electrón en una banda de energía [image: missing image file] tiene una velocidad media dada por:




    [image: missing image file]




    y una cantidad de movimiento, [image: missing image file]




    cumpliéndose que, [image: missing image file] siendo [image: missing image file] la fuerza asociada a la energía potencial. Es decir, las propiedades dinámicas del electrón pueden deducirse de las propiedades de los estados de Bloch con [image: missing image file]




    · La masa efectiva de dicha partícula es de la forma:




    [image: missing image file]




    que suele denominarse “tensor masa efectiva”.




    Nótese que para el caso de un tensor diagonal de componentes iguales, el tensor queda reducido a un escalar.




    · Para el caso sencillo de superficies isoenergéticas esféricas, la densidad de estados para ser ocupados por una partícula es:




    [image: missing image file]




    donde los signos superiores corresponden a un mínimo de banda (la de conducción, por ejemplo) y los inferiores a un máximo (la de valencia).




    1.2. Semiconductor homogéneo en equilibrio termodinámico




    · Factor de ocupación de un estado de energía [image: missing image file] por un electrón:




    [image: missing image file]




    donde [image: missing image file] es el parámetro denominado nivel de Fermi, [image: missing image file] es la constante de Boltzmann y [image: missing image file] la temperatura absoluta [image: missing image file]




    · Probabilidad de que un nivel de energía [image: missing image file] no esté ocupado por un electrón:




    [image: missing image file]




    por lo que la ocupación de huecos en la banda de valencia estará dada por esta ecuación.




    · Probabilidad de ocupación por un electrón de una impureza donadora con energía [image: missing image file], es decir, suponiendo que la impureza se comporta como un único nivel de energía (con [image: missing image file]):




    [image: missing image file]




    · Análogamente, la probabilidad de ocupación por un hueco de una impureza aceptadora con energía [image: missing image file], es decir, suponiendo que la impureza se comporta como un único nivel de energía (con [image: missing image file]), está dada por:




    [image: missing image file]




    · Densidad de electrones en una banda de conducción:




    [image: missing image file]




    En el caso de un semiconductor no degenerado [image: missing image file] dicha densidad de electrones es:




    [image: missing image file]




    con [image: missing image file] interpretable como la densidad equivalente de estados de la banda de conducción.




    · Análogamente, la densidad de huecos en una banda de valencia podrá ponerse como:




    [image: missing image file]




    Para un semiconductor no degenerado [image: missing image file] se tiene que:




    [image: missing image file]




    con [image: missing image file] interpretable como la densidad equivalente de estados de la banda de valencia.




    · En un semiconductor, no degenerado y en equilibrio, se cumple que:




    [image: missing image file]




    Ya que en un semiconductor intrínseco se cumple que [image: missing image file] por ello se tiene que:




    [image: missing image file]




    · Las densidades de portadores (huecos y electrones) en un semiconductor no degenerado dependen de la temperatura a través de las ecuaciones:




    [image: missing image file]




    Este sistema de ecuaciones debe ser resuelto para obtener la densidad de portadores libres en el semiconductor. Analíticamente, este sistema de ecuaciones sólo se puede resolver con algunas aproximaciones. Existe la posibilidad de resolución gráfica.




    1.3. Semiconductor fuera de equilibrio




    Cuando la situación de equilibrio termodinámico no se da en el semiconductor (que podrá ser homogéneo o no), las densidades de portadores ya no serán las mismas que en equilibrio. Además, podrá haber un flujo neto (corriente) de los portadores que no existía en el equilibrio.




    En este apartado plantearemos las ecuaciones que permiten acceder a las densidades locales de portadores, [image: missing image file] y [image: missing image file] y a los fenómenos que las afectan. Estos fenómenos tienen dos naturalezas: el transporte y la generación-recombinación de portadores.




    Esta última causa tiene lugar “in situ” y es debida a las transiciones electrónicas entre estados de diferentes bandas (de conducción y de valencia). El transporte de portadores puede realizarse por dos mecanismos: arrastre, asociado al campo eléctrico (ley de Ohm), modificado o no por un campo magnético (efecto Hall) y difusión, generada, esta última, por una distribución no homogénea de portadores.




    El compendio de todos estos mecanismos se concreta en las ecuaciones de continuidad de portadores.




    · Cuando existe un campo eléctrico y una distribución no homogénea de portadores, las corrientes totales de electrones y de huecos podrán ponerse, respectivamente, como




    [image: missing image file]




    Estas ecuaciones solamente tienen como restricción que sus variables y parámetros son valores medios sobre muchas partículas en un volumen elemental [image: missing image file] y que en un intervalo de tiempo [image: missing image file] deben haber tenido lugar muchos mecanismos de scattering. Sus posibles dependencias espacio-temporales deben considerarse y tenerse en cuenta. El primer sumando del segundo miembro es la corriente de arrastre mientras que el segundo sumando es la de difusión.




    · Si se introduce el semiconductor en un campo magnético [image: missing image file], por el que circula una corriente [image: missing image file](siendo [image: missing image file] el área), se induce un campo eléctrico en la dirección normal a [image: missing image file] y [image: missing image file](en nuestro caso [image: missing image file]). Este fenómeno, conocido como efecto Hall, se utiliza para distinguir semiconductores tipo N y tipo P (a través del signo de la tensión Hall), y para determinar su concentración de portadores (a través del coeficiente Hall).




    En el efecto Hall se tiene que:




    


    [image: missing image file]o bien: [image: missing image file]




    con: [image: missing image file] en general. En el caso un semiconductor tipo N, [image: missing image file] [image: missing image file] [image: missing image file]. Y en el caso de un semiconductor tipo P, [image: missing image file] [image: missing image file] [image: missing image file]




    [image: ]





    · La generación de portadores supone un incremento en la densidad de electrones en la banda de conducción y/o de huecos en la banda de valencia. Este proceso se realiza con aporte de energía por parte del cristal (fonones, otra partícula...) o por parte de una fuente externa. El proceso contrario de recombinación de portadores, que puede ser inducido por una fuente externa de energía, libera energía al exterior o al interior (fonones, Auger...). El formalismo “macroscópico” para la variación de portadores por este tipo de fenómenos se escribe (electrones de conducción) como:




    [image: missing image file]




    y análogamente para huecos.




    El símbolo [image: missing image file] representa la acción de fuerzas exteriores (por ejemplo, la radiación electromagnética) sobre la generación-recombinación de portadores. Su naturaleza depende de la excitación exterior. El término [image: missing image file] representa de forma genérica la tendencia al equilibrio de los sistemas físicos. Tendencia que se postula como proporcional al desequilibrio, siendo [image: missing image file] la vida media. Este parámetro es una medida de la rapidez intrínseca del material.




    · El balance de todos los procesos anteriores, los cuales inciden en la densidad local de portadores, se resume en las ecuaciones de continuidad de cada tipo de portador:




    [image: missing image file]




    Estas ecuaciones, junto con la ecuación de Poisson:




    [image: missing image file]




    permiten obtener la densidad de portadores (electrones y huecos) y el campo eléctrico en un semiconductor fuera de equilibrio.




    Las tres ecuaciones forman un conjunto de ecuaciones diferenciales acopladas cuya resolución analítica es, en general, imposible. Sin embargo, son usuales algunas aproximaciones que permiten la obtención de las densidades de portadores de forma más sencilla pero aproximada. Así tenemos que:




    ¨ Cuando el semiconductor está en equilibrio:




    Si el semiconductor es homogéneo, se cumplirá que [image: missing image file] mientras que si el semiconductor es no homogéneo tendremos [image: missing image file]




    En los dos casos, homogéneo y no homogéneo, se cumplirá que [image: missing image file] y el campo eléctrico estará definido por esta condición de corriente nula de cada tipo de portador. En un modelo unidimensional se tendrá que:




    [image: missing image file]




    Si el semiconductor está en no equilibrio, tanto si el semiconductor es homogéneo como si no lo es, existirá un campo eléctrico dentro del semiconductor, [image: missing image file] Este campo eléctrico estará determinado por el valor de la corriente [image: missing image file] En el caso de semiconductor aislado eléctricamente la condición anterior se reduce a:




    [image: missing image file]




    Con todo este planteamiento, los casos que más fácilmente admiten resolución son aquellos en los que se puede imponer la aproximación de cuasineutralidad eléctrica,




    [image: missing image file]




    Téngase en cuenta que las condiciones de contorno, para la resolución de las ecuaciones que en cada caso resulten, están implícitas por las magnitudes externas al semiconductor [image: missing image file] y [image: missing image file].




    PROBLEMAS RESUELTOS




    

      	Propiedades asociadas a las bandas de energía


    




    1.- Consideremos un semiconductor de red cúbica simple, cuya banda de


    energía a considerar se escribe como:




    [image: missing image file]




    donde a es la distancia entre dos átomos próximos.




    1) Calcular la posición de los extremos de dicha banda en las direcciones [image: missing image file] y [image: missing image file].




    2) Para [image: missing image file] calcular la relación de masas efectivas según las direcciones [image: missing image file] y [image: missing image file].




    3) Hallar el tensor masa efectiva inversa reducida para el fondo de banda.




    4) Estimar la forma de las superficies isoenergéticas en la primera zona de


    Brillouin.




    Considerando como acción sobre dicho cristal un campo eléctrico [image: missing image file] y suponiendo que el electrón no sufre colisiones, obtener:




    5) La evolución del estado del electrón.




    6) Las ecuaciones paramétricas de la trayectoria de un electrón. Determinar el


    periodo del movimiento.




    7) Interpretar, físicamente, por qué un campo eléctrico constante produce, en


    este caso, un movimiento vibratorio (oscilador de Bloch).




    Solución:




    1) La red cúbica simple de parámetro a tiene como red recíproca otra red cúbica simple, siendo la 1ª Zona de Brillouin un cubo de arista [image: missing image file]




    Para la dirección [image: missing image file]: [image: missing image file]




    Los extremos de banda cumplirán que [image: missing image file] ecuación que en la 1ª Zona de Brillouin tiene como soluciones: [image: missing image file] que sustituidas en la derivada segunda nos indican que en [image: missing image file] existe un mínimo, mientras que en [image: missing image file] se tienen dos máximos de banda.




    Para la dirección [image: missing image file] se verifica que [image: missing image file] y por tanto:




    [image: missing image file]




    cuya primera derivada, en la 1ª Zona de Brillouin, se anula para [image: missing image file] y sustituidas estas soluciones en la derivada segunda nos indican que en [image: missing image file] se tiene un mínimo, en [image: missing image file] puntos de inflexión y en [image: missing image file] dos máximos.




    2) La masa efectiva depende de la curvatura de las bandas en la forma:




    [image: missing image file]




    Por tanto, para la dirección [image: missing image file] tendremos: [image: missing image file] y para la dirección [image: missing image file] será: [image: missing image file] siendo [image: missing image file] el módulo del vector de componentes [image: missing image file]




    La relación de masas en estas dos direcciones en [image: missing image file] es, pues, 1, lo que hace pensar que en el fondo de banda (mínimo) la masa efectiva será escalar (isótropa).




    3) El tensor “masa efectiva reducida”, para el fondo de banda, tiene por componentes:




    [image: missing image file]




    y como [image: missing image file] y además [image: missing image file] por simetría del problema el tensor es diagonal y con componentes iguales en la diagonal. La masa será escalar, como ya habíamos previsto en el apartado anterior:




    [image: missing image file]




    4) En el fondo de banda (aproximación de masa efectiva) las superficies isoenergéticas son esferas.




    Fuera del fondo de banda esto no es evidente. De hecho, y como se ha visto, la energía adquiere su valor máximo [image: missing image file] en los centros de las caras y en los vértices de un cubo. Puede hacerse una representación por métodos numéricos, en la que podrá observarse que las superficies isoenergéticas sólo son esferas (circunferencias en el plano) en los extremos de banda.




    5) Cuando una fuerza externa ([image: missing image file] en la dirección x) actúa sobre un electrón de un sólido perfecto, el electrón “recorre” una sucesión de estados de Bloch, [image: missing image file] cambiando el vector de onda según la ley:




    [image: missing image file]




    y cambiando su posición según una trayectoria dependiente del tiempo, [image: missing image file]




    La evolución del estado [image: missing image file] (con campo débil) será:




    [image: missing image file]




    Considerando que en [image: missing image file] el estado del electrón es [image: missing image file] tendremos que:




    [image: missing image file]




    6) El electrón cambia de posición si su velocidad no es nula. La velocidad depende del estado y varía con él. Al existir una fuerza actuando sobre el electrón, tendrá una aceleración.




    La velocidad es [image: missing image file] Es decir:




    [image: missing image file]




    que con: [image: missing image file]




    da:




    [image: missing image file]




    Las dos últimas componentes de la velocidad no son nulas en general; en este caso lo son por haber tomado [image: missing image file]




    De este modo, el electrón se desplaza según la dirección x (de acuerdo con el campo) con una velocidad que depende armónicamente del tiempo.




    Las ecuaciones paramétricas de la trayectoria son:




    [image: missing image file]




    donde hemos supuesto que la posición inicial es [image: missing image file] y donde el movimiento es vibratorio, de amplitud [image: missing image file] y pulsación [image: missing image file]




    7) El que una fuerza constante produzca un movimiento vibratorio reposa en dos aproximaciones:




    


    -Cristal perfecto y sin colisiones.




    -Masa efectiva, variable con el estado y que puede ser positiva o no.




    Clásicamente la masa es constante. En nuestro caso (Figura adjunta), el electrón inicialmente está en el punto A [image: missing image file] con masa positiva. El campo lo “acelera” tanto en “velocidad” como en “estado” (masa positiva) hasta el punto B, donde empieza a desacelerarlo (masa negativa). Es evidente entonces que se tiene un movimiento vibratorio con [image: missing image file] crecientes. O bien (en la 1ªZB) con el electrón oscilando entre los puntos C.




    [image: ]




    Esto, si no existen colisiones. En un cristal real las hay y los electrones no se alejan mucho del mínimo. Salvo que el campo eléctrico sea suficientemente grande, en un cristal muy poco impurificado y a baja temperatura




    Finalmente, hemos de señalar que la pulsación es proporcional al campo, ya que “clásicamente” a mayor campo, mayor rapidez en el movimiento. Además, por razón análoga la amplitud decrece con el campo (hay menos tiempo para desplazar al electrón).




    ----oo----00o00----oo----




    2.- La superficie de Fermi de un sólido tiene por ecuación: [image: missing image file]




    1) Determinar la relación entre las tres componentes de la aceleración [image: missing image file] de un electrón en la superficie de Fermi, cuando se aplica un campo eléctrico según la dirección [image: missing image file].




    2) Determinar la trayectoria, en el espacio [image: missing image file], que sigue el electrón que se encuentra en la superficie de Fermi cuando se le aplica un campo magnético [image: missing image file]




    3) Determinar la trayectoria para el mismo electrón cuando además del campo magnético se aplica otro eléctrico [image: missing image file]




    Solución:




    1) Para conocer las componentes de la aceleración, necesitamos el tensor masa efectiva para poder emplear la ley:




    [image: missing image file]




    que en nuestro caso de fuerza asociada a un campo eléctrico se transforma en:




    [image: missing image file]




    El tensor masa efectiva inversa es: [image: missing image file]




    que aplicado a la superficie del enunciado resulta:




    [image: missing image file]




    Tendremos entonces que:




    [image: missing image file]




    de donde:




    [image: missing image file]




    y teniendo en cuenta que [image: missing image file]:




    [image: missing image file]




    2) La ecuación del movimiento del electrón, en el espacio de los momentos, en presencia de un campo magnético, en general, es:




    [image: missing image file]




    Este producto vectorial indica que la variación en el tiempo de [image: missing image file] es perpendicular al campo magnético aplicado y a [image: missing image file] Como [image: missing image file] es perpendicular a la superficie isoenergética, [image: missing image file] es tangencial a esa superficie, es decir, la variación temporal de [image: missing image file] se mueve tangencialmente a la curva intersección de una superficie de energía constante con un plano perpendicular al campo magnético. El plano concreto en que se mueve el extremo del vector [image: missing image file]queda determinado por el valor inicial de [image: missing image file] en [image: missing image file], [image: missing image file]




    En la Figura adjunta se visualiza todo esto, en el caso de que [image: missing image file] coincida con la dirección [image: missing image file] (eje longitudinal del elipsoide).




    [image: ]





    La solución analítica en el caso del electrón en un semiconductor con superficie isoenergética esférica [image: missing image file] y sometido a un campo magnético [image: missing image file], en el espacio [image: missing image file] sería:




    [image: missing image file] [image: missing image file]lo que conduce a:




    [image: missing image file]




    De aquí se obtiene que: [image: missing image file]




    Y como solución para las componentes del vector de onda se tiene:




    [image: missing image file]




    Es decir: [image: missing image file]no varía y [image: missing image file] están sometidas a un movimiento vibratorio simple con frecuencia [image: missing image file] Esta frecuencia, llamada de “ciclotrón”, se utiliza para dar una medida estimativa de la masa del fondo de banda.




    Mientras, como hemos visto en la pregunta anterior, el campo eléctrico produce una variación de energía del electrón al proporcionarle una aceleración, en presencia de sólo campo magnético el electrón no sufre variación de su energía, ya que siempre se encuentra sobre la misma superficie isoenergética.




    3) En presencia de un campo eléctrico y otro magnético, la ecuación del movimiento del electrón en el espacio [image: missing image file] será:




    [image: missing image file]




    [image: missing image file]




    La solución analítica en el caso de un semiconductor con superficies isoenergéticas esféricas [image: missing image file] con un campo magnético [image: missing image file] en el espacio [image: missing image file] y un campo eléctrico [image: missing image file] será:




    [image: missing image file][image: ]




    Las dos primeras componentes, igual que en el segundo apartado, dan lugar a un movimiento de oscilación con frecuencia [image: missing image file] mientras que la tercera ecuación proporciona un desplazamiento a esa oscilación. La trayectoria será entonces una hélice que “avanza” a una velocidad [image: missing image file]




    Las soluciones para las componentes del vector de onda serán:




    [image: missing image file]




    siendo [image: missing image file] la condición inicial (en [image: missing image file]) para las componentes [image: missing image file] y [image: missing image file] y [image: missing image file].




    Además, sabemos que:




    [image: missing image file]




    y por tanto, en el espacio real, tendremos que:




    [image: missing image file]




    que también es una hélice, que en [image: missing image file] pasa por ([image: missing image file]) y cuya velocidad de avance es [image: missing image file] (movimiento uniformemente acelerado).




    En cada instante [image: missing image file], el electrón se encuentra con una energía,




    [image: missing image file]




    dependiente del campo eléctrico, pero no del magnético.




    Por otro lado, en el instante inicial, el electrón tiene una energía (considerando nula la energía del mínimo de banda) dada por:




    [image: missing image file]




    El incremento de energía cinética en el tiempo será:




    [image: missing image file]




    que, como hemos dicho, está asociado a la acción del campo eléctrico.




    ----oo----00o00----oo----




    3.- 1) Demostrar que la aceleración media de los electrones de la banda de conducción, al aplicar un campo eléctrico [image: missing image file], es isótropa en el Silicio.




    Suponer que cada valle tiene la misma ocupación, siendo




    [image: missing image file]




    donde la suma se extiende a todos los mínimos de la banda de conducción donde, en principio, “residen” los electrones de conducción.




    2) Calcular la masa efectiva de conductividad definida como [image: missing image file] aprovechando el resultado del apartado anterior.




    Solución:




    1) En la banda de conducción del Silicio existen seis mínimos en las direcciones de los ejes principales. Por tanto:




    
[image: missing image file]


  




  

    

      Por otro lado, se verificará que:


    


  




  

    




    [image: missing image file]




    





    [image: ]





    Vamos en primer lugar, para calcular las aceleraciones, [image: missing image file], a obtener las masas efectivas, [image: missing image file], de los electrones en el mínimo de cada uno de los valles. En torno al mínimo las superficies isoenergéticas son elipsoides de revolución con su eje principal en la dirección del eje de la red recíproca (ver Figura), y teniendo en cuenta el problema anterior se encuentra fácilmente que:




    [image: missing image file] [image: missing image file]




    [image: missing image file] [image: missing image file]




    [image: missing image file] [image: missing image file]




    En definitiva, sería:




    [image: missing image file] [image: missing image file] [image: missing image file]




    Por tanto, la aceleración media podrá ponerse como:




    [image: missing image file]




    Y haciendo [image: missing image file] se obtiene que:




    [image: missing image file]




    Luego, en el caso del Silicio, la aceleración media de los electrones en el fondo de la banda de conducción es isótropa, no depende de la orientación de [image: missing image file], o de [image: missing image file], con respecto a los ejes del cristal. La masa es tensorial en cada mínimo y escalar en el cristal.




    2) La masa efectiva de conductividad para este material (Silicio) será:




    [image: missing image file]




    ----oo----00o00----oo----




    4.- La banda de valencia del GaP en el entorno del punto [image: missing image file] se separa en dos bandas, una de huecos ligeros y otra de huecos pesados, de la forma:




    [image: missing image file]




    Calcular la masa efectiva en cada una de estas sub-bandas a lo largo de las direcciones [image: missing image file]. Suponiendo que [image: missing image file] es mucho menor que 1, definir una masa efectiva media para la banda de valencia en el sentido de la densidad de estados.




    Solución:




    a) La masa efectiva es: [image: missing image file]




    En la dirección [image: missing image file] será [image: missing image file] y, por tanto, por simple derivación se obtiene:




    [image: missing image file]




    En la dirección [image: missing image file] será [image: missing image file] y se obtiene:




    [image: missing image file]




    [image: missing image file]




    b) Masa equivalente (en el sentido de densidad de estados):




    Si [image: missing image file] la energía es “casi-esférica” ya que [image: missing image file] y se tienen las dos densidades de estados siguientes:




    [image: missing image file]




    Y por definición de densidad de estados, los estados totales con energías entre [image: missing image file] será:




    [image: missing image file]




    con [image: missing image file] y siendo: [image: missing image file]




    ----oo----00o00----oo----




    1.2. Semiconductor homogéneo en equilibrio termodinámico




    


    5.- La resonancia ciclotrón demuestra que para el Silicio intrínseco, sus superficies isoenergéticas son prácticamente esféricas para las tres bandas de valencia. Para la banda de conducción las superficies isoenergéticas están constituidas por 6 elipsoides de revolución sobre los ejes [image: missing image file], centradas a una distancia del origen igual a 0.8 del valor máximo de [image: missing image file] en la primera zona de Brillouin.




    [image: ]





    1) Demostrar que si el material se comporta como no degenerado, la densidad de huecos en las bandas de valencia se puede expresar por:




    [image: missing image file]Expresar [image: missing image file] en función de las masas efectivas de los huecos en las bandas de valencia [image: missing image file].




    2) Estúdiese la densidad de estados en la banda de conducción. Utilizar para ello un cambio de coordenadas para transformar los elipsoides en esferas. Demostrar que: [image: missing image file]




    siendo [image: missing image file] el número de elipsoides (6 en el Silicio) y [image: missing image file]las componentes de la masa efectiva (transversal y longitudinal, respectivamente).




    3) Encontrar la variación del nivel de Fermi con la temperatura.




    Solución:




    1) La densidad de huecos por banda es




    [image: missing image file] con i=h,l,s




    Para cada una de las bandas de valencia, por ser esféricas sus superficies isoenergéticas, puede ponerse que:




    [image: missing image file]




    La densidad de estados, por unidad de volumen del cristal, es:




    [image: missing image file]




    El factor de ocupación de huecos es:




    [image: missing image file]




    que en el caso de semiconductor no degenerado se puede poner como:




    [image: missing image file]




    La densidad de huecos para la banda i será por tanto:




    [image: missing image file]




    que con los cambios de variables: [image: missing image file] y [image: missing image file] se puede poner en la forma:




    [image: missing image file]




    La integral es del tipo de Euler, cuyo valor es: [image: missing image file] y por tanto:




    [image: missing image file] para i=h,l,s




    y para las tres bandas de valencia, [image: missing image file] tendremos:




    [image: missing image file]




    Luego: [image: missing image file]




    Para los valores de la figura, se obtiene: [image: missing image file]




    2) Cada elipsoide de la banda de conducción está caracterizado por dos masas efectivas, por ser de revolución: la longitudinal [image: missing image file] y la transversal [image: missing image file]




    Para un elipsoide será:




    [image: missing image file] (1)




    Debemos transformar este elipsoide en una esfera para obtener más fácilmente la densidad de estados. Dado que en el espacio esférico [image: missing image file] un elipsoide centrado en el origen se escribiría como:




    [image: missing image file] (2)




    es intuitivo que el cambio de variable




    [image: missing image file]




    aplicado a (1) produce (2).




    Tensorialmente, este cambio de variables se escribe:




    [image: missing image file]




    donde [image: missing image file] es un tensor cuyas componentes son la raíz de las del tensor de masa efectiva reducida.




    [image: missing image file]




    Salvo el origen [image: missing image file] en nuestro caso y el valor de [image: missing image file] que tomaremos igual a la masa en reposo, el tensor [image: missing image file] transforma en esfera el elipsoide isoenergético:




    [image: missing image file] (3)




    estando definida ahora la densidad de estados en energía por:




    [image: missing image file] (4)




    El problema reside ahora en encontrar [image: missing image file] Esto puede hacerse teniendo en cuenta que el número de estados no cambia al cambiar la base de vectores. O sea:




    [image: missing image file]




    que con (1) y (2) nos da:




    [image: missing image file]




    Utilizando (4) con esta densidad de estados y con la ayuda de (3), es posible obtener:




    [image: missing image file]




    y si hay h mínimos equivalentes:




    [image: missing image file]




    Si comparamos con la expresión asociada a una masa efectiva escalar:




    [image: missing image file]




    podemos definir una masa efectiva de los electrones en el sentido de la densidad de estados por:




    [image: missing image file] (5)




    NOTA: Ésta no es la única forma de obtener la densidad de estados asociada a un elipsoide. El cambio de coordenadas cartesianas a elípticas también transforma un elipsoide en una esfera:




    [image: missing image file]




    eligiendo [image: missing image file] y [image: missing image file] para que la energía resulte esférica ([image: missing image file])




    [image: missing image file]




    por lo que deben ser: [image: missing image file]




    A partir de aquí el procedimiento puede ser idéntico al que hemos desarrollado anteriormente. Pero también podemos obtener directamente[image: missing image file]calculando cuántos estados electrónicos tienen energías entre 0 y[image: missing image file]. Esto es:




    [image: missing image file]




    en donde con las transformaciones anteriores:




    [image: missing image file]




    siendo el jacobiano de la transformación




    [image: missing image file]




    por lo que




    [image: missing image file]




    de donde: [image: missing image file]




    y para los [image: missing image file] valles: [image: missing image file]




    Puede comprobarse que este resultado es el ya obtenido e, igualmente, definir una masa efectiva de los electrones en el sentido de la densidad de estados.




    3) Un semiconductor intrínseco, que es nuestro caso, tiene el número (densidad) de electrones en la banda de conducción igual al de huecos en la de valencia:




    [image: missing image file]




    relación que, además, determina el nivel de Fermi.




    La densidad de electrones en la banda de conducción será:




    [image: missing image file]




    con: [image: missing image file]




    y [image: missing image file] dada por (5).




    Este valor, igualado a la densidad de huecos obtenidos en el apartado 1º, nos da:




    [image: missing image file]




    de donde: [image: missing image file]




    que expresa la dependencia térmica del nivel de Fermi para un semiconductor intrínseco.




    ----oo----00o00----oo----




    6.- Utilizando rayos X se encuentra que la estructura cristalográfica del Germanio es tal que en una celda cúbica de lado 5.62 Å hay 18 átomos distribuidos de la siguiente forma: 8 en los vértices, 6 en los centros de las caras y 4 interiores. Se pide:




    1) Calcular la densidad de electrones de valencia en el Ge puro.




    2) Suponiendo que para el Ge puro a 300 K las densidades equivalentes de estados em las bandas de conducción y valencia son [image: missing image file] [image: missing image file] respectivamente, y que el GAP tiene una anchura de 0.66 eV, calcular la densidad de portadores en dicho semiconductor a 300 K y la posición del nivel de Fermi para dicha temperatura.




    3) ¿Cuál es el grado de ionización del Germanio a esa temperatura?




    4) La muestra anterior se impurifica con 1017 átomos/cm3 de Arsénico, para el que se tiene: [image: missing image file] Calcúlese la concentración de portadores y el nivel de Fermi a 300 K. ¿Cómo se modifica la ionización por esta impurificación?




    5) ¿Qué dificultades cuantitativas introduce el hecho de que el tipo de impurezas añadido fuese tal que [image: missing image file]




    Solución:




    1) Calculemos primero el número de átomos que hay en una celda de Germanio, que cristaliza en el sistema cúbico centrado en caras (fcc) .




    De los 8 átomos de los vértices, solamente [image: missing image file] pertenecen a una sola celda. De los 6 de las caras sólo [image: missing image file] pertenecen a una única celda. Los cuatro interiores están en esa celda. Luego el número de átomos por celda es:




    [image: missing image file]átomos por celda.




    Puesto que el Ge es del grupo IV del Sistema Periódico, el número de electrones de valencia (de enlace) por cm3 será:




    [image: missing image file] electrones/cm3




    2) Para [image: missing image file], por lo que podremos suponer semiconductor intrínseco no degenerado:




    [image: missing image file]




    [image: missing image file]
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