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    INTRODUCCIÓN


    En los últimos años GeoGebra se ha convertido en un recurso imprescindible en el aprendizaje y enseñanza de las matemáticas debido a que cada nueva versión ha ido incorporando nuevas opciones, lo que ha hecho que aumenten las posibilidades que ofrece, sin perder la sencillez que lo ha caracterizado desde su creación.


    Verbos como resolver, calcular o hallar, entre otros, se pueden cambiar por investigar, descubrir o experimentar, ya que la manipulación que ofrece para poder cambiar todos los objetos que intervienen en una construcción y por tanto, modificar las condiciones, facilitan que se puedan establecer nuevas relaciones o las condiciones que deben cumplir los objetos iniciales para que se cumpla o no una determinada propiedad.


    Las posibilidades que ofrece favorecerán un cambio en la metodología para la enseñanza de las matemáticas, promoviendo el autoaprendizaje a través de la investigación, de la manipulación y de la representación tanto en el plano como en el espacio de cualquier objeto.


    Las opciones que GeoGebra ofrece para desarrollar construcciones geométricas o para el estudio y representación de funciones han ido creciendo para incluir cálculo simbólico o una hoja de cálculo, así como las herramientas necesarias para trabajar estadística o álgebra, lo que hace que se pueda afrontar cualquier actividad a través de las distintas vistas que ofrece, en las que un valor de una de las vistas se puede utilizar en el resto.


    Considerando que para manejar este software no se requiere un manual de usuario, los capítulos de este libro se plantean con pocas descripciones de las herramientas y opciones que GeoGebra ofrece, que se describirán a través de ejemplos, que además permitirán recordar distintos conceptos matemáticos.


    Los contenidos y los ejemplos desarrollados en el libro son el resultado de la experiencia en las actividades de formación a distancia y presenciales realizadas en los últimos años, por lo que están pensados para facilitar el aprendizaje. Además, al final de cada uno de los capítulos se ha incluido una relación de actividades propuestas cuyo objetivo es afianzar los contenidos.


    Todas las actividades se han realizado con la versión 6 clásica, aunque dada la compatibilidad entre las distintas versiones, se pueden abrir y manipular con cualquier versión.


    GeoGebra se distribuye bajo licencia GNU General Public Licence, se puede descargar en la Web www.geogebra.org.


    Para facilitar la lectura y el aprendizaje de los ejemplos y actividades propuestas en este libro, todas las construcciones están disponibles en la siguiente dirección https://www.geogebra.org/m/zdurgfhw, publicada en la Web de recursos de GeoGebra.
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    GEOGEBRA. ASPECTOS GENERALES


    Introducción


    En todos los programas denominados de geometría dinámica se trabaja de manera análoga, ya que a partir de unos objetos elementales como puntos, rectas, circunferencias, etc., se realiza una construcción estableciendo unas relaciones afines y métricas entre ellos, de manera que al mover cualquier objeto inicial se mantengan las relaciones existentes. Es evidente que para que se mantengan las relaciones es necesario que los objetos estén relacionados a partir de propiedades geométricas y no a partir de trazados a mano alzada como se expondrá en los ejemplos que acompañarán a la exposición de este tipo de recursos.


    Este es el principio fundamental que hay que tener en cuenta sobre el significado de geometría dinámica para que las distintas construcciones realizadas sean correctas.


    Es evidente que el objeto más sencillo que podemos crear en el plano es un punto. Para ello, seleccionamos la herramienta Punto que aparece representado por la imagen [image: Tool New Point.gif] en la barra de herramientas.


    
      [image: ]

    


    Una vez seleccionada, observamos que aparece enmarcada de color azul.


    Con esta herramienta podemos comenzar a crear puntos en la vista gráfica. Para ello, bastará con hacer clic con el botón izquierdo en cualquier parte de esta vista gráfica. Por ejemplo, vamos a crear cuatro puntos que aparecerán nombrados como A, B, C y D.


    
      [image: ]

    


    Antes de continuar creando nuevos objetos, dediquemos un tiempo para comentar que todo lo que aparecen en GeoGebra se puede modificar. En este caso, observamos que aparecen los ejes de coordenadas que por ahora no se necesitan, por lo que es mejor ocultarlos, para lo que basta con pulsar la herramienta Puntero [image: ], haciendo clic en la imagen [image: ] que aparece en la parte superior derecha, para que se abra el desplegable mostrado en la imagen siguiente:


    
      [image: ]

    


    Solo hay que hacer clic sobre los ejes para ocultarlos, y también si se desea, se puede ocultar la cuadrícula. El proceso para mostrarlos es el mismo que para ocultarlos.


    En la parte izquierda de la pantalla aparece la vista algebraica que irá mostrando todos los objetos que se vayan creando en una construcción, en este momento aparecen los puntos con sus correspondientes coordenadas.


    Pensemos qué podemos construir con dos puntos.


    Por ejemplo, podemos dibujar una recta, la que pasa por A y C, para lo que recurriremos a la herramienta Recta, representada por el icono [image: ]. Una vez seleccionada esta herramienta, bastará con acercarnos al punto A, haciendo clic sobre él, desplazando el ratón hasta el segundo punto C, volviendo a hacer clic para que la recta que pasa por A y C aparezca creada en la vista gráfica.


    
      [image: ]

    


    También, con dos puntos es posible crear un segmento cuyos extremos sean esos dos puntos. Para construir el segmento BD, siguiendo un proceso similar al anterior, aunque para ello, necesitamos seleccionar la herramienta Segmento, representada por [image: Tool Segment between Two Points.gif].


    Esta herramienta se encuentra en el mismo bloque de herramientas que la herramienta Recta, utilizada anteriormente.


    
      [image: ]

    


    Una vez seleccionada la herramienta Segmento, haremos clic con el botón izquierdo del ratón en el punto B y a continuación clic en el punto D, aparecerá el segmento BD tal y como aparece en la imagen siguiente:


    
      [image: ]

    


    Un aspecto a tener en cuenta será que no es necesario mantener pulsado el botón izquierdo del ratón. Hay que hacer clic en un punto, desplazando el puntero para llegar al segundo punto.


    Podemos observar que en la vista algebraica aparecen dos líneas más, la primera con la ecuación de la recta y la segunda un valor que indica la longitud del segmento que se acaba de crear.


    Por tanto, podemos establecer que el proceso para crear un objeto será elegir la herramienta adecuada, haciendo clic con el botón izquierdo en la vista gráfica.


    Observamos que la recta y el segmento tienen un punto de intersección que podemos obtener con la herramienta Intersección cuyo icono es [image: Tool Intersect Two Objects.gif], que aparecerá al abrir el bloque de herramientas de Puntos.


    
      [image: ]

    


    Una vez seleccionada esta herramienta, haremos clic en cada uno de los dos objetos de los que deseamos obtener su intersección, es decir sobre el segmento y sobre la recta, sin olvidar que el clic lo debemos hacer con el botón izquierdo del ratón. Observemos que al hacer clic sobre un objeto, aparecerá resaltado; lo cual significa que ese objeto está seleccionado.


    Al realizar el proceso anterior aparecerá el punto E, resultado de la intersección de la recta AC y del segmento BD.


    
      [image: ]

    


    Si somos observadores, podemos preguntarnos la razón por la que los puntos A, B, C y D aparecen de color azul y el punto E aparece de color negro. Hay una razón importante que descubriremos a continuación al intentar mover los objetos que hasta este momento hemos creado.


    Para mover cualquier objeto hay que tener seleccionada previamente la herramienta Mueve [image: Tool Move.gif] (puntero).


    Una vez seleccionada la herramienta Mueve, nos acercamos al objeto que deseamos mover; por ejemplo al punto B. Al hacer clic sobre él, quedará seleccionado. Si mantenemos pulsado el botón izquierdo del ratón, comprobaremos que el puntero cambia de forma, apareciendo una mano que ha agarrado al punto, por lo que podremos cambiar su posición.


    Proponemos mover el punto B a una nueva posición en la que no exista el punto de intersección con la recta. Al no existir intersección entre los dos objetos, el punto E ha desaparecido, lo cual es evidente. Pero ¿se ha perdido o borrado de manera permanente? La respuesta es no, ya que volverá a aparecer cuando de nuevo exista intersección entre recta y segmento, como podremos comprobar moviendo nuevo cualquiera de los objetos que intervienen en la construcción.


    Además, el punto E sigue apareciendo en la vista algebraica, aunque cuando no hay intersección entre la recta y el segmento, aparecerá como indefinido en lugar de sus coordenadas y, volverá a aparecer cuando nuevamente exista la intersección entre los dos objetos anteriores.


    
      [image: ]

    


    Lo que acaba de ocurrir con la desaparición y posterior aparición del punto E, no es ni más ni menos que el significado del término geometría dinámica.


    Entre la recta y el segmento se ha establecido una relación de intersección (el punto E) por lo que al mover los objetos esta relación se mantiene.


    En un programa de geometría dinámica, como es el caso de GeoGebra, entre los objetos de una construcción se establecerán relaciones que si están bien definidas, se mantendrán al mover los objetos.


    Volvamos a la diferencia de color entre los primeros puntos y el punto E. Para ello, intentemos desplazar el punto E, siguiendo el proceso ya conocido para mover objetos.


    ¿Qué ocurre? ¿Cuál es la razón por la que no aparece la mano para agarrar el punto E al mantener pulsado el botón izquierdo del ratón sobre este punto, a pesar de aparecer seleccionado?


    La razón tiene que ver con otro concepto importante en estos programas, como son los conceptos de objetos libres y dependientes.


    Al crear los primeros puntos (A, B, C y D), una vez seleccionada la herramienta Punto hemos pulsado en cualquier parte libre del plano, por lo que no hay ninguna relación entre ellos. Son por tanto, puntos libres o mejor dicho, objetos libres.


    Sin embargo, el punto E se ha creado como intersección de dos objetos (recta AC y segmento BD), por lo que es un punto (u objeto) dependiente de ellos; lo cual supone, como ya hemos comprobado, que siempre que exista intersección el punto aparecerá.


    Por tanto, los objetos libres se podrán mover, mientras que los objetos dependientes se moverán cuando se muevan los objetos de los que dependen.


    Estas dos ideas son muy importantes para conocer la forma de trabajo de GeoGebra para evitar errores en las construcciones.


    Continuaremos con nuevos ejemplos de construcciones sencillas que ayuden a comprender algunos conceptos de GeoGebra.


    Para ello, preparamos una hoja nueva en blanco, pulsando sobre la opción [image: ]que aparece en la parte superior derecha, que abrirá el menú desplegable siguiente:


    
      [image: ]

    


    Al seleccionar Archivo Nuevo aparecerá una ventana que preguntará si se desea guardar la construcción actual o no. En nuestro caso, por ahora diremos que no, para comenzar con una nueva construcción a partir de una hoja en blanco.


    
      [image: ]

    


    Si deseamos guardar la construcción, aparecerá un cuadro de diálogo similar al mostrado en la imagen siguiente, que permite elegir entre guardarlo en la Web de recursos de GeoGebra, si el usuario dispone de una cuenta previamente creada, o guardar la construcción en su ordenador, para lo que será necesario marcar la opción Continuar sin identificarse ahora. Aparecerá el cuadro de diálogo siguiente, en el que hay que pulsar sobre Guardar.


    
      [image: ]

    


    En este caso, los pasos siguientes serán establecer el nombre con el que se guardará el archivo, así como el lugar o carpeta en el que se almacenará. Los archivos creados con GeoGebra tendrán la extensión ggb.


    Para reforzar el significado de geometría dinámica de este programa, realizaremos la siguiente construcción en la que a partir de una circunferencia se construya uno de sus diámetros.


    Para ello, seleccionaremos la herramienta Circunferencia (centro, punto) [image: Tool Circle Center Point.gif] que encontraremos en el bloque que podemos denominar curvas.


    
      [image: ]

    


    Al hacer clic en cualquier lugar de la vista gráfica aparecerá el primer punto A que será el centro de la circunferencia, desplazando el cursor, al hacer un nuevo clic aparecerá un nuevo punto B que determina el radio AB de la circunferencia.


    
      [image: ]

    


    Observemos que en la vista algébrica aparecerán las coordenadas de los dos puntos con respecto a los ejes de coordenadas que tenemos ocultos y la ecuación de la circunferencia, al igual que había ocurrido al dibujar una recta. Tanto los puntos A y B, como la circunferencia se pueden mover arrastrándolas con el puntero, de manera que al mover A y B cambiará el radio y por tanto la circunferencia, mientras que si se arrastra la circunferencia no variará el radio, ya que el efecto es una traslación a otra posición del plano, por lo que lo único que cambia son los valores representados en la vista algebraica.


    Creemos un nuevo punto C en la circunferencia. Ya conocemos el proceso, bastará con seleccionar la herramienta Punto [image: Tool New Point.gif], acercando el puntero a la circunferencia, de manera que cuando aparezca resaltada (estará seleccionada) y por tanto, al hacer clic con el botón izquierdo del ratón, aparecerá el nuevo punto.


    
      [image: ]

    


    En nuevo punto aparece representado de color azul, pero con un tono más tenue que A y B.


    Para entender estas diferencias, arrastremos el punto B y después, hagamos lo mismo con el punto C. ¿Qué ha ocurrido?


    Al mover el punto B la circunferencia cambia su tamaño, sin embargo, al intentar mover el punto C comprobaremos que solamente se mueve por la circunferencia. Por tanto, no es un punto libre, es un punto dependiente pero de otro objeto como es la circunferencia. Esa es la razón por la que aparece representado con otro color.


    La creación del punto C también se podría haber realizado utilizando la herramienta Punto en objeto [image: Tool Point in Region.gif], disponible en el mismo bloque de la herramienta anterior.


    Como el diámetro es una cuerda que pasa por el centro de la circunferencia, podemos elegir la herramienta Segmento ya conocida, para dibujar un segmento en el que C sea un extremo, que pase por el centro y cuyo otro extremo sea otro punto D de la circunferencia.


    Tendríamos una imagen parecida a la siguiente en la que aparece el segmento CD que hemos creado como diámetro:


    
      [image: ]

    


    Cuando realicemos una construcción podemos conocer si es correcta o no, moviendo los objetos iniciales. Si las relaciones se mantienen, la construcción será correcta, en caso contrario, algo ha fallado.


    Lo comprobamos moviendo los puntos A, B, C o D, para observar si el segmento trazado sigue siendo un diámetro.


    Por ejemplo, al mover D podemos comprobar que algo ha fallado en la construcción ya que el segmento deja de pasar por el centro. Por tanto, no es un diámetro.


    
      [image: ]

    


    La razón es que el segmento que habíamos dibujado como diámetro solamente depende de los puntos D y C, aunque aparentemente pasa por el centro A, no hay ninguna relación con dicho punto; por lo que al cambiar las condiciones iniciales ya dejará de pasar por este punto, tal y como ha ocurrido en la imagen anterior.


    Para resolverlo de manera correcta, es necesario establecer alguna relación con el centro.


    También hay que pensar que el diámetro que se puede construir a partir de C será una cuerda que pase por el centro y que cortará a la circunferencia en un punto de los infinitos puntos que tiene, por lo que será mucha casualidad y puntería acertar con dicho punto.


    Para ello, construimos la recta que pasa por los puntos A y C, para lo que utilizaremos la herramienta Recta. A continuación determinamos los puntos de intersección de la recta con la circunferencia, de los que sabemos que C será uno de ellos, por lo que solo nos queda determinar el otro punto que será D.


    
      [image: ]

    


    Una vez determinado el punto D, solo nos queda ocultar la recta AC que puede hacerse desmarcando el círculo que aparece en la vista algebraica.


    
      [image: ]

    


    Para ocultar un objeto también se puede hacer a través del denominado menú secundario, al que se accede pulsando el botón derecho del ratón, una vez situado el puntero sobre el objeto correspondiente. Aparecerá el menú con las opciones siguientes:


    
      [image: ]

    


    En este menú además de mostrar u ocultar un objeto, permite seleccionar algunas opciones que iremos describiendo más adelante, aunque algunas no necesitan mucha explicación.


    Una vez ocultada la recta, solo nos queda seleccionar la herramienta Segmento para construir el segmento cuyos extremos son los puntos C y D, segmento que corresponde al diámetro buscado.


    
      [image: ]

    


    Aparentemente el resultado es el mismo que habíamos obtenido anteriormente, pero hay una importante diferencia que consiste en que el punto D obtenido como extremo del segmento está relacionado con el centro A ya que es el punto de intersección de la recta que pasa por A y C, con la circunferencia. Podemos comprobar que el resultado es correcto al mover B y C, aunque podemos observar que D aparece en otro color, que no es posible moverlo ya que es un punto dependiente de A y de C.


    Lo ocurrido tiene mucho que ver con otro concepto muy importante que debe tenerse en cuenta al trabajar con este tipo de software. No es lo mismo dibujar que construir. En la primera construcción hemos dibujado una cuerda que aparentemente pasaba por el centro y en el segundo hemos creado una cuerda que pasa por el centro ya que hemos aplicado algunas relaciones, por lo que en este caso, lo que hemos hecho ha sido construir.


    Cuando las relaciones o propiedades matemáticas entre los objetos están bien definidas, la construcción será correcta y por tanto, al mover los objetos iniciales, las relaciones se mantienen. Esta es la característica de dinamismo que GeoGebra nos ofrece.


    Animación


    Aprovecharemos el ejemplo anterior para mostrar la forma de animar un objeto.


    El punto C se ha creado sobre la circunferencia, por lo que como hemos comprobado podemos moverlo, arrastrándolo con la herramienta Puntero, previamente seleccionada.


    GeoGebra ofrece las opciones necesarias para animar de manera automática un objeto.


    Para animar el punto C, lo seleccionamos previamente, pulsando el botón derecho sobre él. Como hemos indicado, el botón derecho da acceso a un menú con las opciones necesarias para modificar las características de un objeto.


    
      [image: ]

    


    Una vez que aparezca el menú anterior, bastará con pulsar sobre Animación para que el punto C comience a moverse sobre la circunferencia.


    En la esquina inferior izquierda aparecerá el botón [image: ] que permitirá detener la animación, mientras que para reiniciar la animación, bastará con pulsar el botón [image: ] que habrá sustituido al botón anterior.


    Si intentamos animar el punto B que también está sobre la circunferencia, observaremos que entre las opciones del menú secundario al abrirlo sobre dicho punto no aparece la opción Animación. La razón por la que no es posible animar este punto se debe a que B es un punto libre, por lo que no se puede establecer un movimiento sobre otro objeto, como ha ocurrido con el punto C cuyo recorrido quedaba establecido por la circunferencia.


    Rastro de un objeto


    A partir del ejemplo anterior, detenemos la animación del punto C para mostrar alguna opción más que ofrece GeoGebra.


    Creemos el punto medio entre A y C, al que llamaremos M. Para ello, seleccionamos la herramienta Punto medio o centro [image: Tool Midpoint or Center.gif] que encontramos en el mismo bloque de la herramienta Punto. Una vez seleccionada la herramienta, pulsamos sobre A y después, sobre C, aparecerá el punto E, ya que el programa sigue el orden alfabético para nombrar los puntos. Lo renombramos para llamarlo M con ayuda del menú secundario en el que encontramos la opción Renombra, escribiendo en la ventana que aparecerá el nuevo nombre que deseamos asignar.


    
      [image: ]

    


    Pulsamos el botón derecho sobre M para que de nuevo, aparezca el menú con las opciones para cambiar sus características.


    Podemos observar que la primera línea que aparece en este menú nos indica el nombre del objeto sobre el que se realizará la acción se realice, en este caso, aparece Punto M, sobre el que marcamos la opción Mostar rastro en el menú secundario.


    
      [image: ]

    


    Aparentemente no hace nada, pero al pulsar el botón Play para animar el punto C observaremos que el punto M va dejando el rastro por donde va pasando.


    
      [image: ]

    


    El resultado será una nueva circunferencia con centro en A y radio AM.


    Es necesario aclarar que el resultado obtenido no es un objeto para el programa ya que es solo un trazo como podemos comprobar si en esta ocasión, cambiamos el radio de la circunferencia inicial, variando o mejor dicho, moviendo el punto B.


    Para borrar un rastro, antes de comenzar una animación, es necesario pulsar la combinación de teclas Ctrl – F.


    Si en alguna construcción no deseamos cambiar algunos de los valores u objetos, se podrán ocultar para evitar seleccionarlos y por tanto no poder cambiar su posición. En el ejemplo anterior, si ocultamos el punto B, evitaremos que el radio de la circunferencia cambie.


    Si por error, en lugar de ocultar este punto, lo borramos utilizando la opción que también aparece al pulsar el botón derecho sobre él, desaparecerán todos los objetos que dependían de él. En la construcción anterior, quedará solo el punto A.


    Un objeto también se podrá borrar pulsando la tecla Supr, seleccionándolo previamente. Cuando por error, se realice una acción que no deseamos, siempre es posible deshacerla. Para ello, disponemos de las opciones [image: ] (esquina superior derecha) para deshacer o rehacer, respectivamente cualquier acción.


    Estas dos opciones también se encuentran en el menú Edita disponible también en el mismo menú que apareció al elegir la opción para crear un archivo nuevo.


    En la construcción que hemos realizado observamos que todos los objetos que han ido apareciendo tienen una etiqueta asignada, que también se puede ocultar a través del menú secundario. Si deseamos que al crear los objetos no aparezcan estas etiquetas o solo las de los nuevos puntos, se puede hacer cambiando la selección a través de Configuración, disponible en el menú que aparece al pulsar sobre [image: ]. Las opciones disponibles son las mostradas en la imagen siguiente:


    
      [image: ]

    


    Planteamos a continuación nuevos ejemplos que permitirán conocer algunas opciones más de GeoGebra.


    Ejemplo 1


    Dibuja el haz de rectas de un punto.


    Comenzaremos dibujando una recta que pasa por el punto A y por otro punto B que se pueden crear con antelación o una vez que se ha seleccionado la herramienta Recta [image: Tool Line through Two Points.gif].


    Una vez creada la recta vamos a cambiar su aspecto, para lo que previamente seleccionamos la recta con ayuda del puntero, abriendo a continuación la pestaña que permite cambiar las características de un objeto, en este caso de la recta AB.


    
      [image: ]

    


    La primera opción que aparece permite establecer el color y opacidad, mientras que en la segunda se podrá determinar el trazado y el grosor de la recta.


    
      
        [image: ]
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    Ya solo queda activar el rastro de la recta y mover el punto B para que aparezca en la vista gráficas las distintas rectas en función de la posición que en cada momento ocupe el punto B. Como el punto B es un punto libre ya conocemos que no es posible animarlo de forma automática.


    La imagen que aparecerá será similar a la mostrada a continuación.


    
      [image: ]

    


    Evidentemente con este proceso no se ha conseguido la expresión del haz de rectas que pasan por el punto A, pero servirá para mostrar que por un punto A pasan infinitas rectas, tantas como las infinitas posiciones que puede ocupar el punto B en el plano.


    Ejemplo 2


    Construye el cuadrado, sabiendo que el segmento AB es una de sus diagonales.


    Dibujamos un segmento AB cualquiera que corresponderá a la diagonal del cuadrado que deseamos construir.


    El cuadrado quedará determinado cuando encontremos los dos vértices que faltan; para lo que necesitamos aplicar las propiedades matemáticas que determinan las características de este polígono.


    Sabemos que en un cuadrado las dos diagonales son perpendiculares y se cortan en el punto medio. Por tanto, lo primero que haremos será obtener el punto medio del segmento AB, utilizando para ello la herramienta Punto medio o centro.


    Una vez seleccionada la herramienta, pulsamos sobre el segmento para que aparezca un nuevo punto C que es el punto medio.


    Para trazar la recta perpendicular al segmento AB por el punto C recurrimos a la herramienta disponible en GeoGebra, que encontramos en el siguiente bloque de herramientas.


    
      [image: ]

    


    Una vez seleccionada la herramienta Recta perpendicular [image: Tool Perpendicular Line.gif], pulsamos sobre el segmento y sobre el punto C, para que aparezca la recta.


    
      [image: ]

    


    Esta recta es la mediatriz del segmento AB que se podía haber obtenido directamente ya que como observamos en el menú de herramientas anterior, disponemos de una herramienta específica para trazarla, sin necesidad de obtener previamente el punto C, ya que bastará con pulsar sobre el segmento.


    Como las dos diagonales en un cuadrado tienen el mismo tamaño, dibujamos una circunferencia de centro C y radio AC, para lo que seleccionamos la herramienta Circunferencia (centro, punto), haciendo clic sobre C y, posteriormente sobre A.


    Ya solo queda obtener los puntos de intersección de la circunferencia con la recta perpendicular para obtener los dos vértices que completan el cuadrado.


    
      [image: ]

    


    Por último, solo resta utilizar la herramienta Polígono [image: Mode polygon.svg] disponible en el siguiente bloque de menú de herramientas, para dibujar el cuadrado, pulsado sobre A, D, B, C y de nuevo A.


    
      [image: ]

    


    Si lo deseamos podemos ocultar alguno de los objetos o cambiar su aspecto a través de las distintas opciones que GeoGebra ofrece.


    En el siguiente ejemplo en lugar de realizar la construcción a partir de unos objetos gráficos, lo haremos a partir de unos valores numéricos.


    Ejemplo 3


    Construye un paralelogramo cuyos lados midan 2,5 y 4 unidades.


    La construcción es similar al ejemplo anterior, aunque en este caso los datos corresponden a los valores de los lados. Podemos dibujar circunferencias cuyos radios coincidan con los valores anteriores utilizando la herramienta Circunferencia (centro, radio) [image: Tool Circle Center Radius.gif].


    Una vez seleccionada esta herramienta, al pulsar sobre una zona libre de la vista gráfica o sobre un punto ya creado, aparecerá una nueva ventana para introducir la medida del radio.


    Escribimos 2.5 (la coma decimal se escribe en GeoGebra con el punto) y pulsamos Ok, aparecerá una circunferencia cuyo radio es el valor anterior. Repitiendo el proceso para crear la nueva circunferencia con el mismo centro que la anterior, pero con radio igual a 4 unidades. Tendremos dos circunferencias concéntricas similares a las mostradas en la imagen siguiente:


    
      [image: ]

    


    Dibujamos un radio en cada una de las circunferencias utilizando la herramienta Segmento.


    
      [image: ]

    


    Ya tenemos dos lados del paralelogramo, por lo que solo nos queda trazar paralelas a cada uno de los lados para obtener el cuarto vértice, para lo que utilizaremos la herramienta Recta paralela [image: Mode parallel.svg], obteniendo el cuarto vértice como punto de intersección de las dos rectas trazadas anteriormente. Para terminar solo queda crear el polígono cuyos vértices son los puntos A, B, C y D, utilizando la herramienta Polígono, de la misma forma expuesta en el ejemplo anterior.


    El resultado será el que aparece en la imagen siguiente:


    
      [image: ]

    


    Podemos observar que al mover los puntos B o C obtendremos nuevos paralelogramos cuyos lados coinciden con los valores iniciales.


    Aunque antes de usar la herramienta Polígono, observamos que aparecen los cuatro vértices que determinan el paralelogramos buscado, destaquemos que no es reconocible por GeoGebra hasta tanto no se defina. Una vez creado aparecerá su nombre y una medida en la vista algebraica, medida que corresponde a su área.


    Ejemplo 4


    Sea ABC un triángulo cualquiera. Construye un nuevo triángulo rectángulo cuya área sea igual a la del triángulo ABC.


    Construye un nuevo triángulo isósceles que tenga igual área que el triángulo inicial.


    Utilizando la herramienta Polígono dibujamos el triángulo ABC, a partir del cual obtendremos los dos triángulos pedidos.


    
      [image: ]

    


    Dos triángulos que tengan la misma base y la misma altura tendrán igual área. Por tanto, podemos mantener AB como base de los nuevos triángulos, por lo que solo nos queda determinar la misma altura y lograr que los triángulos sean del tipo pedido.


    Como el primer triángulo tiene que ser rectángulo, tendrá un ángulo recto que conseguiremos trazando la perpendicular a la base por cualquiera de sus vértices (A o B en la imagen anterior).


    Necesitamos encontrar el tercer vértice del nuevo triángulo de manera que la altura sea la misma que la del triángulo inicial. Dibujamos la recta paralela a la base por el vértice C. El punto D de intersección de estas dos rectas será el vértice del triángulo rectángulo que obtendremos con la herramienta Intersección.


    Ya solo queda dibujar el nuevo triángulo con ayuda de la herramienta Polígono.


    
      [image: ]

    


    Antes de comprobar que los dos triángulos tiene la misma área, ocultamos las rectas que hemos trazado.


    GeoGebra dispone de las herramientas necesarias para realizar medidas, como es el caso del área. Estas herramientas las encontraremos en el bloque Medidas.


    
      [image: ]

    


    Seleccionamos la herramienta Área [image: Tool Area.gif], pulsando a continuación sobre cada uno de los triángulos.


    Aparecerán las medidas de las áreas que como era de esperar, coinciden.
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    Para conocer el área de los dos triángulos no era necesaria la herramienta anterior, ya que los valores aparecen en la vista algebraica junto con el nombre de cada uno de los triángulos nombrados de manera automática como t1 y t2, pero nos ha servido para introducir un nuevo bloque de herramientas.


    
      [image: ]

    


    Como también hay que obtener un triángulo isósceles con la misma área que el triángulo ABC inicial, mantenemos la base que será AB y la altura que será la que marca la paralela por C a la base.


    Antes de realizar los pasos necesarios, ocultamos algunos objetos para quedarnos con el triángulo inicial y con la recta trazada por el vértice C. En el triángulo isósceles, el tercer vértice tendrá que encontrarse a la misma distancia de A y de B, para que los dos nuevos lados sean iguales; por tanto, estará en la perpendicular al lado AB trazada por el punto medio, o lo que es lo mismo, estará en la mediatriz del segmento AB, que obtendremos con la herramienta Mediatriz [image: Tool Perpendicular Bisector.gif], que una vez seleccionada, solo hay que pulsar sobre el segmento AB para que aparezca.


    Ya sólo queda encontrar la intersección entre las dos rectas que corresponderá al tercer vértice del triángulo buscado y crear el nuevo triángulo.


    
      [image: ]

    


    En la vista algebraica comprobaremos que el nuevo triángulo también tiene la misma área, algo que era de esperar ya que tiene la misma base y la misma altura que el triángulo inicial.


    En esta construcción se pueden mover los vértices del triángulo inicial para observar que las propiedades de los dos triángulos creados se mantienen.


    Deslizadores


    Un deslizador es una variable que tomará distintos valores que se podrá incluir en una construcción, de manera que al variar su valor, las condiciones cambian y por tanto, el resto de objetos se actualizan a los nuevos valores.


    Supongamos que deseamos construir un cuadrado cuyo lado sea variable, por ejemplo, que tome valores de 1 a 5 cm, con incrementos de 0,5 unidades.


    En este caso, la medida del lado será variable, por lo que necesitamos una herramienta que nos facilite estos cambios de medida. Esto se consigue con ayuda de la herramienta Deslizador [image: Tool Slider.gif] que se encuentra en el bloque de herramientas que denominamos de Control.
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    Una vez seleccionada esta herramienta, al pulsar en la vista gráfica, aparecerá el cuadro de diálogo siguiente:


    
      [image: ]

    


    En la pestaña Intervalo podemos observar que hay varios tipos de deslizadores: Número, Ángulo o Entero, y que cada deslizador, al igual que todos los objetos en GeoGebra, tendrá un nombre; en este caso, por defecto es a y un valor asignado que es 1.


    Además, tendrá unos valores asignados: valor inicial (Mín.), valor final (Máx.) y un incremento.


    También hay otras dos pestañas denominadas Deslizador y Animación que permiten la posición y forma de representación del deslizador y el modo en que se realizará la animación cuando se active, lo que nos indica que un deslizador se podrá animar de manera automática de la misma forma que ya ha quedado expuesto que se animan otros objetos. Podemos dejar el tipo y el nombre, aunque necesitamos modificar los valores para ajustarlo al objetivo que nos hemos planteado. En nuestro caso, el valor mínimo será 1, el máximo es 5 y el incremento será de 0,5 (recordemos que debemos escribir 0.5).


    Al pulsar el botón OK, aparecerá la barra que indica la creación del deslizador, tanto en la vista gráfica como algebraica, aunque si pulsamos sobre el círculo correspondiente a esta entrada en la vista algebraica, no se mostrará en la vista gráfica.


    Podemos comprobar que ocurre al desplazar el punto que aparece en el deslizador; observaremos que cambia de valor, pasando por 1.5, 2, 2.5,…, 5, que corresponden a los valores e incremento indicados.


    Ya hemos conseguido la variable correspondiente al lado, por lo que el siguiente paso será construirlo. El lado es un segmento, por lo que utilizaremos la herramienta segmento, aunque en esta ocasión recurrimos a Segmento de longitud dada [image: Tool Segment with Given Length from Point.gif], ya que eso es lo que necesitamos.


    Una vez seleccionada esta herramienta, haremos clic en cualquier parte de la vista gráfica, aparecerá el cuadro de diálogo siguiente para introducir la medida del lado, que en nuestro ejemplo deseamos sea el valor que en cada momento tenga el deslizador, por lo que tendremos que escribir a como valor de la longitud del segmento.


    
      [image: ]

    


    Al pulsar el botón Ok aparecerá el segmento AB en la vista gráfica. Podemos comprobar que al variar el valor del deslizador, el lado se ajusta al correspondiente valor.


    Ya solo queda construir el cuadrado con ayuda de la herramienta Polígono regular [image: Mode regularpolygon.svg] que una vez seleccionada hay que pulsar sobre los extremos del segmento, indicando a continuación el número de lados del polígono regular que se desea crear, en este ejemplo será 4 para obtener un cuadrado. Aparecerá el cuadrado cuyo lado cambiará al modificar el valor del deslizador.
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    Continuamos con otros ejemplos que permitan conocer nuevas herramientas de GeoGebra.


    Tangentes


    GeoGebra dispone de la herramienta Tangentes [image: Tool Tangents.gif] que facilita el trazado de la recta tangente a una curva.


    Por ejemplo, para obtener la recta tangente a una circunferencia por un punto de ella, basta con seleccionar esta herramienta, pulsando a continuación sobre la circunferencia y por último, sobre el punto por el que se desea trazar.


    La recta tangente a una circunferencia por un punto de ella forma un ángulo recto con el radio trazado sobre dicho punto, que podemos medir con ayuda de la herramienta Ángulo [image: Tool Angle.gif].


    
      [image: ]

    


    Si deseamos que aparezca marcado en el interior del radio y la recta se puede conseguir aplicando la herramienta ángulo sobre tres puntos, de manera que el primero sea el centro A, el segundo punto será el vértice del ángulo, en este caso P y el tercer punto sería un punto previamente creado en la recta, marcados en el orden del sentido de las agujas del reloj. Si se marcan en orden contrario a las agujas del reloj, la medida que aparece será la del ángulo exterior.


    De manera análoga, podemos trazar las tangentes a una circunferencia desde un punto exterior. El proceso es similar ya que basta con seleccionar la herramienta Tangentes, pulsando a continuación sobre la circunferencia y sobre el punto Q.


    
      [image: ]

    


    Podemos comprobar que la recta que une los puntos A y Q es la bisectriz del ángulo formado por las dos rectas tangentes. Como era de esperar GeoGebra dispone de una herramienta para obtener la bisectriz de un ángulo. Esta herramienta es Bisectriz [image: Tool Angular Bisector.gif] se encuentra en el bloque en el que se encuentra la herramienta utilizada para obtener las tangentes.


    Una vez seleccionada, bastará con pulsar sobre las dos rectas para que aparezca dibujada.


    
      [image: ]

    


    Observamos que aparecen las dos bisectrices de los dos ángulos que forman las dos rectas tangentes.


    Ejemplo 5


    Sea P un punto de una recta y Q un punto que no pertenece a la recta. Construye la circunferencia que pasa por el punto Q y es tangente a la recta en el punto P.


    Comenzamos dibujando los objetos iniciales: una recta, un punto P en la recta que no sea ninguno de los puntos (A y B) utilizados para crearla y un punto Q que no pertenezca a la recta. En la siguiente imagen aparecen los objetos anteriores, en los que al crear los puntos P y Q, los hemos renombrado. La forma de renombrar un objeto ya ha quedado expuesta anteriormente, aunque al crear un punto directamente se podrá escribir el nombre que se desea asignarle.
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    Para encontrar la circunferencia pedida es necesario determinar su centro. Como P y Q son puntos de la circunferencia, significa que el centro estará a la misma distancia de ellos. Por tanto, el centro estará en la mediatriz de los dos puntos o lo que es lo mismo, en la mediatriz del segmento PQ.


    Seleccionamos la herramienta Mediatriz, pulsando a continuación sobre P y Q. Aparece la mediatriz, sin necesidad de haber dibujado previamente el segmento PQ.


    La recta inicial es la tangente a la circunferencia en P, por lo que el radio trazado por P será perpendicular a dicha circunferencia, lo que supone que el centro se encontrará en la recta perpendicular a la recta inicial por el punto P, que trazamos utilizando la herramienta Recta perpendicular.


    El punto de intersección de esta recta con la mediatriz dará el centro de la circunferencia que trazaremos utilizando la herramienta Circunferencia (centro, punto) para obtener la circunferencia cuyo centro es C y un punto que puede ser P o Q.


    La circunferencia que cumple las condiciones pedidas aparece en la imagen siguiente:


    
      [image: ]

    


    Comprobaremos que la construcción está bien hecha moviendo los objetos iniciales. Por ejemplo, si movemos los puntos P o Q, la circunferencia seguirá cumpliendo las condiciones pedidas.


    Aunque dedicaremos un capítulo del libro a la construcción de lugares geométricos, podemos adelantar la forma en la que se puede utilizar la herramienta disponible en GeoGebra que permitirá obtenerlos. Esta herramienta aparece con el nombre Lugar geométrico [image: Mode locus.svg].


    Observando la construcción anterior, al mover el punto P sobre la recta, la circunferencia tangente irá cambiando, por lo que su centro C cambia su posición. La pregunta sería ¿qué lugar geométrico describe el punto C cuando el punto P recorre la recta?


    Para obtenerlo seleccionamos la herramienta Lugar geométrico, pulsando a continuación sobre el punto que describe el lugar (C) y a continuación, sobre el punto que se mueve (P). El resultado será la parábola que aparece en la imagen siguiente, en la que el punto Q es el foco y la recta inicial es su directriz.
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    Ejemplo 6


    Cuadrilátero cíclico.


    Si en una circunferencia marcamos cuatro puntos y dibujamos el polígono formado por ellos, obtendremos un cuadrilátero denominado cíclico.


    
      [image: ]

    


    Llamaremos cuadrilátero cíclico a aquél que se puede inscribir en una circunferencia. El cuadrilátero que hemos construido lo es; pero ¿son cíclicos todos los cuadriláteros? ¿Qué condición se ha de cumplir para que un cuadrilátero sea cíclico? Vamos a investigarlo.


    Seleccionamos la herramienta Ángulo [image: Mode angle.svg] y medimos los cuatro ángulos interiores del cuadrilátero. Para ello, una vez seleccionada la herramienta, señalaremos tres vértices consecutivos del cuadrilátero, en el sentido de las agujas del reloj, para construir el ángulo formado en el segundo de los vértices marcados.
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    Calculamos la suma de los ángulos opuestos α+ γ y β+ δ, cuyo valor insertaremos como texto en la vista gráfica, seleccionado la herramienta Texto [image: Mode text.svg], pulsando sobre una zona libre de esta vista.


    Aparecerá el cuadro de diálogo siguiente:


    
      [image: ]

    


    Cuando el texto que deseamos que aparezca es una frase o texto denominado fijo, bastará con escribirlo, estableciendo sus características (negrita, cursiva o tipo de letra), pulsando el botón Ok para que aparezca en la vista gráfica. Si se desea escribir una expresión en Latex será necesario pulsar sobre la opción que aparece como Fórmula Latex.
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