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  Introducción




  Este libro es producto de dos investigaciones, realizadas por los autores, con estudiantes de primer semestre de Ingenierías en la Universidad de La Salle. La primera determinó el impacto de la calculadora graficadora como instrumento didáctico en el aprendizaje del concepto matemático de función. La otra giró en torno al estudio de la mediación de situaciones didácticas que incluyen el uso de la calculadora graficadora, en la superación de obstáculos cognitivos en el aprendizaje de dicho concepto.




  Con este libro se pretende brindar a los profesores de matemáticas de los primeros semestres universitarios una orientación en los procesos didácticos, apoyados por el uso de la calculadora, para la construcción de los conceptos básicos del cálculo diferencial.




  La obra se compone de cinco capítulos. En el primero se plantea la naturaleza compleja y transdisciplinar de los problemas en la educación matemática. En consecuencia, se afirma la necesidad de adoptar una posición epistemológica explícita y militante que permita ser el punto de encuentro de diferentes disciplinas (historia, didáctica, matemáticas, neurolingüística, psicología, sociología, pedagogía, entre otras) para abordar las explicaciones a los fenómenos que surgen en los procesos de comunicación y transformación de los saberes matemáticos. Finalmente, se presentan los fundamentos epistemológicos que orientan el diseño de situaciones de enseñanza de conceptos matemáticos y la adopción de unidades de análisis en la investigación sobre el uso de las calculadoras.




  En el segundo capítulo se presentan las ideas fundamentales de la teoría de situaciones de Guy Brousseau (1986) y su relación con los conceptos de la epistemología genética de Jean Piaget (1975) y la mediación sociocultural de Lev Vygotski.




  Para el tercer capítulo se familiariza al lector con la epistemología del error, los obstáculos cognitivos y sus orígenes, el concepto de aprendizaje según Brousseau y la epistemología del concepto de función.




  El capítulo cuarto plantea una propuesta didáctica que incluye: una guía para el estudiante, una guía para el profesor y el contrato didáctico.




  Finalmente, en el quinto capítulo, se hace alusión a las ventajas y limitaciones del uso de la calculadora graficadora como instrumento mediador en la construcción de conceptos matemáticos básicos y se ilustran los pasos a seguir en la construcción geométrica de una situación dinámica.




  Capítulo 1




  Fundamentos epistemológicos y didácticos para la enseñanza de conceptos matemáticos. Del conocimiento explícito al conocimiento implícito




  César A. Delgado G.




  En la obra de la ciencia sólo puede amarse aquello que se destruye, sólo puede continuarse el pasado negándolo, sólo puede venerarse al maestro contradiciéndolo.




  Entonces sí, la Escuela continúa a lo largo de toda una vida. Una cultura detenida en un periodo escolar es la cabal negación de la cultura científica.




  Bachelard




  Numerosas investigaciones en el campo de la didáctica de las matemáticas han permitido identificar ciertos fenómenos didácticos que son compartidos por diferentes niveles y sistemas de enseñanza, sin importar los entornos culturales y desarrollos de las economías de los países en que tales sistemas se insertan. Estos fenómenos adoptan ciertas formas que no se revelan a simple vista, sino con la mediación de un análisis. Es el conocimiento de tales formas, que llamaremos leyes didácticas, lo que permitiría actuar sobre los sistemas didácticos ―profesor, alumno, saber― para modificar ciertos estados que se presentan de manera natural ligados al propio funcionamiento del sistema. En este capítulo se presentan los fundamentos de una posición epistemológica que orienta un modelo de enseñanza que trata de responder a las preguntas: ¿cómo aprenden los alumnos las matemáticas? y ¿cómo se deberían enseñar las matemáticas? Que se vinculan a la pregunta epistemológica: ¿existe relación entre el desarrollo del conocimiento matemático científico y el desarrollo de los conocimientos matemáticos de los alumnos en el aula? Nuestra respuesta, sustentada en la epistemología genética, es que los mecanismos que permiten el desarrollo del conocimiento en la ciencia son los mismos en el niño y en el adulto no científico.




  1.1 PLANTEAMIENTO DE LOS PROBLEMAS




  La educación, entendida como mediación en los procesos de formación de los seres humanos, es una responsabilidad social a cargo de diferentes instituciones que reconocen su importancia como factor esencial en la construcción y desarrollo de la racionalidad y personalidad humana y, en consecuencia, en el progreso de la sociedad en general. Organismos internacionales y nacionales ponderan los beneficios sociales de una buena educación: bienestar económico y cultural, independencia intelectual, tolerancia a la crítica, y otros derechos. Sin embargo, cuando reflexionamos nuestra realidad tenemos que decir que estamos muy lejos de alcanzar el ideal educativo que demanda nuestra sociedad.




  Una gran parte del ideal educativo del mundo moderno se centra en la enseñanza de las matemáticas, disciplina que, debido a los desarrollos de las nuevas Tecnologías de la Información y la Comunicación en el siglo pasado, se ha convertido en la ciencia de soporte de tales desarrollos, y, en consecuencia, en la ciencia madre de la sociedad posmoderna. Las matemáticas son a este siglo lo que las ciencias experimentales representaron en el modelaje de las organizaciones sociales y económicas de los siglos posteriores a la publicación de los Principia (1687) de Newton. En el siglo XXI, la mayor parte de la actividad humana podrá ser encapsulada en formatos electrónicos y esto quiere decir, que se podrá representar en modelos matemáticos que se materializan en toma de decisiones y en artefactos que influyen la vida social y económica: ¡“todo es número” ―sentenció Pitágoras― y tenía mucha razón! Sin embargo, la educación matemática de las nuevas generaciones deja mucho que desear. Los alumnos perciben las matemáticas como algoritmos y fórmulas para resolver problemas con muy poca o ninguna conciencia del poder del lenguaje matemático para encapsular, reflexionar e inventar nuevas realidades y, aún menos, que tales invenciones dan forma al entorno del cual ellos hacen parte. Somos prisioneros en un mundo que se modela matemáticamente y somos inconscientes de ello. La educación matemática ha fracasado rotundamente en hacer visible a las nuevas generaciones su poder inventivo y en hacerlos conscientes de la materialización de estas invenciones en los artefactos y modelos, económicos y culturales, que condicionan la actividad cotidiana de los seres humanos.




  Esta situación plantea toda una problemática sobre la comunicación de los saberes matemáticos que heredamos de los matemáticos del pasado a las nuevas generaciones. La reflexión acerca de los fenómenos de esta comunicación es el objeto de las investigaciones que realizan los didactas de las matemáticas. Sin embargo, hay que reconocer cuáles son los límites de esta acción investigativa y su poder de transformación de la realidad dada la compleja naturaleza de los problemas en la educación.




  1.1.1 Los problemas de la educación matemática y sus modos de solución




  Periódicamente, las instituciones y las personas que se interesan por la educación matemática, en todos los niveles educativos, se pronuncian reclamando por acciones que conduzcan a mejorar los resultados desastrosos que se observan en las evaluaciones del sistema educativo. No obstante, aun en los países desarrollados, donde en los últimos cuarenta años se han consolidado colectivos científicos que se ocupan del estudio de los problemas que originan estos resultados no deseables, no se alcanzan las soluciones y la situación parece resistir a las acciones apoyadas en investigaciones de los didactas de las matemáticas y promovidas por los ministerios de educación. Por otra parte, en los países en vía de desarrollo el panorama es mucho más crítico. Allí, los casi inexistentes y reducidos grupos de investigación en didáctica de las matemáticas no pueden influir demasiado en los educadores públicos que se ven obligados a interpretar los “lineamientos curriculares” ―que definen tanto los principios de la enseñanza y del aprendizaje como sus aplicaciones― a la luz del empirismo y la tradición, sin el apoyo de una ciencia que explique los fenómenos didácticos para poder responder a la complejidad de los problemas.




  ¿Cuáles son las razones de la inercia de los problemas educativos? En parte esta situación de resistencia de ciertos problemas de la educación matemática, que incluye a los países más desarrollados, se explica por la naturaleza de los problemas y sus modos de solución. Los problemas en la educación matemática, a diferencia de los problemas matemáticos, no se resuelven con un discurso, sino que además de la explicación científica la solución de los problemas involucra un proceso que compromete el funcionamiento e intereses de las instituciones y organizaciones sociales, en un momento dado. Como muy bien lo expreso el matemático y didacta de las matemáticas alemán Hans Freudenthal (1905-1990):




  
Los problemas matemáticos son problemas dentro de una ciencia, que surgen en gran medida de esta ciencia misma o de otras ciencias. Los problemas de educación son problemas de la vida, que surgen de necesidades variables y modos y caprichos de una sociedad en transformación (Freudenthal, 1981, p. 134).







  Por tales razones, los problemas de la educación matemática se resuelven mediante el desarrollo de procesos orientados, por teorías didácticas, hacia la transformación de los estados de funcionamiento no deseados del sistema educativo. Procesos que toman tiempo y cubre a generaciones y cuya dinámica está condicionada por variables y parámetros que dependen de los intereses sociales y políticos de una época, que no siempre concuerdan con las recomendaciones que provienen de la didáctica de las matemáticas.




  Ahora bien, respecto a la definición de los actores fundamentales y directos de los procesos de solución de los problemas, ellos quedan definidos cuando entendemos la educación como todo proceso que media la “forma mental” del individuo. En este sentido, la educación está relacionada con formación entendida como el proceso de darse forma a sí mismo, gracias a la mediación educativa. De acuerdo con esta visión de la educación, los actores principales son las instituciones educativas, los profesores y maestros que las interpretan y materializan en sus acciones educativas, y las nuevas generaciones que requieren la mediación educativa, que los pone en contacto con las herramientas culturales, para enfrentar el mundo en el que les toca vivir y realizarse como seres humanos. Esta aclaración es necesaria para destacar las responsabilidades de los actores. El proceso de educar está a cargo de la sociedad en general y sus instituciones en particular y tiene como fin último hacer viable la organización social; en tanto que, la actividad de darse forma es responsabilidad de la persona que necesita formarse para participar, con alguna probabilidad de éxito, de los beneficios de la vida en colectivos sociales. Tales son los actores directamente implicados en el proceso de solución de los problemas de la educación matemática: el alumno, que realiza una actividad para darse forma a sí mismo, las instituciones que actúan como transformadores del saber matemático para ponerlo a disposición de las nuevas generaciones ―transposición didáctica―1 y el profesor que funge de mediador educativo directo. Estos tres actores y elementos de todo problema educativo se relacionan de manera muy compleja en los fenómenos que surgen cuando alguien trata de enseñar algo y otro trata de aprenderlo.




  Veamos, a continuación, un fenómeno que ha ocupado al Grupo de Educación Matemática2 de la Universidad del Valle desde hace más de dos décadas y ha sido motivo de estudio por parte de otros investigadores en diferentes universidades en Colombia, desafortunadamente con resultados aislados y no muy compartidos entre las instituciones, situación que se explica por lo incipiente que es, en nuestro medio, la comunidad de didactas de las matemáticas y el lento reconocimiento social a la importancia de su trabajo.




  1.1.2 El fracaso en los primeros cursos de matemáticas del nivel universitario: un fenómeno estable en el funcionamiento de los sistemas escolares




  Estudios nacionales e internacionales coinciden en señalar un fenómeno que preocupa a los administradores educativos, profesores, padres de familia y la sociedad en general. Se trata de los bajos niveles de formación matemática que presentan los egresados de la secundaria; situación que se refleja en una altísima tasa de fracaso en los primeros cursos de matemáticas del currículo universitario de los planes de ingenierías y ciencias. Por formación matemática, nosotros entendemos el comportamiento intelectual complejo relacionado con situaciones y problemas matemáticos, en el que se articulan diferentes habilidades, estrategias intelectuales y actitudes. Tal comportamiento, es la expresión de una estructura cognitiva y afectiva que se construye y evoluciona como resultado de experiencias de todo tipo, en particular, de aquellas vinculadas a procesos de aprendizaje, en contextos curriculares específicos, de un conocimiento matemático socialmente existente en término del cual se evalúa y valora dicha formación.




  Es en términos de lo que aquí llamamos bajos niveles de formación matemática que compartimos los resultados de evaluaciones internacionales como el informe del National Assessment of Educational Progress (NAEP)3, Brown et ál. (1988) donde concluyen que:




  
Los estudiantes de la escuela secundaria generalmente parecen tener algún conocimiento de conceptos algebraicos y geométricos básicos y habilidades. Sin embargo, los resultados de esta valoración indican, como los resultados de valoraciones del pasado lo hicieron, que los estudiantes no pueden a menudo aplicar este conocimiento en situaciones de resolución de problemas, ni parecen entender muchas de las estructuras que están debajo de estos conceptos matemáticos y habilidades (NAEP, 1988, pp. 346 - 347).







  Estos resultados repercuten en los desempeños posteriores de los alumnos. Pero antes de dar evidencias empíricas sobre esta afirmación conviene señalar que las escalas de evaluación del examen NAEP contemplan cuatro niveles: desde los resultados más deficientes (por debajo de un nivel básico) hasta los más satisfactorios (avanzados), como se muestra en la tabla de los porcentajes de los estudiantes clasificados por el NAEP en 1992 y que en el 2000 han obtenido un título de pregrado o superior a éste.




     


	NAEP-Scaled Math Achievement in 1992

   	Porcent earning Bachelor’s Degree or Higher by 2000





	Advancent

   	91





	Proficent

   	79





	Basic

   	50





	Below Basic

   	18









  Fuente: The Governor’s Office of Student Achievement. Disponible en: http://www.gaosa.org/newsletter/newsletter111307.html







  Así, volviendo sobre la afirmación respecto de las repercusiones de los bajos niveles de formación matemática en el futuro académico de los egresados de la secundaria, en un informe de la misma NAEP (2007) ―sobre un seguimiento realizado durante doce años (1988-2000) a un grupo de estudiantes que tomaron el examen NAEP de 1988, año en el cual cursaban 8° grado, y se graduaron en 1992― muestra que:




  
[…] los resultados en el NAEP del 12° grado predijeron bien la matrícula postsecundaria de los estudiantes. El 46 por ciento de los que estaban en la Escala Básica no tenía ninguna matrícula postsecundaria registrada 2 años más tarde. A la inversa, el 98 por ciento de los que se ubican en la Escala Avanzado y el 95 por ciento de aquellos en el nivel Proficiente se habían matriculado en alguna institución postsecundaria de alguna clase durante aquel tiempo.




  Finalmente, el informe incluye los niveles de logro respecto a la escala NAEP de matemáticas de los mayores relacionado con sus resultados postsecundarios 8 años más tarde. Por ejemplo, el 91 por ciento de los estudiantes que se ubicaron en el nivel de logro Avanzado en high school seniors en 1992, había logrado una licenciatura o un grado más alto hacia el 2000, comparado con solamente el 18 por ciento de aquellos que clasificaron en el nivel Básico.







  Estos resultados son similares a los que se reportan en las Pruebas TIMSS, estudio de valoración internacional en el que ha participado Colombia; las pruebas PISA4; a nivel Nacional las Pruebas Saber; Pruebas ICFES y las que se han realizado en universidades colombianas. Por ejemplo, en el informe “El problema del Bajo Aprovechamiento Estudiantil en los primeros Cursos de Matemáticas Universitarios”5, se constata que uno de los factores que inciden en las altos porcentajes de fracaso (según universidades y carreras puede variar entre el 45 y el 67%) en los primeros cursos de matemáticas universitarios es el de los bajos niveles de formación matemática de los estudiantes que ingresan a los planes de ingeniería y ciencias. Según estos estudios, los estudiantes que fracasan evidencian ciertas características en su formación matemática, como por ejemplo:




  
• Presentan dificultades en la comunicación y procesamiento de información matemática.




  • Poseen cierta información matemática a nivel de memoria, pero no han construido estructuras conceptuales estables bien relacionadas.




  • Presentan dificultad en los procesos de abstracción reflexiva y se inclinan por procesos mecánicos que conduzcan rápidamente a la aplicación de fórmulas o resultados conocidos.




  • Tienen habilidad para ejecutar procesos rutinarios en un mismo contexto.




  • Su comprensión conceptual es primitiva y en muchas ocasiones poseen concepciones erróneas; por ejemplo, los conceptos de número irracional, orden en los reales, acotamiento de conjuntos numéricos, función y recta tangente, por citar sólo algunos están asociados a concepciones erróneas, que se interponen a los nuevos conocimientos, son estables en el tiempo, resistentes al cambio y son difíciles de modificar.




  • Sus estrategias de aprendizaje no están orientadas hacia una comprensión reflexiva, que permita la actividad crítica sobre las ideas propias y, en consecuencia, la formulación de interrogantes que abran la puerta al aprendizaje comprensivo.




  • Poseen una buena capacidad de trabajo, pero es ineficiente.







  El asunto se torna grave si consideramos que estamos hablando de estudiantes que ingresan en carreras para las que se supone se debe poseer cierta inclinación positiva hacia las matemáticas y estos estudiantes se reconocen a sí mismos como “buenos para las matemáticas”. Además, los profesores que atienden a estos estudiantes, en la universidad, son “profesionales reconocidos como altamente preparados y conocedores de las matemáticas”.




  Ante semejante situación los didactas de las matemáticas se plantean preguntas como (cf. Freudenthal, 1980):




  
¿Por qué los alumnos no aprenden las matemáticas como debieran? ¿Por qué estudiantes con mentes bien formadas y motivados hacia las matemáticas presentan una baja comprensión conceptual a pesar de la ayuda de profesores altamente calificados?







  Por otra parte, los profesores y miembros de la comunidad escolar sugieren que las explicaciones de este fenómeno se pueden encontrar:




  • En la naturaleza misma de los objetos matemáticos. Por lo tanto, se debe mejorar los conocimientos matemáticos de los profesores y estimular la reflexión sobre la naturaleza de las matemáticas y los factores internos y externos que definen su desarrollo teórico y métodos de validación.




  • En la naturaleza del funcionamiento del sistema cognitivo humano.En consecuencia, se debe estimular los acercamientos a la psicología para comprender los mecanismos y procesos que gobiernan el aprendizaje humano.




  • En la naturaleza de la intervención didáctica. Por lo cual se requiere más pedagogía para mediar en la formación de los docentes de matemáticas.




  Sin embargo, las investigaciones al respecto demuestran que el abordaje del fenómeno desde cada una de estas perspectivas, en sí mismas, es insuficiente para proyectar la luz que permita la inteligibilidad de los problemas. Los ejemplos abundan. Actualmente se reconoce la complejidad del fenómeno y se considera que es necesario abordarlo desde una perspectiva sistémica que involucre todas las dimensiones arriba mencionadas. Esto plantea la necesidad de entrelazar las diferentes disciplinas en un enfoque transdisciplinario.




  1.2 EPISTEMOLOGÍA Y DIDÁCTICA DE LAS MATEMÁTICAS




  Si los matemáticos se ocupan de la enseñanza de las matemáticas, deberían interesarse en conocer ¿cómo funciona la mente humana? y, en particular, deberían observar ¿cómo aprenden sus alumnos los conceptos matemáticos? El ejercicio de una docencia responsable demanda una respuesta científica a esta pregunta para poder responder a esta otra ¿cómo enseñar las matemáticas?




  La primera de estas tres preguntas pertenece al dominio de la psicología cognitiva y las otras dos son eminentemente didácticas. No obstante las tres preguntas demandan un fundamento epistemológico que las relacione y un enfoque que permita abordar los diferentes niveles de realidad del fenómeno didáctico. Es decir, la inteligibilidad del fenómeno se logra a partir de una posición epistemológica, explícita y militante, y de un enfoque transdisciplinario. La transdiscipinaridad se entiende, en el sentido de Nicolescu Basarab (1996), como: “aquello que está a la vez entre las disciplinas, a través de las diferentes disciplinas y más allá de toda disciplina. Su finalidad es la comprensión del mundo presente, uno de cuyos imperativos es la unidad del conocimiento”. Si la realidad tiene diferentes niveles entonces la transdisciplinaridad se interesa en la dinámica generada por la acción de estos diferentes niveles sobre el fenómeno didáctico.




  La epistemología punto de encuentro transdisciplinar




  El término griego episteme tiene dos significados: ciencia o conocimiento. Y logos con dos acepciones: discurso y juicio, argumentación. Platón opuso episteme (conocimiento bien fundado) a doxa (simple opinión) de tal manera que el término epistemología, en sentido clásico, podría interpretarse como el tratado del conocimiento intelectualmente bien fundado.
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